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Con el fin de alcanzar correctamente el anterior objetivo, esta obra se compone de seis capftulos que
se describen a continuaci6n :

• En el primer capftulo se realiza un enfoque general de los sistemas de control de tiempo continuo y
discreto, introduciendo el modelado de los mismos para facilitar su comprension yanalisis.

• EI segundo capftulo amplfa la base de conocimientos sobre los sistemas de control de tiempo
continuo y discreto. centrandose en las tecnicas de analisis en el dominic del tiempo, pOl' 10 que
este capitulo constituye un factor clave en la realizacion del disefio.

7Presentacion

Presentacion

Para el desarrollo de la obra, se aprovecha la experiencia docente adquirida pOl' los autores durante los
ultimos cinco afios en las asignaturas anuales de Servotecnia y Servosistemas, en la especialidades de
Ingenierfa Tecnica de Telecomunicaciones e Industrial, respectivamente, de la Escuela Universitaria
Politecnica de Vilanova ila Geltru. Se ha tenido en cuenta, ademas, que la obra tiene plena aplicacion
en las nuevas titulaciones que se estan implantando al respecto con los nuevos planes de estudio.

EI presente libro pretende formar al ingeniero en el campo de la ingenierfa de control; con esta
finalidad, se presentan los conceptos basicos de la teorfa de control aplicables a sistemas anal6gicos y
discretos, unificando ambos dominios desde un mismo punta de vista. EI libro afiade una serie de
ejemplos y problemas resueltos en cada capitulo que capacitan al lector para realizar el analisis y
disefio de diversos sistemas de control. Por este motivo, la presente obra sirve tanto para la formacion
del estudiante de ingenierfa como de soporte y apoyo al profesional de la industria.

EI objetivo fundamental de la obra ha side dar un enfoque a la teorla de control para que su
tratamiento no sea una ciencia aislada, sino que incorpore un enlace con las tecnicas mas actuales,
tales como la instrumentacion y el control industrial, introduciendo para ella tanto las nuevas
herramientas de programacion grMica, que constituyen 10 que se ha venido a denominar
instrumentaci6n virtual, como los sistemas de control mas habituales en el entomo industrial, como
son los microcontroladores, microprocesadores y automatas programables (PLC's).

• En el tercer capitulo se llevan a la practica el conjunto de conocimientos adquiridos en los
capftulos anteriores, exponiendo con claridad el disefio de los sistemas de control mas
caracterfsticos en el dominio temporal.

• En el cuarto capitulo se introduce la metodologfa clasica de analisis de sistemas de control en el
dominic frecuencial, exponiendo en el quinto capitulo la metodologfa de disefio pertinente para
estos sistemas, asf como realizando los ejemplos y problemas ilustrativos.
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8 Teorfa de control. DiseFio electronico

• EI capitulo sexto es el tema con mayor enfoque practico, donde se aplica de fonna empfrica la
mayor parte de los conceptbs explicados en los capftulos anteriores, incluyendo la implementaci6n
practica de los disefios realizados, empleando para ella los circuitos electr6nicos necesarios, y
considerando las tecnicas mas recientes de instrumentaci6n virtual.

Conceptualmente, esta obra cumple los objetivos planteados en su inicio, por 10 que representa un
nuevo modo de enfrentarse con las tecnicas clasicas de disefio de sistemas de control, contribuyendo a
una exposici6n clara y concisa de los conceptos te6ricos y teniendo la capacidad de ofrecer distintas
visiones de las metodologfas clasicas de disefio mas conocidas.

La raz6n y motivo principal que han condicionado el desarrollo y consecuci6n de este libra ha sido la
voluntad de ofrecer una visi6n amplia y global de las tecnicas de control y facilitar al lector de esta
obra la comprensi6n de las ideas y conceptos mas importantes. Nuestro mas profundo deseo es que
esta obra Ie sea util como instrumento de soporte y consulta.

Los autores

Vilanova i la GeHrt'
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Fig. 1.1 Diagrama de Ull sistema de control
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Desde el punto de vista de la teorfa de control, un sistema 0 proceso esta formado por un conjunto de
elementos relacionados entre sf que ofrecen sefiales de salida en funcion de sefiales 0 datos de entrada.
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Es importante resaltar el hecho de que no es necesario conocer el funcionamiento intemo, 0 como
actuan entre sf los diversos elementos, para caracterizar el sistema. Para ello, solo se precisa conocer
la relacion que existe entre la entrada y la salida del proceso que realiza el mismo (principio de caja
negra). EI aspecto mas importante de un sistema es el conocimiento de su dinamica, es decir, como se
comporta la sefial de salida frente a una variacion de la sefial de entrada. Un conocimiento preciso de
la relacion entrada/salida permite predecir la respuesta del sistema y seleccionar la accion de control
adecuada para mejorarla. De esta manera, el disefiador, conociendo cual es la dinamica deseada,
ajustara la accion de control para conseguir el objetivo final.

En vista de todo 10 expuesto, se puede definir un sistema de control como el conjunto de elementos
que interactuan para conseguir que la salida de un proceso se comporte tal y como se desea, mediante
una accion de control.
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Fig. 1.4 Senal discreta ell amplitud

'Tiernpo

- Senales discretas en amplitud: En este caso, la senal toma valor en cualquier instante de tiempo,
pero estos valores de amplitud pueden encontrarse entre los definidos en el conjunto
predeterminado.

Fig. 1.3 Seiial discreta en tiempo

- Senales discretas en tiempo: S610 tienen valor en instantes de tiempo predeterminados. Y
aunque su amplitud puede ser cualquier valor dentro del rango de los reales, el valor de la senal
entre dos instantes de tiempo consecutivos no esta definido.

Fig. 1.2 Senal anal6gica
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1.1 Tipos de senales y sistemas

Consideraremos como senales las variaciones a 10 largo del tiempo de las entradas 0 salidas de un
sistema. Obviamente, estas senales pueden ser de distinta naturaleza, y por tanto sus unidades ffsicas
pueden ser diversas. Segun como sea la variacion de estas senates, podemos clasificarlas dentro de dos
grandes grupos: senales analogicas y senales discretas.

- Senales ana16gicas: Son aquellas cuya variacion, tanto en amplitud como a 10 largo del tiempo, es
continua. Es decir, pueden tomar cualquier valor real, en cualquier instante de tiempo.

- Senales discretas: Este tipo de senales no tiene una variaci6n continua como las anteriores, sino que
su evoluci6n se rige por un determinado conjunto finito de valores posibles. Segan donde tome este
conjunto de valores, podremos distinguir entre senales discretas en amplitud 0 discretas en tiempo.
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1.3.1 Sistemas en lazo abierto
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I. Introduce/on a los sistemas de control

Fig. 1.6 Diagrama de bloques de un sistema en lazo abierto

Los sistemas combinacionales y secuenciales pueden cIasificarse como sistemas de control basados en
instrucciones logicas. Los datos de entrada y salida al sistema son binarios e indican que los sensores
tienen dos estados 0 valores (por ejemplo: valvula abierta 0 cerrada, un indicador activado 0 no, 0 un
interruptor pulsado 0 no). Las decisiones tomadas por el sistema de control son del tipo on/off y se
basan en las condiciones de los datos de entrada.

- Sefiales discretas en amplitud y tiempo: Son una mezcIa de los dos tipos anteriores, es decir, la
sefial solo podni tomar valores predeterminados en instantes de tiempo predeterminados.

1.2 Sistemas combinacionales y secuenciales

Fig. 1.5 Seiial discreta en amplitud y tiempo

Dependiendo del tratamiento que el sistema de control realiza con la sefial de salida, pueden
distinguirse dos topologfas de control generales: sistemas en law abierto y sistemas en law cerrado.

1.3 Sistemas de control dinamico. Sistemas en lazo abierto y sistemas en lazo cerrado

En este tipo de sistemas, la salida no tiene efecto alguno sobre la accion de control.

En un sistema en laze abierto, la salida no se compara con la entrada de referencia, por ello cada
entrada corresponlctera a una operacion prefijada sobre la sefial de salida. Se puede asegurar entonces
que la exactitud del sistema depende en gran manera de la calibracion del mismo y, por tanto, la
presencia de perturbaciones en la cadena (sefiales indeseadas) provocara que este no cumpla la funcion
asignada.
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Cabezal

Un ejemplo de este tipa de topologia se pucde encontrar en el control de un cabezal de maquina de
escribir e1ectr6nica. En este sistema, la entrada viene dada por el teclado; la selial generada por este se
procesa y se gencra la acci6n de control, que provocani, como salida, la rotaci6n del cabezal a la
posicion adecuada y la impresi6n de la letra deseada.

Para poder considerar una topologia en lazo abierto, es necesario conocer la relaci6n entrada/salida y
garantizar la inexistencia de perturbaciones externas 0 de variaciones de los para-metros internos del
sistema. Esto es, en general, diffcil de cumplir en la pnictica, y su realizaci6n implica sistemas
excesivamente caros.

Fig. 1.8 Diagrama de bloques de un sistema de control ell lazo cerrado

Fig. 1.7 Diagrama de bloques del control de un cabezal dc impresi6n

Como se ~de suponer, una perturbaci6n de origen externo puede falsear la sefial en cualquier punto
de la cadena y como resultado obtendremos una salida diferente de la deseada.

En los sistemas de control en lazo cerrado, la sefial de salida tiene efecto sabre la accion de control. A
este efecto se Ie denomina realimentaci6n.

1.3.2 Sistemas en lazo cerrado

La sefial controlada debe realimentarse y compararsc can la entrada de referencia, tras 10 cual se env[a
a traves del sistema una sefial de control, que sera proporcional a la diferencia encontrada entre la
sefial de entrada y la seiial mcdida a la salida, con el objetivo de corregir el error 0 desviaci6n que
pudiera existir.

La principal ventaji de los sistemas de control en lazo cerrado es que el uso de la realimentaci6n hace
al conjunto menos sensible a las perturbaciones externas y a las variaciones de los parametros internos
que los sistemas en lazo abierto.
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Fig. 1.9 Ejemplos de sistemas no lineales

Saturaci6n de un operacional

1. 1ntroducci6n a los sistemas de control

1.4 Caracterizacion de un sistema lineal invariante en el tiempo

1.4.1 Modelo de un sistema

Un sistema fisico puede caracterizarse dinamicamente a traves de las ecuaciones diferenciales que
describen las leyes fisicas que rigen el comportamiento de dicho sistema.

Se debe de tener en cuenta que una descripcion completa y precisa del sistema fisico puede resultar
demasiado compleja y laboriosa; por ello debemos modelar el sistema llegando a un comprorniso entre
la exactitud y la sencillez requeridas al sistema. En cualquier caso se debe garantizar que el modelo
obtenido responda a las exigencias iniciales del estudio, pues ello determina el rango de validez de un
modelo (por ejemplo: alta frecuencia en un estudio circuital). De hecho, un modelo sera valida
rnientras se cumplan las hipotesis que han permitido simplificarlo.

Par ultimo, ha de indicarse que el campo de estudio del modelado de sistemas se encuentra
actualmente en fase de determinacion de las reglas de identificacion de sistemas, utilizandose para ella
software de alto nive!.

* Sistemas lineales: son aquellos que pueden describirse mediante ecuaciones diferenciales lineales.
La propiedad mas importante es que permiten el principio de superposicion. Esta propiedad puede
utilizarse para deterrninar de un modo experimental si un sistema es 0 no lineal.

* Sistemas no lineales: son aquellos que no son lineales; es decir, se caracterizan por ecuaciones
diferenciales no lineales. En realidad todo sistema es no lineal, aunque la mayoria es linealizable a
tramos (circunstancia que se utiliza para poder caracterizar un sistema no lineal como uno lineal en
un entomo determinado). En este tipo de sistemas, el principio de superposici6n no es aplicable.

1.4.2 Clasificacion de sistemas

Los sistemas pueden clasificarse en sistemas lineales y no lineales; otra posible clasificacion los divide
en sistemas variantes 0 invariantes en el tiempo.
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xXo
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ao yen) + a1 y<n-l) + a2 y(n-2) +.....+an y =bo x(rn) + b l x(m-1) + b2 x(m-2)+.....+b
m

x

donde: yen) =dny ; n:::: m
dtn

Linealizacion:
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Que coincide con la ecuacion de la recta'cte pendiente igual a la derivada de la funcion no lineal en el
punto (xo, Yo), Yque pasa por dicho punto. Debe observarse que la diferencia entre la recta y la funcion
no lineal indica el rango de validez del modelo, es decir, la tolerancia permitida debe ser mayor que
dicha diferencia.

Dada una funcion no lineal y = f(x), su linealizacion en el entorno de un determinado punto de trabajo
(xo, Yo) se obtiene de la forma siguiente:

y

1.4.3 Funcion de transferencia

En general, cualquier sistema lineal invariante en el tiempo (SLID puede modelarse mediante una
ecuacion diferencial de la forma:

Esta ecuacion diferencial relaciona la sefial de salida yet) de un sistema con la sefial de entrada x(t) al
mismo, y permite conoccr la respuesta de dicho sistema a una sefial de entrada determinada, mediante
su resoluci6n. A esta ecuacion diferencial se Ie denomina eCllaci6n caracterfstica del sistema.

Ecuaci6n caracterfstica:

Sin embargo, el tratamiento analltico del sistema a traves de la ecuacion caracterfstica diferencial es,
en general, complejo. Es por ello que se introduce el concepto defunci6n de transferencia.

La funci6n de transferencia de un sistema lineal invariante en ~l tiempo se obtiene realizando la
transformada de Laplace de la ecuacion caracterfstica del sistema, con condiciones iniciales nulas.

.f;



Para obtener la funci6n de transferencia del circuito de la figura deberan seguirse los siguientes pasos:
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(1.3)

o

(n;:::: m)

Y(s)

Yes) con CI ;= 0
Xes)

R

TL/ .
/CI = O'

b m b m-I bn s + IS +.....+ m

n n-Ian s +al s +.....+an

Fig. 1.10 Circuiro RLC

L

donde n == orden del sistema

O(s) ;=

_X_(_s)---I[ SLIT

Funci6n de transferencia: O(s)

Yes)

Xes)

1. 1ntroduccion a las sistemas de control

Modelo del sistema:

1.- Plantear las ecuaciones diferenciales que definen cada elemento, esto es, aquellas que se
obtienen a partir de las leyes ffsicas que rigen el comportamiento del sistema.

Para que un sistema sea ffsicamenre realizable, el orden del denominador debe ser mayor 0 igual (de
hecho en la pnictica siempre es mayor) que el orden del numerador, de este modo se garantiza que el
sistema es causal.

La funcion de transferencia 'contiene' toda la informacion de la dimimica del sistema.

Ejemplo 1.1

En concreto, la caracterfstica dimimica del sistema depende fundamentalmente de las rakes del
denominador de la funci6n de transferencia; estas rakes se denominan polos de la funci6n de
transferencia. Al polinomio obtenido en el denominador de una funci6n de transferencia se Ie
denomina polinomio caracterfstico.
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(

L di R'e· = ._+ 'l+e 2
1 dt 0 d eo de o

=} e· =LC·--+RC·--+e
i=C. deo I dt 2 dt 0

dt

2.- Aplicar la transformada de Laplace con condiciones iniciales nulas.

Obteniel

Debe observarse que la descripcion de un sistema mediante su funcion de transferencia pennite asignar
caracteristicas temporales a la posicion de los polos en el plano S, 10 cual proporciona mayor
versatilidad que la descripcion mediante la ecuacion diferencial caracteristica. Asi, pOI' ejemplo, puede

afirmarse que el sistema tiene un comportarniento como oscilador cuando R=O, dado que, en este caso,
sus rakes son imaginarias puras.

R=O =}
Eo(s)

Ei(s)

POI' ultimo, resaltar que la funcion de transferencia no ofrece informacion sobre la estructura fisica del
sistema, con 10 cual diversos sistemas fisicos pueden tener la rnisma funcion de transferencia,
aplic{mdose, de este modo, el concepto de sistema analogo. Los sistemas analogos son Miles cuando

alguno de los sistemas es complejo, caro, fragil 0 de respuesta muy lenta (pOI' ejemplo, en aplicaciones
con prototipos electronicos).

El detec

entrada ~

detector

1.5 Caracteristicas de un sistema de control de tiempo continuo El punt~
I
, cil

rea Imelil

rI

El eleql'
natural'· '.
refere·····

electr

dina

(relacion entrada / salida)

L.- ... Salida

C(s)

R(s)

Entrada

GLA(S)

R(s) C(s)

Sisto Control

1.5.1 Topologia en lazo abierto

Recordemos que un sistema de control, generalmente estara formado pOI' diversos sistemas (planta,
control, etc.). La topologia tipica en sistemas en law abierto es:
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(104)

(1.5)

e
controlada

Pto. bifurcaci6n
PLANTA I

C(s)

PLANTA

Control

ELEMENTO DE MEDIDA

CONTROL

CONTROL

B(s)
GLA(S) = - == Gc(s)·G(s)·R(s)

E(s)

R(s)
Gc(s)

M(s)
G(s) I C(s),

Iztrada de Senal de Variabl£1
referencia

Fig. 1.11 Diagrama de bloques de un sistema enlazo abikrto

Fig. 1.12 Diagrama de bloques de un sistema enlazo cerrado

B(s)

R(s)

+

Detector Error

1. Funci6n de transferencia en lazo abierto (ganancia de lazo):

Ob ., d C(s) M(s) C(s) G ( ) G( ) f·' d "' . d I .temen ose: -- == --._- == C s· s como unClOn e transLerenCIa e sIstema.
R(s) R(s) M(s)

I. Introducci6n a los sistemas de control

1.5.2 Topologia en lazo cerrado

EI punto de bifurcaci6n permite trasladar la sefial de salida al punto de entrada, efectuando asf la
realimentaci6n deseada.

EI detector de error produce una sefial resultante de la diferencia existente entre la referencia de
entrada y 1a sefial de realimentaci6n del sistema (realimentaci6n negativa). La sefia1 originada en el
detector de error se denomina senal de error.

EI elemento de medida es un transductor 0 sensor que rnide el valor de la sefial de salida y adapta la
naturaleza sus caracteristicas a las necesarias para poder realizar la comparaci6n con la sefial de
referencia (Ejemplo.: No podemos comparar la velocidad de un motor si la~efial de referencia es
electrica, debemos realizar una conversi6n velocidad-tensi6n). Generalmente, sus caracterfsticas
dimimicas son mas rapidas que las propias del sistema que se debe controlar (adquisici6n de sefial
mucho mas rapida que 1a dinarnica propia del sistema); en este caso se puede considerar R(s) == k; en
el caso k ==1 se dice que existe realimentaci6n unitaria; si no fuese asf, deberfamos considerar las
caracterfsticas dinarnicas del elemento de medida a traves de su funci6n de transferencia R(s).



Cabe destacar, por ultimo, que en el caso para el cual se cumpla que la ganancia de la funci6n de
transferencia directa es alta (Gc(s)-G(s) » 1) y se posea realimentaci6n unitaria (R(s) = 1), la sefial de
salida y la sefial de entrada son iguales, 10 cual proporciona una robustez muy importante frente a
perturbaciones extemas y variaciones de panimetros intemos:

(1.6)

(1.7)

(1.8)

(1.9)

C(s)

Teorfa de control. Diseiio electronico

Gds)

Gc(s)·G(s)

Gc(s)· G(s)

CCs)

E(s)

1+Gc(s)· G(s)' R(s)

GD(s)

CCs)

R(s)

B(s)

GLe(s)

CCs) =G2(S)' N(s) + G1(S)G2(S)' R(s)

Fig. 1.13 Perturbaci6n externa representada por N(s)

CCs) = G2(S) .N(s) + G1(S)G2(S) . R(s)
1+ G1(s)G2(s)R(s) 1+ G1(s)G2(s)R(s)

}--E_(s_J'--+1 GJ(s) I
+

R(s)

2. Funci6n de transferencia directa:

3. Funci6n de transferencia en lazo cerrado:

Aplicando superposici6n, se obtiene la sefial de salida:

Comparando con la salida que se obtendrfa en lazo abierto:

Se observa como se ha reducido la sensibilidad del sistema frente a perturbaciones extemas; en
concreto, si la ganancia de lazo es eIevada, la sefial de salida depende exclusivamente de la funci6n
de transferencia de la realimentaci6n, aunque ella puede acarrear problemas' de estabilidad

adicionales.

24

* Sistema en lazo cerrado sometido a una perturbaci6n:



1- Describir las ecuaciones diferenciales de cada componente del sistema.

2- Refleja una caracterfstica unilateral (salida/entrada).

25

(1.10)

£(s)
, G1s)+f1G(s)

Cv(s)

Fig. 1.14 Variaciones internas de laftlllcion de transferencia representadas por LlG(s)

CD (s) = CCs) + !lC(s) = G(s) + !lG(s) . R(s) '" G(s) . R(s) + !lG(s) . R(s)
1+ !lG(s) + G(s) 1+ G(s) 1+ G(s)

4- EI diagrama de bloques de un sistema dado no es unico (depende de la definicion de variables
internas); sin embargo, la funcion de transferencia resultante sf es unica.

2- Aplicar la transformada de Laplace con condiciones nulas.

3- Representar individualmente el diagrama de bloques de cada ecuacion diferencial.

1- Es una representacion grafica del flujo de sefiales y de la funcion realizada por cada componente
de un sistema.

4- Unir los bloques a traves de sus variables de entrada y salida.

La funcion de transferencia en lazo celTado es:

3- Dado un diagrama de bloques, el sistema al cual representa no es unico, ya que contiene
informacion respecto a su comportarniento dinamico y no sobre su constitucion intema.

!lG(s)
as!: !lC(s) = . R(s) , que es menor que el efecto que obtendrfamos en el caso del sistema en

1+ G(s)

lazo abierto (C v (s)/LA = C(s) + !lCCs) = R(s)· G(s) + !lG(s)· R(s) ), reduciendose de este modo la

sens\b\\\dad de\ sistema 11:ente a 'Vo.1:\ac\cmes de ~alaffietlas \ntema'&. De heeho, un sistema en law

abierto exige componentes mas precisos, mejor calibracion yes, por 10 tanto, mas cam.

1.6 Diagrama de bloques

Caracterfsticas de un diagrama de bloques:

* Reduccion de la sensibilidad frente a variaciones intemas.

1. 1ntroducci6n a los sistemas de control

Tecnicas de'trazado del diagrama de bloques:
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Ejemplo 1.2

R
0

~
e,

CT~
eo

0

Fig. /.15 Cireuito RC

1.- Plantear las ecuaciones diferenciales.

Debe obs
intermedi:
modo sirr
resultado I

Algebradl

EI conjunj
algebra d~

pero los r
bloques, ~i
lazo se m~

2.- Aplicar la transformada de Laplace con condiciones iniciales nulas.

I(s) I I E.,(s)
----+11 IICs ------.

/

I(s)

3.- Representaci6n individual.

Fig. 1.16 Representaei6n de las transformadas como funciones de transfereneia

4.- Unir bloques individuales.

Fig. 1.17 Diagrama de bloques global del sistema

E;(s) '0 I+" 1-----+, llR

Ears)

Con 10 cual la funci6n de transferencia resulta:

I(s)

h.cs
1+ hCs

Ears)

RCs+l



Fig. 1.18 Reglas del algebra de diagramas de bloques

EI conjunto de reglas que permiten simplificar la estructura de un diagrama de bloques se denornina
algebra de bloques; debe indicarse que, al aplicar dichas reglas, el diagrama resultante es mas simple,
pero los nuevos bloques individuales son mas complejos. Para aplicar adecuadamente algebra de
bloques, es necesario verificar que el producto de funciones de transferencia en sentido directo 0 en un
lazo se mantenga constante tras la operaci6n efectuada.

Debe observarse que la metodologfa presentada exige una ordenaci6n adecuada de las variables
intermedias, de manera que la posterior uni6n de los diagramas individuales pueda realizarse de un
modo simple; de hecho, es necesario que las variables intermedias aparezcan s610 una vez como
resultado de un diagrama de bloques individual. \

Algebra de bloques:

27

Diagramas de bloques originales Diagramas de bloques equivalentes

A ~A-Br
A ~A-B+C

~+ + ~+ + ~
- + + -,

1 sf C et Bt

.~
Ct

2
A + A-B+C A~C~+ -....+ +,

Bt Bt

3 ~G~JAG1~2 A G~]AG1G2---. 2 1 --.-

4 L~~~AG1~2
/"

~~JAG1~2

A -{c, IA,C..~ Ac,;AG,
A .[G1+ G2 ]AG1;'AG2

5 1~~G2 + .

B

6
~I G IAG~~ '-14=c~

Bt ~~~~G G

1. Introducci6n a los sistemas de control
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A I G j P--.1- ~
I 1+G j G,

~_~_~~G

~~~~f

Diagramas de bloQues eQuivalentes

!

A-B

~--4?L=~- A-B

•BI

Fig. 1.19 Reglas del algebra de diagramas de bloqlles (continllaci6n)

Diagramas de bloQues originales

7

8

9

10

11

12

13

1.- Desplazar puntas de bifurcacion y puntas de suma.

2.- lntercambiar punto de suma.

3.- Reducir las lazos internos de realimentacion.

28

Metodolagia usual de sintesis:
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c

c

c

\

,--- -1H2~------_,
G1

(Paso I)

Fig. 1.20 Diagrama de bloques de mziltiples lazos

(Paso 2)

(Paso3) "--
R

1 ~I G1G2G3 c
I-G1GzHl+G2G3H2 r

(Paso 4)

Fig. 1.21 Reduccion sucesiva del diagrama de bloques de multiples lazos

1. 11ltroducci6n a los sistemas de control

Ejemplo 1.3

\
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1.7 Sistemas de control en tiempo discreto

Un sistema de control en tiempo discreto se caracteriza principalmente par realizar un procesado,
mediante alguno de sus elementos, de sefiales discretas en el tiempo. La topologia tipica de un sistema
discreto es la que se puede observar en la figura siguiente:

ELEMENTO DE MEDIDA (sensor)

Fig. 1.22 Diagrama de bloques de un sistema de control discreto

-Ma'

-No

Ventaja&

Debe Obi

prograrm
ser mayc
muestreo
proceso
funcione
alarmas.

En este c
observan
topologia
sistema s,

PLANTA Senal de salida
CONTROL
DIGITAL

____~I ~I----,D/A~,-----,~C(s)

Senal de error

+
R(s)

•

Senal de
referencia '------------f

Respecto a los sistemas anal6gicos se observa la inclusi6n de algunos elementos nuevos:

* Control digital 0 discreto: Sistema procesador disei'iado para que el sistema de control logre las
especificaciones requeridas. Este sistema trabaja u opera en instantes de tiempo predeterminados,
multiplos del periodo de muestreo yes, por tanto, un sistema sincrono. La operatividad del sistema 0

su funcionamiento de procesado queda caracterizada plenamente mediante su ecuaci6n en

diferencias:

x(n) CONTROL

~ DIGITAL
y(n.!..

r-

-------..I t =nT

- SOl"

P Q
y(n)= L,a(p)·y(n-p)+ L,b(q).x(n-q)

p=l q=o \

(Lll)
- Fie-

1.8 ML
donde: yen) == muestras de salida del sistema procesador.

x(n) == muestras a la entrada del sistema procesador.
Se ha iu
en tiem~

* Necesidad de interfaces AID y D/A para convertir sefiales continuas en sei'iales discretas y sefiales
discretas en sei'iales continuas, respectivamente. Permiten la introducci6n de un procesador discreto
en el sistema de control y reconstruyen temporalmente la sefial discreta en una sefial continua en el
tiempo.

* AID: I
digitaf

La topologia anterior es tipica en sistemas discretos; sin embargo, no es la unica topologia posible.
Una altemativa a la anterior se caracterizaria con el siguiente diagrama de bloques:



Fig. 1.24 Estructura interna del bloque AID
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Variable
cOlltrolada

(

DIA

AID I, I SENSOR

/.

Fig. 1.23 Diagrama de bloques altemativo de un sistema discreto

Entrada de

-c1'-"'efic-e_l'e_llc-cc-ia_.......1 PROCESADOR
DIGITAL

/

- Flexibilidad de programaci6n.

1. Introduccion a los sistemas de control

- Son mas compactos, menos pesados.

- Menor coste.

En este caso el procesador digital incluye el detector de error y el control discreto del sistema. Debe
observarse tambien que, en este caso, la sefial de referencia es una sefial digital, a diferencia de la
topologia anterior, que posefa una sefial de referencia anal6gica. Sin embargo, la caracterizaci6n del
sistema se puede realizar del mismo modo que en el caso anterior.

SAMPLE CODIFICADOR

-1,"------,AlDt- ~ ~ -1-X- H-HOLDH ~ Nbits

Ventajas del muestreo en sistemas de control:

- No existen derivas (ruido, interferencias, etc.).

Debe observarse que el periodo de muestreo T depende fundamentalmente del tiempo de cicIo del
programa que ejecuta el algoritmo de control; asi, normalmente el tiempo de ciclo de programa suele
ser mayor que el periodo de muestreo de los conversores AID. En algunos casos, el periodo de
muestreo se disefia para que sea mayor que el tiempo de ciclo (cuando las constantes de tiempo del
proceso 0 planta son muy grandes), utilizandose el resto de tiempo del procesador para realizar
funciones de transmisi6n y representaci6n de datos 0, simplemente, funciones de gesti6n de posibles
alarmas.

- Mayor facilidad de realizaci6n.

* AID: elemento encargado de muestrear, mantener y codificar la sefial continua para lograr una sefial
digital que actuan'i como sefial de entrada del controlador digital. Su estructura intema tipica es:

1.8 Muestreo y reconstruccion

Se ha indicado previamente la necesidad de incluir dos sistemas importantes en un sistema de control
en tiempo discreto:
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Graficamente el resultado es:

e*(t)

El mllestreador ideal tambien es conocido como modulador de impulsos, ya que verifica la ecuaci6n:

(1.12)

(1.13)

e(t)

3T2TT

e*(t) :=0 e(t) ·DT(t)

Fig. 1.25 Muestreo ideal

00

e *(t) = 2:. e(t)-(5(t - kT)
k=O

o

donde: OT(t)== tren de impulsos.

e*(t) == selial discreta resultado del muestreo.

e(t) := selial de entrada al muestreador.

T == periodo de muestreo.

8(t) == funcion delta de Dirac.

donde:

* D/A: elemento encargado de decodificar y reconslruir la sefial digital para lograr una sefial continua
en el tiempo que actuad. como sefial de entrada de la planta anal6gica. En general, no es deseable
aplicar una sefial muestreada a una planta anal6gica debido a los componentes inherentes de alta
frecuencia presentes en la sefial discreta. Por esta raz6n, al elemento reconstructor tambien se Ie
denominafiltro de alisado.

* Caracterizacion del muestreo ideal: se define el muestreador ideal como un sistema que efectua la
siguiente operaci6n con la sellal continua:

Observando la topologia tipica de sistemas de control en tiempo discreto, surge la necesidad de
caracterizar los procesos del muestreo y reconstrucci6n de las seiiales, con el prop6sito de facilitar su
analisis.

Debemos observar que el muestreo ideal origina una sefial que solo esta definida en los instantes de
muestreo (multiplos del periodo de muestreo) y cuya amplitud es el prodllcto de la amplitud de la sefial
continua en el instante de muestreo por la funci6n impulso (amplitud infinita y area total unitaria); en
conclusion, el mttestreo ideal no puede implementarse en la practica, pero, como veremos mas
adelante, permite modela;'perfectamente todo el proceso de mllestreo y reconstrucci6n.



En conclusi6n la transformada de Laplace de una sefial muestreada no es una funci6n polin6mica,
por 10 que no sera util para trabajar con sistemas discretos y sera necesario buscar una
transformaci6n altemativa que permita operar con funciones polin6micas en dichos sistemas; a esta
nueva transformada se la denominara transfarmada Z.

Puede demostrarse una expresi6n altemativa de la transformada de Laplace de una sefial muestreada

definida por: F* (s) = ...!:... f F(s ± j. nms), donde ms = 2n . De este modo puede afirmarse que la
T =0 T

transformada de Laplace de una sefial discreta es peri6dica de periodo jnWs, verificando que si Sl es
* *un polo de F(s) ===? es polo de F (s) ===? SI + jnWs es tambien polo de F (s). La representaci6n en

plano transformado de Laplace implica una repetici6n en bandas centradas en jnWs de las rafces
(polos y ceros) de la sefial muestreada. La banda principal se denomina banda primaria y el resto de

*bandas se denominan bandas complementarias. Si la localizaci6n de los polos y ceros de F (s) es

33

(1.14)

(1.15)

(1.16)

8r{t)

3T

MODULADOR
DE1MPUL50S

e(l) e*(t)

2TTo

00

f* (t) =f(t)· L b(t - kT) = f(t) ·bT(t)
k=O

00

f* (t) = LJ(kT). b(t - kT)
k=O

&ret)

00 00

F* (s) \ L f(kT)· L[b(t - kT)] = L f(kT).e -kTs
k=O k=O

Fig. 1.26 Muestreo ideal como una modulaci6n de impulsos

MUESTREADOR

~--y_ F{ ?

Aplicando la transformada de Laplace en la expresi6n de una sefial muestreada:

I. Introducci6n a los sistemas de control

Permitiendo el modelo:

* Propiedades de la sefial muestreada de forma ideal:
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conocida, entonces queda automaticamente determinada la localizacion de las rafces en el resto del
plano.

Aplica~l
transft:(

.r.';

El mantenedor de orden cera es un sistema que no necesita memoria, a diferencia de otros tipos de
mantenedores de datos, por esta razon es mas economico y el mas utilizado de todos elJos.

* Caracterizacion de 1a reconstruccion de sefia1: El dispositivo mas simple de reconstruccion de datos,
y tambien el mas comun, es el mantenedor de orden cera (ZOR). El mantenedor de orden cera
praporciona fundamentalmente, como valor de la sefial de salida, el valor de la ultima muestra
recibida a su entrada:

(1.17)

~"(t;~

. T t

SALIDA

cr-) Banda primaria

Banda complementaria

Banda complementaria

kT S; t < (k + l)T

jw
.3w sJ-

2

e(O = e(kT)

X
------~---0---- jws

x
-------,----0---- - jws

X

gall (t) = u(t) - u(t - T)

Fig. 1.28 Reconstrucci6n ejectuada par el ZOH

,(tlErn_,,:_(tJ_--..

o T 2T 3T t

8(
tlL

t

ENTRADA

Fig. 1.27 Ra(ces en el plano S de la transjormada de Lap/ace de !lila sena/ muestreada

La respuesta impulsiona1 de un mantenedor de orden cera se puede expresar como:



Fig. 1.29 Espectro de la sefialf(t)

1.9 Teorema del muestreo

/
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(1.18)
TL l_e-Ts

goh (t) = u(t) - u(t - T) ------7 G oh (s) = --­
s

N6tese que esta funci6n de transferencia no corresponde a ningun dispositivo fisico, porque se ha
deducido suponiendo funciones impulso en la entrada del mantenedor de orden cero; sin embargo, si
se utiliza junto con el muestreo ideal, proporcionan una buena descripci6n matemMica del
procedimiento de muestreo y reconstrucci6n real de las sefiales de un sistema de control en tiempo
discreto.

IF(jw)!

Aplicando la transformada de Laplace a esta respuesta impulsional, obtenemos la funci6n de
transferencia del mantenedor de orden cero:

1. Introducci6n a los sistemas de control

Los sistemas de control en tiempo discreto conllevan de manera inherente operaciones de muestreo y
reconstrucci6n de sefiales. Estos procesos deben verificar en todo momenta el teorema del muestreo,
siendo este teorema fundamental en sistemas discretos, como se comprobani a continuaci6n.

Sea una sefial f(t) con espectro de banda limitada:

donde Wj es la maxima frecuencia quepresenta f(t).

Segun la expresi6n F* (s) = ~. f F(s ± j. nws) , el muestreo ideal equivale a una repetici6n de este
T n=O

espectro centrado en n'w" con n E N.

De este modo el espectro de la sefial muestreada con muestreo ideal puede sufrir dos situaciones
diferentes:
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CD

Para pOl
efectuar
pnictica
realiza r
espectro

_ W s

2

Fig. 1.30 Repeticion del especfro de la seiial debido al muestreo

Suponiendo que el mantenedor de orden cero es un filtro pasa bajos ideal, se obtendrfa la selial previa
al muestreo como salida del mismo. Sin embargo, un filtro paso bajos ideal no es causal, y par ella el
mantenedor de orden cera distorsiona y no elimina totalmente las componentes en alta frecuencia de la

sefial muestreada, notandose mas este efecto cuanto menor es la relaci6n w,IWj. En conclusion, interesa
trabajar siempre con la relaci6n Ul"lWj 10 mas grande posible, despreciando de este modo los efectos
del muestreo y reconstrucci6n.

En la figl
bastante
proporcio
temporal.

Ul

_ W s

2

Fig. 1.31 Superposiciofl de espectros (aliasing)

En este caso aparece un efecto de superposici6n de espectros que provoean que no sea posible
reeuperar la seiial original previa al muestreo a partir de la sefial muestreada, ni en el easo en el eual se
realice un filtracto can filtro pasa bajos ideal. A este efeeto se Ie denomina aliasing y siempre debe
evitarse en un proceso de muestreo.

A la vista de las dos situaciones anteriores, se desprende Ia siguiente afirmaci6n:

Teorema de Shannon (0 del muestreo): "La mInima freeuencia de muestreo para poder recuperar una
seiial previa al muestreo, a partir de la sefial muestreada a traves de un filtro pasa bajos ideal es OJs =
2w), donde WI es la maxima frecueneia que presenta la selial a muestrear. "

1.10 La,

La transf<'
obtiene a1;
propiedad'

Sea la seff



1.10 La transformada Z

2 2
Fig. 1.32 Distorsi6n del espectro de la seJ1al al recuperar con ZOH
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(1.19)

(1.20)

2n ( ) _j'tml
G oh (j0)) =-·sinc nO)/ .e 1 m,

0)8 /0)8

x * (t) = L x(t) 'b(t - kT) = L x(kT) 'b(t - kT)
k=O k=O

. l_e- jmT sen(co'~0) _jmT/ 2n sen( ::) _jmT/
::::} G oh (j0)) = . = T ·e /2 = - e /2

JO) O)TI 0) 8 nO)
12 -

0)8

l_e-Ts

Goh(s)=--­
s

1. 1ntroducci6n a los sistemas de control

IF* (j(j))1
:---- -::'--:;;O-"---T--+-'--"""""'-~-----,~Filtroideal

I ~FiltrOZOH

Para poder recuperar la sefial original previa al muestreo a partir de la sefial muestreada, esnecesario
efectuar un filtrado paso bajo. Debe observarse que este filtrado ideal no puede realizarse en la
pnictica debido a que un filtro con caracterfstica espectral rectangular no es causal. Dicho filtrado se
realiza normalmente mediante el mantenedor de datos de orden cero. En este caso la expresi6n del
espectro del filtro resultante es:

En la figura siguiente se observa como este filtro distorsiona la senal recuperada debido a un filtrado
bastante alejado del ideal; este filtrado mejora cuanto mayor es la frecuencia de muestreo,
proporcionando un resultado que coincide con el previsible a partir de una observaci6n en dominic
temporal.

La transformada Z es una herramienta clasica para el analisis y sfntesis de sistemas discretos. Se
obtiene aplicando la transformada de Laplace en sefiales discretas, y su principal ventaja reside en la
propiedad de transformar expresiones de tipo exponencial en expresiones polin6micas.

Sea la sefial muestreada:



* Transformacion de zonas del plano S al plano Z:

Por otra parte, debe indicarse que la transformada Z ofrece como solucion una serie que permitira una
expresion en forma de cociente de polinomios cuando converja; ella limitara el estudio a traves de
dicha expresi6n a zonas del plano Z donde se garantice la convergencia.

La transformada Z esta relacionada inherentemente a un proceso de muestreo. De hecho, unicamente
puede aplicarse sobre sefiales muestreadas, y en el proceso de realizacion de la antitransformada Z se
obtiene una sefial muestreada. En conclusion, ella implica que diversas sefiales continuas puedan tener
la misma transformada Z debido a que posean la misma sefial muestreada.

(1.21)

(1.22)

(1.23)

(1.24)

(1.25)

Teor/a de control. Disefio elecrronico

z =e
Ts

00

x[z] = L x(kT) . z - k

k=O

donde T es el periodo de muestreo.

L[X*(t)]= i:X(t).e-kTS = i:x(kT).e-kTS

k=O k=O

Re[z] = e-aT. cos(coT) ; Im[z] = e-crT . sin(coT)

s = -(J + jco ~ z = eTs = e-6T[cos(coT) + j. sin(coT)]

De este modo:

Transformacion de un punto del plano S:

Aplicando la transformada de Laplace, se obtiene:
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Puede observarse que esta expresion es diffcil de tratar debido a su naturaleza.

Si utilizamos el cambio de variable:

Surge, de este modo, la definicion de transformada Z:

De la misma forma es posible transformar todos los puntos del plano S comprendidos en el interior
de la banda primaria, como se puede observar en la figura 1.33:

.La resJ"
se pued



Fig. 1.34 Respuesta de un sistema continuo a una entrada continua
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(1.26)

Re[z]-1

y(t)=x(t) *h(t)

Y(s)=H(s)-X(s)

cr

c(t) = Lr(kT).g(t-kT)
k=O

.w,
J­

2

jW
.3w sJ-

2

x(t)
----+ll h(t), H(s)

Xes)

Fig. 1.33 Transformaci6n de la banda primaria del plano S al plano Z

1. 1ntroduccion a los sistemas de control

En conclusi6n, pOl' periodicidad todas las bandas complementarias se transforman de forma am'iIoga a
la banda primaria. ASl, todo eI semiplano izquierdo del plano S se transforma en el interior del circulo
de radio unidad en el plano Z, todo el semiplano derecho se transforma en el exterior del circulo de
radio unidad y el eje imaginario se transforma en el propio circulo de radio unidad, determinando de
este modo, la frontera de estabilidad. Debe observarse que el mimero de singularidades en plano Z es
finito, a diferencia de 10 que ocurrla en el plano S, debido a la coincidencia en la transformaci6n de las
bandas complementarias respecto a la primaria.

1.11 Respuesta temporal de un sistema lineal invariante analogico frente a una
entrada muestreada

Un sistema lineal invariante anal6gico queda plenamente caracterizado pOl' su respuesta impulsional 0

pOl' su funci6n de transferencia (transformada de Laplace de la respuesta impulsional).

Frente a una entrada continua, el sistema proporciona una selial continua a la salida, resultado de la
convoluci6n anal6gica entre la selial de entrada y la resImesta impulsional del sistema. La
transformada de Laplace de esta selial es igual al producto de la transformada de Laplace de la selial
de entrada porIa funci6n de transferencia del sistema.

.La respuesta de un sistema anal6gico frente a una selial muestreada tambien sigue siendo continua, y
se puede caracterizar mediante la expresi6n:
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Fig. 1.35 Respuesta de un sistema continuo a una entrada discreta

r(t)

R(s) R*(s)
g(t), G(s)

crt)

C(s)=G(s)R*(s)

EI problema
habituales, y
herramientas
usados en el (

Es importante enfatizar la influencia del periodo de muestreo en la sefial de salida; debe observarse en
la expresi6n anterior que el simple hecho de cambiar el periodo de muestreo implica, de un modo
directo, cambiar la sefial de salida. En concreto, el aumento del periodo de muestreo origina una serral
de salida mucho mas diferenciada respecto a la senal de salida del sistema frente a la misma senal de
entrada sin muestrear, tendiendo a tener mayor sobreimpuiso y perdiendo, por tanto, estabilidad
relativa. Estos efectos pueden observarse en la grafica siguiente.

Amplilud
2r-------r---,---,----,----,-----,--------.

Sistema muestreado

y permite
tener una se

O(z) es lat/Ji
respuesta imfl

De este mod.
) sencilIo- sid', .

in~tantes de
;''!

Observese q
pequeno qu '

Sistema sin muestrear

Mantenedor de orden 0

\'

"" Manlenedor de orden 0

1.5

0.5

Sistema muestreado

Amplilud
2r-----,-----r-----,-----,,----,---,-----,

L5

0.5

0l.L....L--_-'--__----'- .J-.__-'-__~'---__..L--__--'

o 0.5 1.5 2.5 3 3.5
Tiempo (seg)

Fig. 1.36 Respuesta al escalon de un sistema disereto con periodo de muestreo T==O.2 seg.

o'-"='----'------'-------'--------'----L----'------'
o 0.5 1.5 25 3 3.5

Tiempo (seg)

Fig. 1.37 Respuesta al escalon de un sistema discreto con periodo de muestreo T== O. 08 seg.



* Aplicaci6n de la transformada Z a la resoluci6n de ecuaciones en diferencias:

Un algoritmo que procesa sefiales muestreadas puede representarse mediante la resoluci6n de una
ecuaci6n en diferencias de la forma:

Para resolver esta ecuaci6n en diferencias puede aplicarse la transformada Z utilizando los teoremas
de desplazamiento:
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(1.27)

(1.29)

(1.28)

(1.30)

(1.31)

c*(t) ,
T

crt)

C(s)=G(s)R*(s)

Z[f(t-nT)]= z-n ·F(z)

00

c*(t) = L c(kT)· o(t - kT)
k=O

P Q
y(n) = La(p).y(n-p)+ Lb(q).x(n-q)

p=l q=o

ret) ?\ r*(t)
--~ T ---+'1 get), G(s)

R(s) R*(s)

k
donde: c(kT) = L r(nT)· g(kT - nT) es la expresi6n de la convoluci6n discreta.

n=O

l.lntroduccion a los sistemas de control

La sefial g * (t) = L g(kT) ·o(t - kT) se denomina respuesta impulsional discreta
k=O

y permite caracterizar el sistema como un sistema discreto que ofrece una sefial de salida discreta al
tener una sefial de entrada muestreada. Cumpliendose asi la propiedad: C(z) = R(z)' G(z), donde

G(z) es la funcion de transferencia en Z, que puede obtenerse aplicando la transformada Z sobre la
respuesta impulsional discreta.

El problema de caracterizaci6n de esta sefial de salida es diffcil de realizar por procedimientos
habituales, y se plantea la cuesti6n del conocimiento de la sefial de salida muestreada para, con las
herramientas que disponemos en el dominio discreto, utilizar metodos de analisis semejantes a los
usados en el domino continuo:

De este modo, la caracterizaci6n del sistema y el conocimiento de la sefial de salida muestreada es
sencillo; sin embargo, por esta metodologia unicamente se puede conocer la sefial de salida en
instantes de muestreo y no la sefial continua de salida que fisicamente se genera en el sistema.
Observese que este efecto no es muy importante cuando el periodo de muestreo es mucho mas
pequefio que las constantes de tiempo del sistema anal6gico.



EI sistema de la figura procesa las muestras de la senal de entrada mediante un algoritmo
representado por la siglliente ecuaci6n en diferencias:

Teoria de cOlltrol. Diseiio electrollico42

Ejemplo 1.4

[

n-l ]
Z(f(t + nT)l= zn. F(z) - k~Of(kT)' z-k

y[kT] = O.5·x[kT] - 0,495'x[(k-l)T] + O.995·y[(k-l)T]

x[kT] I I y[kT]
--------.~ PROCESADOR --------~.

/

(1.32)

* Sist~

Otra posibilidad de caracterizar la respuesta muestreada de un sistema continuo frente a una entrada
muestreada consiste en aplicar las propiedades de la transformada de Laplace de una senal muestreada:

donde x[kT] es el valor de la muestra de la senal de entrada en el instante de muestreo kT, y

x[(k-l)T] se corresponde con el valor de la muestra de entrada en el instante de muestreo

inmediatamente anterior.

3.- Obtener la funci6n de transferencia en Z del sistema.

Sup6~(

\

(1.33)

c*(t)

T
crt)

C(s)=G(s)R*(s)

r(t) ~l- r*(t)
"'. \----tll g(t), G(s)

R(s) R*(s)

1.- Aplicar la transfonnada Z a la ecuaci6n en diferencias.

Y(z) OS-0,495·z-1

X(z) I-O.995.z-1

Y(z) =O.5X(z) - O.495·X(z)·Z·1 + O.995·y(z)·Z·1

2.- Realizar la transformaci6n haciendo usa de los teoremas de desplazamiento.

TZ{y[kT]) =O.5·TZ{x[kT]} - 0.495·TZ{x[(k-l)T]} + O.995·TZ{y[(k-I)T]}

* * l~ . l~* ..C(s)=R (s)·G(s)~C (s)=-' LJC(s+Jnws)=-. LJR (s+Jnws)·G(s+Jnws)
T n==-<><> T n==-=

1.12 Funciones de transferencia de puIsos



* Sistemas en cascada:

Sup6ngase el siguiente sistema:

A esta propiedad se Ie denornina transfarmada estrella y perrnite obtener las funciones de
transferencia de sistemas discretos.
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(1.34)

(1.35)

(1.37)

(1.36)

(1.38)

(1.40)

(1.39)

crt)

C(s)

C(z) = R(z)' G(z)

* * 1 ~ * *C (s)=R (s)·_· L,;G(s+jneos)=R (s)·G (s)
T n=--oo

C(z) =G1(z).G2(z)
R(z)

C(z) = GlG2(z)
R(z)

r*(t) _I d(t) I
' __G_l_(_S)_f-----+' G2(s)

R*(s) D(s).

* * * *D(s) = R (s)· Gl(s) ===? D (s) = R (s)· Gl (s) ===? D(z) = R(z)· Gl(z)

r*(t) d(t) d*(t)
G2(s)

crt) c*(t), Gl(s) ,
R*(s) D(s) T D*(s) C(s)=G2(s)D*(s) T

l\
T

*C(s) = D (s)· G2(s) ===? C(z) = D(z)· G2(z) ===? C(z) = Gl(z)' G2(z)· R(z)

ret)

R(s)

C(s) = R * (s)· G l(s) .G2(s) ===? C* (s) = R *(s)· [Gl(s). G2(s)]* ===? C(z) = R(z)· GlG2(z)

1. 1ntroduccion a los sistemas de control

ret) l\
R(s) T

aplicando el cambio: z = eTs

* * *.dado que R (s) es peri6dica: R (s) = R (s + ]ncos) :

Evaluando las ecuaciones en cada uno de los bloques constituyentes por separado es posible obtener
facilmente las expresiones siguientes:

Sin embargo, si se considera el sistema sin muestreador intermedio:

En este caso:
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En el caso particular de tener un mantenedor de datos previo, la funci6n de transferencia resultante es:

donde se obscrva la imposibilidad de obtener la funci6n de transferencia en lazo cerrado. Para
solucionar este problema debe evitarse aplicar la transformada estrella en expresiones donde la sefial
de salida queda "unida" a alguna funci6n de transferencia (H(s)·C(s». En este caso debe operarse del
siguiente modo:

(1.41)

(1.42)

(1.43)

(1.44)

( 1.45)

(1.46)

C(s)

GIG2(z) *Gl(z)'G2(z)

'" * * *C(s)=E (s)·G(s)=>C (s)=E (s)·G (s)

* (* *)E (s) = R (s) - Y (s)

Y* (s) = E* (s) .(G(s). H(s»*

Yes)

C(z) = R(z)' G(z) - HC(z)· G(z)

* *C(s) = E (s)· G(s) = (R(s) - Y(s») .G(s) =

= (R(s) - H(s)· C(s») * .G(s) =

* *=R (s).G(s)-(H(s).C(s») ·G(s)

~~E*(S)
+ T

GIG2(z) = TZ[Gl(s) 'G2(s)] == ~. i: G1(S + jnws)' G2(s+ jllWs)/ z=eTs
ll=-OO

C(z) [1_e-TS
] [G(S)]-- == z[Goh(s).G(s)] = GohG(z) = Z ·G(s) = (1- z-l )·Z -

R(z) s s

a)

Ecuaciones:

* Sistemas en lazo cerrado:

donde:

debe observarse que:

aplicando para ella el teorema de desplazamiento.



1. 1ntroducci6n a los sistemas de control

C(z) = R(z)· G(z) - H(z)· G(z) ·C(z)

(1.47)
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(1.48)

(1.49)

(1.51)

(1.50)

(1.52)

C*(s)

G(z)

G(z)

I+GH(z)

1+ G(z)· H(z)

C(z)

R(z)

C(z)

R(z)

Yes)

Yes)

C(s) = E(s)' G(s) = (R(s) - Y(s))· G(s) =

= (R(S) - H(s)' C *(S)). G(s) =

= R(S).G(S)-(H(S).C*(S)).G(S)

C(z) = E(z)·G(z)

E(z) = (R(z) - Y(z))

Y(z) = E(z)·GH(z)

* *C(s) = E (s)· G(s) = (R(s) - Y(s)) . G(s) =

*
=(R(s)-H(s).C*(S)) 'G(s)=

*
= R *(s)· G(s) - (H(S)' C* (S)) . G(s)

~o £(s) I IC(s) .7\
~ f----~, G(s) T

+-

R(s)+-~4 G(s) I C(s) '?_-.--C*_(s.......)

b)

Ecuaciones:

c)

Ecuaciones:



Debe observarse que la entrada a la planta no se encuentra muestreada, 10 que conlleva que no exista
una expresi6n de funci6n de transferencia en dominio Z, aunque pueda obtenerse la sefial muestreada
de salida a partir del conocimiento de la serral de entrada.

(1.53)

(1.54)

(1.56)

(1.55)

(1.57)

C(s)

Teorfa de control. Diseiio electronico

Gc(z), GohG(z)

1+Gc(z)· GohG(z)

C(z) = RG(z)
l+GH(z)

C(z)

R(z)

C(z) = RG(z) - GH(z)· C(z)

C(s) = M * (s)· Goh(s)' G(s) = ((R(S) - C(s)) * .GC(S)) * .Goh(s)· G(s)

CONTROL
DISCR£TO ZON PLANTA

R(s) ...... £(s) X £*(s) I ~M(S)M*(s) I ~
~v----" T,----+ Gc(s) T ----+ Goh(s)

L...-__....

d) Controlador digital previa a ZOH y planta:

C(z) = R(z)· GohG(z) - Gc(z)· GohG(z)· C(z)

Ecuaciones:
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Problema 1

1.13 Problemas

D d 1 ·· .. d b 1 f ., d .. . E 2 (s)a 0 e slgUlente clrcUlto, se esea 0 tener a uncIOn e translerenCla -- :
E 1(s)



1. 1ntroduccion a los sistemas de control

Realizar los siguientes apartados:

1.- Determinar el valor de Zout para no tener efectos de carga. ~Que relaci6n existe entre 12 e I?

2.- Plantear las ecuaciones que describen el sistema.

Nota: Utilizar las variables 1[, 12> I, E} YE2.

3.- Trazar el diagrama de bloques del sistema.

4.- Obtener la funci6n de transferencia.

Solucion:

Problema 2

Obtener las funciones de transferencia (si existen) en los siguientes diagramas:

1.-

2.-

C(s)

R(s) ~

47

C(s)



----- -,'

2.- e(z) = Gl(Z)' G2(z)

R(z) 1+Gl(z)·G2(z)+G2H(z)

Teorfa de control. Diseno electr6nico

T pes) ,I D(s) ~--l G2(s) ~O- m(s)
R(s)

C(Z) Gd(z)·GohGIG2(Z)
1.- -- =---------------

R(z) 1+ Gd(z)· GohGl(Z) + Gd(z)· GOhylG2(Z)

3.-

48

Soluci6n:

3.- C(z) = RG3(Z) + D(z) ·G2G3(Z) ·GIR(z)

1+ D(z) ·G2G3(Z)



z' - 2ze aT cos(bT) + e"o T
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bruT

Z_[oT - z-e'bT/

zsen(amT) + sent1- m)aT
z' - 2zcos(aT) + I

zcos(amT) -cos(l- m)aT
z' - 2zcos(aT) +I

II e'o",T[zsen(bmT) +e'aT Sen(l-m)bT]]
bl z'-2ze'oT cOs(bT) +e"aT

e'a""[zcos(bmT) H,"T sen(l-m)bT]
z~ - 2ze-aT co~bT) + e-2aT

I

z-I
e,omT[zcos(bmT) +e'aT sen(l- m)bT]

z' - 2ze 0 Tcos(bT) + e"a T

~[e-a"'T[zsen(bmT) - e,aT sen(l-m)bTJ}
+b

e-amT

--,o-T
z-e

Te'a"'T[e'''T +m (2_e,aT)]

(z _e'"T)'

, a' [ e,a",T ]
(-I) -;);7 z_e'oT

I e
z-1 z-e "r

Transformada Z modificada
E(z,m)

T amT -I e,o",T
--t---+
(z-I)' a(z -I) a(z - e oT)

r , ]I II +amT aTe'a 'a",T
--1- ~+( . I)' ez- .. -e z-e (I

I

z-I
mT T

~+(Z-I)'

T' [ m' 2m + I 2 J
2 ~+ (z-I)' + (z-1)'

lim(-I)'" aa':', [ ,e,o':T ]
a--+O a 7- e

(z - e'o T)(Z - e'bl)(z -1)
b(1- e'aT) - a(1- e'bT)

A~ ab(b-a)
ae-n T( 1- e-bT )_be-bT( 1- e- rfT

)

B~ ab(b-a)

z' - 2ze aT cos(bT) +e loT

z(Az+B)

z- 1
Tz

(z-I)'

T'z(z+l)
2(z_I)3

Transfonnada Z
E(z)

aTe-a T Z

z-1 z-e aT (z_e-nry

(e-aT _e-bT)z
(z- e'oT)(z - e'bT)

zsen(aT)

z
--'0-'z-e

Tze-nT

. HaS{'" z]lzm(-I) a H --,a-T
n.....O a z-e

Zl - 2zcos(aT) + 1

Z(z-cos(aT))

z' - 2zcos(aT) +I

Ir ze,oTsen(bT) ]
bl z' - 2ze'aT cOs(bT) +e"o T

Z' - ze'" Tcos(bT)

(z -I)(Z' _2ze'aT COS(b:) H"aT~

A~I-e,a1COs(bT)+bsen(bT) )

B~ e"o' +e,or(~sen(bT) - COs(bT))

(Az + B)z

(z -I)(z - e,aT)

z[(aT_I+e'OT)z+(I_e,aT _aTe'OT)]

a(z_I)'(z_e,OT)

t

sen(at)

-al -hie -e

t'

e-a /

u(t)

2

cos(at)

I 'a'-e
t----

a

e'O' cos(bt)

Funci6n temporal
e(t)

1 e- ru e-br

-+---+---
ab ala-b) b(b-a)

a

.,{aa)

I

(Ha)
1

(s+a)'

b-a

a
$2 +a2

S

S2 +a 2

(k - I)!
-s'-

s+ a

s'

s'

(k-I)!

(s+a)'

a'

;{s +a)'

a
s'(s+a)

(s+a)(.'+b)

(s+a)' +b'

ds+a)(Hb)

., [(s+a)' +b']

Transformada de Laplace
E(s)

I. Introducci6n a los sistemas de control

1.14 Tabla de transformadas



c(t) = Ct(t) + css(t)

css(t) =Respuesta estacionaria.

donde: ct(t) =Respuesta transitoria.

512. Analisis temporal de sistemas continuos y discretos

2. Analisis temporal de sistemas continuos y discretos

La respuesta estacionaria depende fundamentalmente de la sefial de excitacion al sistema y, si el
sistema es estable, es la respuesta que perdura cuando el tiempo crece infinitamente.

La respuesta temporal de un sistema lineal invariante en el tiempo puede descomponerse en dos
partes: la respuesta transitoria y la respuesta estacionaria. De este modo, si denorninamos c(t) a la
expresi6n de la respuesta temporal:

2.1 Respuesta temporal.

'"Se define el error en estado estacionario como la diferencia entre la sefial de referencia y la sefial
realimentada en estado estacionario en sistemas estables. Este error coincide con el valor estacionario
de la sefial originada por el detector de error.

De este modo hemos logrado deterrninar de un modo simple la estabilidad absoluta de un sistema; se
dice que un sistema es estable si su respuesta transistoria decae a cero cuando el tiempo tiende a
infinito.

La respuesta transitoria es originada por la propia caracterfstica dimirnica del sistema y deterrnina el
comportamiento del sistema durante la transicion de algun estado inicial hasta el estado final.

Por otra parte, en sistemas de control, interesa rninirnizar la desviacion de la sefial de salida respecto a
la sefial de entrada en estado transitorio. Par esta raz6n se caracteriza la respuesta transitoria respecto
a entradas tfpicas 0 estandares, conociendo que, como el sistema es lineal, la respuesta del sistema a
sefiales mas complejas es perfectamente predecible a partir del conocirniento de la respuesta a estas
entradas de prueba mas simples.

Generalmente, las entradas tipicas son: funcion impulsional, funcion escalon, funcion en rampa y
funci6n parab61ica en el tiempo; aunque la mas importante de todas ellas es, sin duda, la funci6n
escalon.
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2.1.1 Sistemas de primer orden.

Sistema de primer orden es aquel que unicamente posee un polo en su funei6n de transfereneia.

A efeetos pnict
tiempo, la seiial

_R_(s_)--I.~I r!+T I--C-(s-I)••
De este modo s(
orden mas rapid:

Fig. 2.1 Sistema de primer orden. T: COilstante de tiempo del sistema

* Respuesta al escalon: 2.1.2 Sistemas d

Un sistema de se
TL 1

ret) = u(t)~ R(s) =­
s Expresion norma

1 1 I t l
C(s) =-Ts-+-l . s_T_L-_

1

~) e(t) =ll-e-TJu(t)

dande se define:

Observese que e(t) =1 euando t tiende a infinito si T> 0; esto impliea que el polo de la funci6n de
transfereneia del sistema debe eneontrarse en el semiplano izquierdo del plano transformado S. Si T::;
0, el sistema no alcanza el estado estaeionario, resultando, de este modo, el sistema inestable.

1;= Relaei6n de al

mn= Freeuencia n

Gnifieamente:
Los polos de un si

* Tipos de sistem:

En la siguiente gr

valor de 1;.63.2%

6T5T4T

. .- . - . - "-- . - . - - - . - _.- . - . - . - - -

-t

3T

e(t) =1- e T

2TIT

Pendiente=l/T
'. -:-'.:' "\:": ":'. -:-. :..:. '.:' "f" -:-'. ~-=.:-:-"l~'::":"-:-;';;'.~:'';'';'.-;";"';'-~'r..;.·--.......- .....-;;,.;.~-~..•-"..,.~-~.-~.~-~.-~~~~2~

86.5%

e(t)

. .--_._-_.- --_._._._~--_._._.- -.-.-.-.-~_._._._.-.-.~._._-
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Fig. 2.2 Respuesta al escalon

Observando la gratiea se eomprueba que para t = T la seiial de salida ha alcanzado el 63.2 % del valor
final, siendo esta una medida tipiea en la caraeterizaci6n de sistemas de primer orden.

Para 1; = 0 => Sist,



A efectos practicos, se consiQera que cuando han transcurrido por 10 menos cuatro constantes de
tiempo, la sefial de salida ha alcanzado el valor final.
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jOl
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jCDn

~>l

~<l
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Fig. 2.3 Diagrama de la ubicaci6n de lospolos

En la siguiente grafica se visualiza la ubicaci6n de polos de la funci6n de transferencia en funci6n del

valor de~.

*Tipos de sistema,s en funci6n gel valor de ~:

Para ~ = 0 => Sistema oscilatorio. S1.2 = ±jcon

2. Amilisis temporal de sistemas continuos y discretos

S 1.2 = -~CDn ±CDn~

t = 4T -7 c(t) == css(t) "" 1

Los polos de un sistema de segundo orden vienen deterrninados por la expresi6n:

~= Relaci6n de amortiguamiento.

De este modo se deduce que cuanto m:is pequefia es la constante de tiempo de un sistema de primer
orden mas rapidamente alcanza el valor final.

Expresi6n normalizada:

000= Frecuencia natural no amortiguada.

2.1.2 Sistemas de segundo orden.

Un sistema de segundo orden se caracteriza por poseer dos polos en su funci6n de transferencia.

donde se define:
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Para 0 < I; < I => Sistema subamortiguado. Sl,2 = -I;cm ± jcm~1- 1;2 = -cr± jUXI

Para ~ =1=> Sistema con am0l1iguamiento Crftico. Sl,2 =-1;(00

Para I; > 1=} Sistema sobreamortiguado. Sl,2 =-1;(00 ±cm~e -1

* Respuesta al escalon en un sistema subamortiguado (O<~<l):

C(s)= w.,2 .~_T_L·-'---})C(t)=l-e-s""'t[cOS((J)dt)+~l-~1:
2

.sen(Wd.t)];t:2:0
S2 + 2SWns + <:Un

2
S -V 1 - c;-

(2.1)

La respuest
otra parte, ~

medida que
maximo, 10,

caracterfstic
del sistema (
que se conex
par la rafz f(

observarse q
todavfa perd

c(t) ~ 1- e-'"" .h· sen[." t +tg-f7)]~ 1- e -0»< • ~1 ~ 1,' . sen[""'. t +oJ; t" 0

(2.2)

dondcoO ~ Ig - '[~leon 10·cual " es el 'ogul0 qoe fonrn el polo «specto al origen; de hecho

puede expresarse: S== cos(8) . En conclusion, a medida que 8 aumenta la relaci6n de amortiguarniento

disrninuye.

2.2 Especif

Generalment
sistema de C

deterrninadas
respuesta se I

Fig. 2.4 Respuesta 01 escalon de un sistema de segundo' orden

o 2 ~ 6

Wn t

8 10 12

* td: Tiemml



Definiciones:

Fig. 2.5 Respuesta de un sistema de segundo ordenfrente a una entrada en escalon

55

lerancia (5% 02% }

2. Antilisis temporal de sistemas continuos y discretos

En la figura siguiente puede observarse la respuesta tfpica de un sistema frente a una entrada escalon.

2.2 Especificaciones de respuesta transitoria.

La respuesta del sistema para S= 0 es oscilatoria, como puede comprobarse en la gnifica anterior. Por
otra parte, se observa que el valor maximo de amplitud logrado en el estado transitorio decrece a

medida que aumenta S(0 < s< 1). En concreto, para valores de S~l desaparece totalmente este
maximo, lograndose el valor maximo de la sefial cuando se alcanza el estado estacionario. Esta
caracterfstica es tanto mas acentuada cuanto mayor es el valor de S. En concreto; si 1;» 1 la respuesta
del sistema de segundo orden puede aproximarse por la respuesta de un primer orden, realizandose 10
que se conoce como aproximacion de polo dominante. La respuesta, en este caso, queda caracterizada
por la raiz real de constante de tiempo mayor (la mas cercana al eje imaginario en el plano S). Debe
observarse que esta aproximacion no puede realizarse cuando se analiza el inicio de respuesta, donde
todavfa perdura el efecto de la sefial originada por la rafz no dominante.

* td: Tiempo de retardo.

De este modo se caracteriza la dinamica de un sistema, aunque trabaje con otro tipo de entradas, a
traves de la dinamica requerida frente a una entrada escalon. EI significado de los parametros
definidos en la caracterizacion de la respuesta indicial determina la forma de la respuesta transitoria de
un sistema.

Generalmente, en la practica, se especifican las caracterfsticas 0 especificaciones requeridas a un
sistema de control en terminos de cantidades en el dominio del tiempo. Estas cantidades vienen
determinadas en terminos de la respuesta transitoria frente a una entrada tipo escalon (u(t)). A esta
respuesta se Ie denomina respuesta indicial.

Tiempo que tarda la respuesta en alcanzar el 50 % del valor final.
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* tr: Tiempo de subida 0 crecimiento.

Teorfa de control. Diseiio electr6nico 2. Antilisis temp,

2- Calculo de

Sistemas subamortiguados: Tiempo que tarda la respuesta en alcanzar el 100 % del valor final.

Sistemas sobreamortiguados: Tiempo que tarda la respuesta en pasar del 10 % al 90 % del valor final.

* tp: Tiempo de pico.

Tiempo que tarda la respuesta en alcanzar el primer maximo. Solo existe en sistemas
subamortiguados.

* Mp: Maximo sobreimpulso (porcentual).

Es el valor de pico maximo de la curva de respuesta ponderado por el valor final obtenido.

EI pri]

De este mode
disminuira.

3- 01lculo del

c(tp) - c(00)
Mp(%) = . ·100 (%)

c(oo)

EI maximo sobreimpulso es un parametro indicativo de la 'estabilidad relativa' del sistema.

* ts: Tiempo de establecimiento.

(2.3)

Tiempo requerido por la curva de respuesta para alcanzar y mantenersc dentro de determinado rango
(habitualmente 5 % 0 2 %) del valor final. Generalmente esta relacionado con las constantes de
tiempo mas grandes del sistema.

Idealmente interesara lograr siempre sistemas de control que minimicen el Maximo sobreimpulso y
los tiempos de respuesta transitoria, manteniendo la maxima precisi6n posible.

2.2.1 Particularizacion para sistemas de segundo orden subamortiguados.

1- Calculo de tr:

Observando la

-~u:wi ~ l ~1-e OX!
c(tr) = 1 :::::::} 1 = 1- e lCOS(OXl. tr) + r:2' sen(OX!. tr)J:::::::} tg(OX!. tr) = - = --

V1-e ~ 0"

(2.4)

1 (COd) n-8 (COd)tr = - . arctg - - = -- , donde 8 = arctg - ,con 10 cual 8 es el angulo que forma el polo
UXi, 0" COd 0"

respecto al origen. En el caso de poseer rakes imaginarias puras (~=O), el tiempo de subida coincide

con un cuarto del periodo de senal (tr =: ~COn); a su vez, cuando las ralces son reales (~=l), el sistema

tiene una caracterfstica de amortiguamiento cntico y el tiempo de subida, segun la expresi6n anterior,
es infinito, 10 que conl/eva la necesidad de variar su definici6n.

De hecho, cum
Expresado de ,
mayor es el s,
absoluto) 0 la;

figura 2.6 se p"



De este modo, a medida que aumente la parte imaginaria de los polos del sistema, el tiempo de pica
disminuira.

De hecho, cuanto mayor es ~, menor es el Maximo sobreimpulso obtenido en la respuesta transitoria.
Expresado de otro modo, cuanto mayor es el angulo que forma el polo del sistema respecto al eje real
mayor es el sobreimpulso de la respuesta. En conclusion, el aumento de la parte real (en valor
absoluto) 0 la disminucion de la parte imaginaria de las ralces conlleva la reduccion del Mp. De la

figura 2.6 se puede observar que para ~>0.6 el Mp es menor al 10%.

2. Ami/isis temporal de sistemas continuos y discretos 57

(2.5)

(2.6)

0.80.60.40.2

Fig. 2.6 Curva de Mp enfuncion de g

1\ Mp = e-r.[i=V
\
\

\
\

'""'-"
"-....
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A_em - 1 2

Mp=e ~ =e fH!

70

60

40
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00

%
100

90

80

M
p 50

~!Ult/l ~ l -~!Ul~Mp =c(tp) -1 => 1- e- COS(ClXi· tp) + ~1-e.sen(ClXi· tp)J= e

dc( t)I COn . e -~UA1tp
-- =0 => . seneClXi . tp) = 0 => ClXi . tp = k . n

dt tp ~1_~2

n Td
El primer maximo se obtiene para: tp =- =-, donde Td es el periodo de oscilacion.

ClXi 2

2- Oilculo de tp:

3- Calculo del Maximo sobreimpulso:

Observando la expresion anterior puede trazarse una griifica que relacione Mp en funcion de ~.
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el tiempo de establecimiento es inversamente proporcional a la parte real (en valor absoluto) de las
rakes del sistema subamortiguado.

Para detenninar las expresiones del tiempo de establecimiento en un sistema subamortiguado, se
considera que la respuesta queda comprendida entre envolventes, que permiten aproximar el tiempo
de establecimiento en funci6n de la parte real de los palos del sistema.

10

6

4

.g 2

.~ 0
.§
~ ·2

-4

-6

-8

-10
-0

2
P3 P

1.B I'

1.6

1.4

1.2 I
I

"0 I:e Ic.
E 0.8 I
'" I

0.6 ,
0.4

I
I

0.2 /

0
0

Ejemplo 2.1

En la figura 2
con un filtro I
asi como gam

(2.7)

(2.8)

I
......... .1. _.. _ ..

I :
I .

I
I

4 4
=? ts=--=~

2 % SCili (j

3 3
5%=Hs=--=-

S(lll (J

2 - - ..

1 -- -------

2.5.------.....,..------,r------r---~---,--------,

, I
0.5 .... - .....--~--,1- ~-~<O"t • .... !· ..-t-·----!· .. ---

: ~1_~2 : I :
o .. -.-- --~.. -.. -- --.;-- -~. "- -~. -.. - : > ----

: : i I ~

1.5 ""'--" ---'.--'" ---'- .. -, .. ----

c(t)

Asf, considerando los errores:

4- Oilculo del tiempo de establecimiento:

-O.5
0
'------------'-------'------'--l.---'---------J

2 3 4T 4 5

Tiempo(seg)

Fig 2.7 Envolventes de respuesta al escalon unitario

F

Calcular el va
relaci6n de ar
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6

Tiempo (seg)

5

5 6
Tiempo (seg)

4

4

3

3

2

2

R=50Q

1---'V'V'1~--+---OVo(s)

2
P3

1.8 P2
1.6

,..

1.4

1.2 I
I

'0 I
~
a. I
E 0.8 I«

I
0.6 I

I
0.4 I

0.2
I
I

0
0

2
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1.2

~
a.
E«

-1

Fig 2.8 Respuestas al escalon de sistemas de segundo orden
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Fig. 2.9 Amplificador maglletico ell cascada con ullfiltro paso-bajo y preamplificador

2. Anlilisis temporal de sistemas continuos y discretos

Ejemplo 2.1

En la figura 2.9. se muestra un amplificador magnetico can una baja impedancia de salida, en cascada
can un filtro paso-bajo y un preamplificador. EI amplificador tiene una elevada impedancia de entrada
as! como ganancia unitaria, y se usa para sumar las senales tal y como se muestra en la figura.

Calcular el valor de la capacidad C, de tal forma que la funci6n de transferencia VO(s)Nin(s) tenga una
relaci6n de amortiguamiento ~ = 0.7 .
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Si la constante de tiempo del amplificador magnetico es igual a 1 seg. ('t == 1 seg.) y la ganancia es
K=20. Calcular el tiempo de estabilizacion del sistema resultante.

Desecham
un tiempo

N T ' d b'l'" 4ota: lempo e esta I lzaClOn =} ts == --
~ffin

Escogeren

Solucion:

1/Vo(s) /CS--= --.-:.-="-,-

VI (s) R +><;s

VI (s) K
--=--
E(s) 1+ 'ts

Vo(s) K ks K
E(s) = 1+ 'ts . R + ks 1+ "t"s RCs + 1

El tiempo (

2.2.2 Sistel

Obtenemos entonces el diagrama de bloques siguiente :

VineS) E(s) K VI(S) 1 Vo(
--

-J=" ,., 1+ 'ts RCs+l
-

s)

Un sistem:
transferenc

C(s) =_
R(s)

O(s) = Vo(s) =~. 1
E(s) (l+s) (50Cs+l)

Desarrollan

Para calcular el tiempo de estabilizaci6n, cs necesario conocer ~ y 0la, ya que ts == 4/~CDn. Si ~ debe
valer 0.7:

CI

En la expn
permiten aJ
primer 0 se

20

50Cs2 +(1+50C)s+21

20

(1 + s). (50Cs + 1) + 20

20/
150C

GLC(s) = 1 I+SOC 21
s- +---s+--

SOC SOC

G ()
_ Vo(s) _ O(s)

LC S ----
Yin (s) 1+G(s)

1+ SOC = 2~ffi n == 2·0.7 .ffi n ) 1+50C ~1
50C =14. -

21 2 SOC . 50C
--=ffi
50C n

{
0.7826 F

1+100C+2S00C2 =1.96·21·50C 2500C 2 -1958C+l==0 ~ C=. 4
5.11·10- F

Cancelacio­

cuando el

€~O.El



EI tiempo de estabilizaci6n quedani entonces como:
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1

21
1----- = 28.7 rad / s
50.5.11.10-4

C = 5.11'10-4 F

m m

k· I1 (s + zJ k . I1 (s + zJ
i=1 -7 C(s) = --"1=::.0.1 _

q r q r S

I1(S+p).I1(S2 +2~kWkS+W~) I1(S+Pj)·I1(S2 +2~kWkS+W~)
j=l k=l j=l k=l

C(s) =

R(s)

2. Amilisis temporal de sistemas continuos y discretos

Escogeremos por 10 tanto:

Desechamos el valor de C=O.7826 F par ser un valOI· f{sicamentc muy grande, ademas de que proyoca

un tiempo de establecimiento mayor.

4 4
ts =--= =0.2 seg.

~w n 0.7·28.7

2.2.2 Sistemas de orden superior.

Un sistema de orden superior (supuesto estable) puede caracterizarse mediante una funci6n de
transferencia, que admite una expresi6n de la respuesta a una entrada escal6n unitario de la forma:

Desarrollando en fracciones parciales y aplicando la antitransformada de Laplace:

En la expresi6n aparecen terminos que dependen de la parte real de los polos. Dos consideraciones
permiten aproximar la dinamica de un sistema de orden superiorpor la dinamica de un sistema de
primer 0 segundo orden.

Cancelacion cera-polo: Se basa en el anaIisis resultante en la determinaci6n del valor de los residuos
cuando el polo se encuentra cercano a un cera; en este caso, puede expresarse zi = pi + E, donde

£ -7 o. EI calculo del residua resulta:



en la segunda expresion no existen los terminos (s+zi) en numerador ni (s+pi) en denominador. En
conclusion, en el easo en el eual el polo y el eera se eneuentren muy eereanos, I': ~ a=> ai ~ 0,
perdiendo importaneia el termino exponeneia1 de 1a respuesta transitoria originado por este polo frente
al resto de tenninos de la respuesta total. De este modo puede simplifiearse en un orden la dimhniea
del sistema. Debe considerarse que se obtienen resultados analogos en el caso de poseer ceros
eomplejo-conjugados eereanos a polos comp1ejo-conjugados, 10 eual permite generalizar esta
aproximaeion a eualquier tipo de sistemas de orden superior.

Las res
substan
desvirtuaf1
el muestr~'

halla elsr
conllevaii:
de mUeStr~i

Ejemplo
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Aproximaci6n de polos dominantes: Los polos mis alejados del ejc imaginario poseen eonstantes de
tiempo menores (sean 0 no reales, en el easo de rakes eomplejo-conjugadas existe una dependencia
respeeto a su parte real), de manera que puede afirmarse que las exponenciales debidas a estos polos
son importantes en el inicio de la respuesta transitoria, pera que decaen a cera mucho mis
nipidamente que las exponeneiales debidas a rakes can constantes de tiempo mayores. Son estas
iiltimas las que caracterizan plenamente la respuesta transitoria (exceptuando en e1 origen de la
respuesta) y permiten reducir el orden del sistema; se dice en este easo que "dominan" la respuesta del
sistema, despreciandose el efecto de las rakes con parte real mayor (en valor absoluto).

2.3 Respuesta transitoria de sistemas discretos.

2.3.1 Sistema de control discreto en lazo cerrado.

Estructura tfpica de un sistema de control disereto en lazo cerrado:

CONTROL
DlSCRETO

~ LX
T -/ Gc(z) I T'"

ZOH PUNTA
C(s)

Con las sigt

ELEMENTO DE MEDlDA

Fig 2.10 Estructura tipica de un sistemn de control discreto en lazo cerrado Se puede o~

gnifieas:
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C(s)

b)

PLANTA

ELEMENTO DE MEDIDA

C(s)

PLANTAZOH

a)

ELEMENTO DE MEDIDA

2. Amilisis temporal de sistemas continuos y discretos

Fig.2.11 a) Sistema discreto
b) Sistema continuo equivalente

1
G(s) =--;H(s) =1

s(s + 1)

El control discreto es caracterizado a traves de su funci6n de transferencia en Z y es disenado para
cumplir las especificaciones requeridas al sistema.

Se define el sistema continuo equivalente de un sistema discreto como aquel sistema que resulta de
eliminar los muestreadores y mantenedores de datos del sistema discreto.

Dado los siguientes sistemas:

Las respuestas temporales del sistema discreto y del sistema continuo equivalente difieren
substancialmente a medida que aumenta el periodo de muestreo, de este modo se dice que el muestreo
desvirtua la respuesta del sistema discreto frente a la del sistema continuo equivalente. En concreto,
el muestreo tiene un efecto desestabilizador del sistema, de manera que, cuanto mas desvirtuado se
halla el sistema discreto frente al sistema anal6gico, "peor" es su respuesta transitoria. Este efecto
conlleva una perdida de la estabilidad relativa del sistema discreto a medida que aumenta el periodo
de muestreo.

Ejemplo 2.2

Con las siguientes funciones de transferencias:

Se puede observar el efecto desestabilizador al aumentar el periodo de muestreo en las siguientes
gr:iticas:

/
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Fig. 2.12 a) Respllesta al escalon del sistema eqllivalente
b) Respllesta al escalon del sistema discreto con T=lseg.
c) Respuesta al escalon del sistema discreto con T=0.25seg.
d) Respuesta al escalon del sistema discreto con T=O.lseg.
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* Numero de muestras por constante de tiempo:

Los panimetros de medida de este proceso son, fundamentalmente, dos:

*Numero de muestras por cicIo:

Corresponde a fa expresi6n: 'tfT . Se considera que si se poseen mas de 5 muestras por constante de
tiempo de la respuesta del sistema discreto no queda desviltuada frente a la respuesta del sistema
continuo equivalente. Observese que"! es la constante de tiempo mas pequefia del sistema continuo
equivalente.

Corresponde ala expresi6n: TdfT. En este caso no existe ningun criterio al respecto, pero se considera
que son suficientes 10 muestras por cicio para poder decir que la respuesta no queda desvirtuada.



Fig. 2.13 Transformacion de rectas de parte real constante del plano S al Z

Transformaci6n de rectas de parte real constante:
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Re[z]

Im[z]

I Re[z]

- cr, 02
1

cr

I

I ~~
./

cr

Fig. 2.14 Tramformacion de rectas de parte imaginaria constante del plano S al Z

jw
-----------1 jWs/2

-j w,

j w,

.? AI/Jlts/s lempora/de s/s/emas cOllfilll/oS y dtscrelos

Recordando la definici6n de transformada Z: z = e Ts = e -crT . e ±jwT = e -crT • [cos(coT) ± j . sinecoT)]

jw

2.3.2 Correlacion entre el plano S y el plano Z.

Observese que, amilogamente al caso anterior, Td es el periodo de sefial respuesta del sistema
continuo equi valente.

Transformaci6n de rectas de parte imaginaria constante:

Debe observarse que cuanto mas pequefias son la parte real (en valor absoluto) y la parte imaginaria
de las rakes en plano S, mas cercanas se encuentran las ralces transformadas al punto z=l en el plano
Z.

Como se ha comentado anteriormente, puede afirmarse que el sistema discreto y el sistema continuo
equivalente ofrecen dinamicas similares cuando el numero de muestras par ciclo y el numero de
muestras par constante de tiempo es suficientemente elevado (en este caso se dice que el sistema no
esta desvirtuado). Estas indicaciones conllevan a que las rakes caracterfsticas en plano S sean tales

Ob Td ~. 1
que mantengan elevadas las relaciones: - = - y - 0, eqUlvalentemente, - . En conclusi6n, un

COd T T aT
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sistema discreto no queda desvirtuado frente al sistema continuo equivalente cuando las rakes
transformadas en plano Z se encuentren en el interior del circulo de radio unidad y cercanas al punto
z=1. En estos casos, pueden asignarse al sistema discreto las mismas caracterfsticas dimimicas que
posee e1 sistema continuo equivalente. De hecho, no es posible conocer las caracterfsticas que presenta
la respuesta de un sistema discreto cuando las rakes en plano Z se encuentran alejadas del punto z=l,
si no es resolviendo la anlitransformada Z de la sefial de salida.

Mediante la observaci6n de la expresi6n de la transformada Z, se puede afirmar que el aumento del
perfodo de muestreo provocani un alejarniento de las rakes transformadas de la zona del plano Z en la
cual se garantiza una respuesta del sistema discreto no desvirtuada frente al sistema continuo
equivalente.

En la figura siguiente se muestran las respuestas obtenidas en funci6n de la ubicaci6n de las rakes en
plano S y en plano Z.
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2.4 Estabf

2.4.1 Estab

Se ha com{'
respuesta tr
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Fig. 2.15 Posiciones de palos correspondientes entre el plano S y el Plano Z y caracterfsticas de respuesta
transitoria.

2.4 Estabilidad absoluta de sis temas lineales.

2.4.1 Estabilidad en sistemas de tiempo continuo.

2. AlJlilisis temporal de sistemas continuos y discretos

Se ha comentado anteriormente que la estabilidad absoluta de un sistema lineal se logra cuando la
respuesta transitoria decae a cera al tender el tiempo a infinito. Se puede demostrar que para que un
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sistema lineal sea estable es neeesario que posea todos los polos de su funcion de transferencia en el
semiplano izquierdo del plano transformado S.

- Condio

En sistemas de control, el problema fundamental es la determinacion de las rakes del sistema en Lazo
Cerrado a partir del eonoeimiento de las raices en Lazo Abierto. Recordando la expresion de la
funci6n de transferencia en Lazo Cerrado.

Debe

R(s) +
PLANTA

C(s)

B(s)

ELEMENTO DE MEDIDA
Fig. 2.16 Estructura de un sistema de control en lazo cerrado Las

- Condieion neeesaria:

Criterio de estabilidad de Routh (eER):

El criterio de estabilidad de Routh es un criterio de estabilidad absoluta. Se basa en la determinacion
del numero de rakes de un polinomio que se encuentran en el semiplano derecho del plano S. Para su
aplicaci6n deben verificarse dos condiciones:

C(s) Ge(s)' G(s)
= R(s) - I-tGc(s)·G(s)·H(s)

GLe(s)

El criterio de estabilidad de Routh permite determinar el numero de rakes de una eeuaeion de variable
compleja que se eneuentran en el semiplano derecho, utilizandose, de este modo, para determinar si
existen polos de una funcion de transferencia en el semiplano derecho del plano transformado S.

La ecuaelOn caractetistiea del sistema en Lazo Cenado 1+Gc(s)G(s)H(s) = 0 no es facilmente
resoluble en general; par ello aparecen metodos algoritmicos para poder determinar la estabilidad de
un sistema en lazo eerrado, el mas importante de estos metodos es el criterio de estabilidad de Routh
(CER).

m m-lC(s) bo·s +bl's +....+bm
Dada la funcian de transferencia: -- == l' debe eseribirse el denominador

R(s) aO' sn + al· sn- +....+an

de la forma: ao·sn+al·sn-1+ .... +an=O, can an;tO (se eliminan las rafces en el eje imaginario).
Criterio: Si existe algun coefieiente negativo 0 cero en presencia de algun coefieiente positivo,
enlonces existen una a mas rakes imaginarias puras a can parte real positiva, 10 eual implica que el
sistema es inestable. En otros terminos, para garantizar estabilidad, a partir del primer ai j:. 0 todos los
coeficientes deben estar presentes y SCI' pasiti vas.
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s" ao a2 a4 a6
sn-l a,\ a3 a5 a7

",' ( "'c,

sn-2 b~( 02 b3 b4 \J

s"-3 Cl C2 C3 C4 6\
S2 el e2
Sl fl

SO gl

2. Andlisis temporal de sistemas continuos y discretos

D b I· I 1 . d" .,.. n n-l 0e e ap lcarse e a gontmo e lormaClOn slgUlente: aO' s + al' s + ....+al1 = .

- Condicion suficiente:

al· a2- aO' a3 al· a4- aO' a5 al· a6- aO' a7
bl= b2= b3=-----

al al al

Las primeras filas se obtienen directamente del polinomio caracteristico, el resto de coeficientes se
obtienen segun las expresiones:

Como observaci6n debe indicarse que puede multiplicarse 0 dividirse toda una fila par una constante
positiva.

De este modo la condici6n necesaria y suficiente para que un sistema sea estable es:

EI criteria de estabilidad de Routh determina que el numero de rakes con parte real positiva del
polinomio estudiado es igual al numero de cambios de signa de la primera columna del algoritmo de
formaci6n.

- Todos los coeficientes de la primera columna del algoritmo de formacion deben de ser positivos.

Ejemplo 2.3

- Todos los coeficientes del polinomio caracterfstico deben existir y ser positivos.

Condicion necesaria ==> aD, ai, a2, a3 > 0



Ejemplo

2. Andlisi

existen dosr '
-~~

Teodo de control. Diseiio elecfronico

a2

\.a3 condici6n suficienle

I

ao

at . a2 - ao . a3

3
S

2
S

al·a2-ao·a3
:::::> > 0:::::> al . a2 > ao .a3

al

Algoritmo:

Ejemplo 2.4

70

Se verifica la condici6n necesaria

S4 1 3 5
S3 2 4

Algaritmo:
S2 c 1 5 condici6n suficiente :::::> existen dos cambios de signa :::::>,
Sl ~6

SO ~5

existen dos rakes con parte real positi va:::::> el sistema es inestable. 'f
2) Todos lo~'

* Casos especiales en el algoritmo de Routh.

1) Un termino de Ia primera columna es cera en presencia de otras diferentes de cera.

Cuando esta}'
valor simetri~

inestabilidacI5'

Cuando esta situaci6n ocurre, puede afirmarse que el sistema es inestable. Para deterrninar Ia
ubicaci6n de las rakes que proporcionan la inestabilidad debe realizarse el siguiente pracedimiento:

- Sustituir el cera par £>0 con £«1.

- Sustituir la

Pa(s): polino.',

rakes de Pa(~:

- Aplicar eI procedimiento habitual. . - Aplicar elp~p

- Aplicar el criterio: Si los coeficientes superior e inferior a £ son de igual signo:::::>existen rakes sobre

el eje imaginario; si los coeficientes superior e inferior tienen signa diferente:::::>existen rakes en
semiplano derecho.

Ejemplo 2.§,>

~,~

s5+2·s4+24:1
~

'.,/'*'·,1
No se verific~~
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, condici6n suficiente ==> existen dos cambios de signa ==>

~ ) • 00 h,y "robio de ,igoo 0=} ,,,hleo r.llW co cI ojc imagioario.

1

2

0""£

2

S3 1 -3

S2 0",,£ 2

Sl
2

-'3--
£

SO 2

S3 + 2 . S2 + S + 2 == 0

2. Andlisis temporal de sistemas continuos y discretos

Ejemplo 2.5

* Ejemplo: S3 - 3· s + 2 == 0

Se verifica la condici6n necesaria.

Algoritmo:

No se verifica la condici6n necesaria ==> el sistema es inestable.

existen dos rakes con parte real positiva. De hecho, S3 - 3 . s2 + 2 = (s _1)2 . (s + 2) = 0

2) Todos los coeficientes de una fila son cera.

- Sustituir la fila de ceros por la derivada del "polinomio auxiliar" Pa(s).

Cuando esta situaci6n ocurre, puede afirmarse que el sistema es inestable. Existen rakes de igual
valor simetricas respecto a los ejes. Para determinar la ubicaci6n de las rakes que proporcionan la
inestabilidad debe realizarse el siguiente procedimiento:

- Aplicar el procedimiento habitual.

Pa(s): polinomio formado por los coeficientes de la fila anterior a la de ceros. Debe indicarse que las
rakes de Pa(s) son raices del polinomio caracterfstico.

No se verifica la condici6n necesaria.

Ejemplo 2.6
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,'.

-25) I
S5 1 24 -25

\ s;
1 24

S4 2 48 -50

Algoritmo: S4 2 48
-50 ~\

S3 8 96

S3 0 0
S2 24 -50

Sl 112.7
SO -50

4 2 dPa(s) 3
dado que Pa(s)=2·s +48·s ..,..50=>--=8·s +96·s

ds

Existe un cambio de signo => existe una rafz con parte real positiva. Ademas, pueden obtenerse las.

rakes simetricas calculando Pa(s) = 2· S4 + 48· S2 - 50 = 0 => s = ±1; s = ±j5. La restante rafz se

determina dividiendo el polinomio inicial entre el polinomio auxiliar (obteniendose s=-2).

Ejemplo 2.7

El criterio de estabilidad de Routh puede utilizarse para determinar el valor maximo de una ganancia
para el cual el sistema a1canza la estabilidad critica 0 Ifmite. Sup6ngase el sistema en lazo cerrado
siguiente:

R(s) +

Fig. 2.1. Diagrama de bloques de sistema en law cerrado

k· (s+40) 1
G(s) = ; H(s) =--

s·(s+1O) s+20

=> k<60Qt"
O<k<600.!1

Para k=61~
la frecuen;

pOlinomiO'1

\\1

I

"~

2.4.2 Esta~~

Se puede d~
transferenci:

.. !<'
La funci6ni~

~~

RI

La funci6n de transferencia en lazo cerrado es:
C(s) k.(sZ+60,s+800)

R(s) = s3+ 30 .s2+(200+k).s+40.k

El rango de valores de ganancia k para el eual el sistema es establc quedani establecido al aplicar el
critello de Estabilidad de Routh sobre el polinomio caracterfstico:

S3 + 30. s2 + (200 + k) .s + 40· k => Se verifica la condici6n necesaria para valores de k positiva.

donde Ia e(
resoluble y'

En este cas'
numero de'
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C(s)

PLANTA

, para que el sistema sea estable40·k

200+k

ZOH

CCz) Gc(z) . GohG(z)
= R(z) - 1+ Gc(z) . GohGH(z)

1

30

30·200-lO·k

30

40·k

GLC(Z)

ELEMENTO DE MEDlDA

CONTROL
DISCRETO

~ LX
T ~ Gc(z) I T""

2. Andlisis temporal de sistellws continuos y discretos

Algoritmo:

Fig. 2.18 Diagrama de bloques de sistema de control discreto en lazo cerrado

2 •~ .J800
Pa(s) = 30·s + 40· k = 0, cuando k = 600=} S = ±]v800 =} fosc =-- (Hz)

271:

Para k=600 el sistema se encuentra sobre la estabilidad Ifmite siendo oscilatorio; puede determinarse
la frecuencia de osciIaci6n calculando las rakes imaginarias que Ia caracterizan. Considerando el
polinomio auxiliar:

=} k<600. En conclusi6n, el rango de valores de k para los que permanece el sistema estable es:
O<k<600.

La fun cion de transferencia del sistema de control discreto de la figura se puede expresar:

2.4.2 Estabilidad en sistemas de tiempo discreto.

Se puede demostrar que un sistema discreto es estable cuando posee todos los polos de su funci6n de
transferencia en el interior del circulo de radio unidad en el plano transformado Z.

En este caso, la aplicaci6n directa del criterio de estabilidad de Routh no es Iitil, porque determina el
numero de rakes de Ia ecuaci6n caracterfstica que se encuentran en semipIano derecho y no en eI

donde laecuacion caracterfstica del sistema en lazo cerrado 1+Gc(z)GohGH(z)=O no es facilmente
resoluble y deben buscarse metodos transformados para poder determinar la posicion de sus rafces.



* Transformacion bilineal.

exterior del circulo de radio unidad. Sin embargo, sf es posiblc apIicar eI CER tras una transformacion
que convierta el interior y eI exterior del circulo de radio unidad en un semiplano izquierdo y un
semiplano derecho respectivamente; a esta transformaci6n se Ie denomina transformaci6n bilineal.
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PuedE

(2.9)
2 z-l

~W=_·_-.

T z+l

La definici6n de Ia transformaci6n bilineal no es unica; sin embargo, la mas conocida se realiza

T
l+-w

mediante el cambio de variable: z = 2
T

l--w
2

La transformaci6n del circulo de radio unidad ofrece el resultado:

2 z-l 2 ejwT -1 .2 sen(W}i)
W =T' z + 1 = T . ejwT + 1 =JT . cos(w30,)

.2 ( wT I
w = JT . tgl2)' que, efectivamente, corresponde con el eje imaginario del plano transformado W.

iOJ ~ ~
dondl

~
~ j~

jm
w

2

j~
4

"-- (J 0
w parae

Fig. 2.19 Relacion entre los planas S, Z Y W

(Ow 100,--~-~-~~~--~-~,:--;

90 I'

80
aplic~

70

60

50

40

30

20

10

°oL__~===!::=::;::===---""'-~~---.J
0.5 1.5 2 2.5 3 3.5 (I)

obten

Fig. 2.20 Relacion entre los ejes imaginarios del plano S y del plano W



En conclusi6n, el circulo de radio unidad del plano Z se transforma, mediante la transformada bilineal,
en el eje imaginario del plano W, de manera que puede aplicarse en dicho plano el criterio de
estabilidad de Routh para determinar la estabilidad de un sistema discreto.
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C(s)

ZOH

2
1+0.05w G ( ) k -0.00016w -0.1872w+3.81

=> LA w = . 2
1- 0.05w 3.81w + 3.8w

ELEMENTO DE MEDIDA

CONTROL
DISCRETO

~ LXT ~I Gc(z) IT'"

T
1+-w

Z= 2
T

l--w
2

F!g. 2.21 Diagrama de bloques de sistema de control discreto en lazo cerrado

k
Gc(z) =1; R(s) = 1; G(s) =. .; T =0.1 seg.

s·(s+l)

(3.81- 0.00016· k)· w 2 + (3.8 -0.1872· k)· W+ 3.81· k = 0

GLA(Z) =Z[I- e-
TS

. k ] =(1- Z-1). z[ k ] =k. 0.0048z + 0.00468
s s· (s + 1) S2 • (s + 1) (z -1). (z - 0.905)

donde:

2. Andlisis temporal de sistemas continuos y discretos

Puede analizarse la estabilidad del sistema discreto de la siguiente figura

Ejemplo 2.8

para ello, debe encontrarse la funci6n de transferencia en lazo abierto como:

aplicando la transformada bilineal:

obteniendo la ecuaci6n caract~ristica: 1+ GLA(W) = 0
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EI resultado, aplicando eI criterio de estabilidad de Routh, indica que el sistema es estable para los
valores de k: 0<k<20.3. En concreto, para k=20.3 se pueden obtener los puntos de corte con el eje
imaginario en plano W para, posteriormente, determinar la frecuencia de oscilacion del sistema
discreto. As\, considerando del polinomio auxiliar:

(3.81- 0.00016· 20.3)· w 2 + 3.81· 20.3 =: 0 => W =: ±j4.5075

2 l(WwT) 2 1(4.5075.0.1)La frecuencia de oscilaci6n es: CD = -. tg - -- = -. tg - = 4.433 rad / seg ;
T 2 0.1 2

resultado muy parecido a la frecuencia que se obtenfa en plano W debido a que la frecuencia de

mucstreo es suficientemente elevada «(J); = 2% == 62.83 rad / seg.).

Debe observarse que, asf como un sistema continuo de segundo orden con realimentaci6n unitaria
siempre es estable (partiendo de un sistema en law abierto estable), un sistema discreto no tiene par
que serlo debido al efecto desestabilizador del periodo de muestreo. En concreto, realizando el mismo
ejemplo con un periodo de muestreo mayor (por ejemplo T=I seg), el margen de valores de ganancia
para garantizar estabilidad disminuye (O<k<2.39).

2.5 Amilisis en regimen estacio nario.

Un sistema lineal estable alcanza el regimen 0 estado estacionario cuando, al ser excitado par una
serial de entrada, la respuesta transitoria decae a cero.

En sistemas de control, la precision 0 exactitud del sistema se convierte en una de las especificaciones
ID;is importantes que verificar; el sistema de control debe 'seguir' la serial de referencia en estado
estacionario del modo mas preciso posible. Por esta raz6n, en sistemas de control en lazo cerrado se
obtienen las expresiones de los errores estacionarios del sistema en funci6n del tipo de selial de
referencia introducida y de las funciones de transferencia que contiene.

Analizando el diagrama de bloques de un sistema en lazo cerrado se obtiene la serial de error como:
R(s)

E(s)=--­
1+ GLA(s)

S dfi I d ·· I' () j' E() I' s·R(s)e e me e error en esta 0 estaclOnano: ess == 1m e t = 1ffiS' S =: Im----
t--->= s--->O s--->Ol+GLA(s)

Particularizando para los diversos tipos de entradas:

* Error estacionario de posici6n:

* Error estacion,

* Error estaciona

Observese que,
correspondiente c
1a funci6n de tran
frecuencia cera) r
la funci6n de tran
un elemento integ

Por ultimo, sefial~

del detector de er
coincidirfa con la;
de salida del sist~

ambas sefiales que

Las expresiones di

Analogamente all

Error en estado es

* En"or estacionar

1
r(t) =: u(t) -t essp =:-­

1+ kp
(2.10)



Las expresiones de los errores estacionarios de un sistema de control discreto en lazo cerrado son:

R(z)
Analogamente al caso anterior: Sefial de error: E(z) = ----­

1+GLA(Z)

Error en estado estacionario: ess == lim e(kT) = 1im(1- z-I). E(z) = lim (1- z-I). R(z)
k~= z~1 z~l 1+ GLA(Z)
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(2.11)

(2.12)

(2.13)

1
ret) = t ~ essv =­

kv

t 2 1
r(t)=-~essa=-

2 ka

I
ret) = u(t) ~ essp =-­

1+ kp

kp = lim GLA(S) ~ coeficiente de posici6n.
s~o

kv = lim s· GLA(S) ~ coeficiente de velocidad.
s~o

ka = lim S2 . GLA(S) ~ coeficiente de ace1eraci6n.
s~o

* Error estacionario de velocidad:

2. Antilisis temporal de sistemas continuos y discretos

* Error estacionario de aceleraci6n:

Observese que, cuanto mayores son los coeficientes de error, menor es el error estacionario
correspondiente cometido. EI error en estado estacionario en lazo cerrado puede obtenerse a partir de
la funci6n de transferencia en lazo abierto, de modo que, cuanto mayor es su valor en continua (para
frecuencia cero) menor es el error cometido. Para poder eliminar el error de posici6n es necesario que
la funci6n de transferencia en lazo abierto contenga un polo en origen; en este caso se dice que existe
un elemento integrador en dicha funci6n.

Por ultimo, sefialar que este error estacionario no es m:is que el valor que adquiere la sefial de salida
del detector de error en estado estacionario. En el caso en el cual la realimentaci6n fuese unitaria,
coincidirfa con la diferencia que se tendrfa en estado estacionario entre 1a sefial de referencia y la sefia1
de salida del sistema. Si la realimentaci6n no es unitaria, existini un factor de proporcionalidad entre
ambas sefiales que vendni determinado por el elemento de medida.

* Error estacionario de posici6n:
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kp =lim GLA(Z) ~ caeficiente de posicion.
z-.l

2. Analisis temJ

La figura 2.3

* Error estacionario de velocidad:

1
r(t)=t~essv=­

kv

kv = lim z -1 .GLA(Z) ~ coeficiente de velocidad.
z-.l T

* Error estacionario de aceleraci6n:

t
2 1

r(t)=-~essa=-
2 ka

2

k I· (z -I) G fi' d I "
a = 1m --2- . LA(Z) ~ coe lClente e ace eraCIOn.

z--;I T

Ejemplo 2.9

(2.14)

(2.15)

Ei

dande: K[Eg

Este sistema e~

un modela iner

t.(20 log

La figura 2.29 muestra los elementos de un control automatico de ganancia (CAG) que se utiliza para
mantener constante el nivel de salida de un amplificador.

Ei Ampliticador Eo
de Ganancia
Variable (K)

Ege RI

R
't=RC Ie RZ

~ ~ -~

- VeeFiltTo Pasa-Bajos

Fig. 2.29 Diagrama de WI control automatico de ganancia (CAG)

donde:

Ei == Amplitud de la seiial de entrada (Volts).

Eo == Amplitud de la selial de salida (Volts).

Egc == Tensi6n de control de la ganancia variable (Volts).

La amplitud de la seiial de entrada Ei se multiplica por la ganancia variable K (que es funci6n de la
tensi6n de control de ganancia Egc) para obtener la amplitud de la seiial de salida Eo (Eo=Ei·K).

I

Donde, en este c.

ObteJ,ler:

1.- La funci6n dl­

2.- La frecuencii

3.- Las funcione~



Este sistema es altamente no lineal (debido ala ganancia variable), pero puede linealizarse utilizando
un modelo incremental para obtener el diagrama de bloques lineal de la figura 2.31.

2.- La frecuencia de transici6n del sistema. (Corte por 0 dB del m6dulo de la funci6n en lazo abierto).

3.- Las funciones de transferencia:

79

liEo

Ot+~__li_E_r..:...(v_a_Its...:...)

+

0.1151 Eo (volts/dB)

Fig. 2.31 Modelo incremental de un CAG.

to----..
+

li(20 log Ege) (dB)

d (20l0g K[Ege])
(dB / volts)

dEge

1 (~}ka ~'----- --
1+ S1: R1+R2

Ei Eo
K[Ege]

T
lEge
I
I

( R2 )
+ Er VeeI 1 R1

---- -- --- ·ka -
1+ S1: R1+R2 - R2

li(20 log Ei) (dB)

~o
• cuando ~Er=O

~(2010gEi)

2. Amilisis temporal de sistemas continuos y discretos

donde: K[Egc]= d·e-b.Egc

Fig. 2.30 Diagrama de bloques de un CAG.

La figura 2.30 muestra el diagrama de bloques resultante del CAG:

Donde, en este caso, Eo es el valor deseado de la amplitud de la sefial de salida (Eo = Eo ±~Eo) .

1.- La funci6n de transferencia en lazo abierto.

Obteoer:
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i1Eo .
• -- cuando Li(20l0gEI)=0

i1Er

Determinar el valor de i1Eo en estado estacionario, en ambos casos, cuando las entradas son tipo
escal6n.

2. AlUilisis te

Funciones

LiEo.---Li(20log

4.- Considerando los valores de los pan'imetros siguientes: b=l, R2=Rl, C=lOOnF, y que la fuente de
alimentaci6n estii perfectamente regulada, determinar los valores de la ganancia del amplificador
ka y la resistencia del filtro pasa-bajos R si se desea una amplitud de salida Eo=5 V ± 5 mV
cuando la entrada Ei varfa de forma tipo escalon entre 1 mV y 1 Volt y la constante de tiempo del
sistema en lazo celTado debe ser de 40 ns.

5.- Describir brevemente el funcionamiento de este sistema. l,En que aplicaciones puede utilizarse?
Razonar la respuesta.

SoIuci6n:

1.- Recordando que no es posible obtener una caracterizacion dimimica de un sistema no lineal a
traves de una funcion de transferencia, se ha obtenido una descripcion lineal del sistema mediante el
modelo incremental del mismo. La funcion de transferencia en lazo abierto es unica y es el resultado
del producto de todas la~ funciones de transfcrcncia del lazo del sistema.

Valorestac

Debe obser

referencia n

LiEo
• -- cua

i1Er

Definiendo:

dado que:

ko= 0.1151. ka .r_d(2010gK) l'Eo
1+~ l dEgc J

R2
Valor estaci

d(2010gK)

dEgc

d(2010 (d· e-h
'
EgC» d

- g =---[20Iogd - b· Egc' 2010ge]= b· 20loge
dEgc dEgc

En conclusion: k - 0.1151·ka -E b 201o - • 0" oge
1+~

R2

Debe obsen

variaciones c

amplitud de

Funcion de transferencia en lazo abierto:
ko

GLA(S)~-­
, 1+'C·s

4.- Diseno:

-V

ko
2.- Dado que el sistema es de primer orden, la fi'ecuencia de transici6n es: CDt = ­

'C

3.- EI modelo incremental es lineal, como hemos mencionado anteriormente, y por ello permite
aplicar superposicion para obtener la expresi6n de la seHal de salida en funci6n de las sefiales de
entrada.

- L:

-A

-Ei,

- L:



Debe observarse que: ko i => ~Eoss -7 0, es decir, que para una ganancia elevada, si la fuente de

referencia no fluctua (~Er=O), no existin'in variaciones de amplitud en la selial de salida.

Debe observarse que: koi => ~Eoss -7 ~Erss, es decir, que para una ganancia elevada, si no existen

variaciones en la amplitud de la sefial de entrada (~(20l0gEi)=0), podemos reducir las variaciones de

amplitud de salida unicamente ala variacion debida a la fuente de referencia (~Erss).

4.- Disefio:

81

ko

ko +I + 'to S

AE 0.1l51·Eo A(201 E')=> L.l oss = . L.l og 1
ko+ I

ko

I+'t·s
ko

1+--
I+'t·s

0.1151·Eo

ko +I

~Eo

~Er

~Eo _ 0.1151·Eo _ 0.1151·Eo·(I+'t.s)

~(20l0gEi) - l+~ - ko+I+'t·s
l+'t·s

cuando ~Er=O

I
. ~Eo
Im----­

s--->O ~(2010gEi)

lim ~Eo =~ => ~Eoss =~.~Erss
s--->o ~Er ko + 1 ko + I

- Valores de los panimetros: b=l, R2=Rl YC=IOOnF.

- La fuente de alimentacion esta perfectamente regulada, 10 cual implica que ~Er=O

- Amplitud de salida Eo=5 V ± 5 mY, 10 cual implica Eo = 5V, ~Eo = 5mV.

- Ei varfa de forma tipo escalon entre I mV y I Volt, 10 cual implica ~Ei=1000.

- La constante de tiempo del sistema en Lazo Cerrado debe ser de 40 ns.

2. Antilisis lempoml de sistemas continuos y discrelos

Funciones de transferencia:

Valor estacionario ante entrada tipo escalon:

~Eo
.-----

M2010gEi)

• ~Eo cuando ~(20l0gEi)=0
~Er

Valor estacionario ante entrada lipo escalon:



r
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~Ei = WOO ~ 20log~i= 60 dB

k - 0.1151· ka -E b 201
0- • 0" oge

l+~
R2

Constante de tiempo del sistema en Lazo Cerrado:

Teorfa de control. Diseiio electronica

~Eoss = 0.1151· Eo . ~(20IogEi)
ko + 1

~ ka = 2762.7

2. Alltilisis tempOl

Se define el II
verifica la con<

En conclusion,
en lazo cerradc
para un valor d
S que no perte
angulo, aunque

donde: GLA(S)

proporciona los

/

1:LC =_1:_ =40nseg =4 .10-8 ~ 1: = 2.7624.10-4

ko +1

1: =R .C ~ R =2762.4Q

5.- En conclusion, se puede deducir que este sistema es valido para abtener sefiales de salida dentro de
un determinado margen de valores dependiemes de la buena regulacion de la fuente de alimentaci6n;
evitando el riesgo de variaciones provcnientes de la sefial de entrada. La ganancia del sistema se
autoregula para lograr mantener el valor final de salida aproximadamente constante, de este modo este
sistema es util para aquellas aplicaciones en las cuales la sefial de entrada sea muy variable 0 de
amplitud poco predecible.

2.6 Ellugar geometrico de las raices (L.G.R.).

Debido a la necesidad de conocer los palos de un sistema en lazo cerrado, ya que determinaran las
caracterfsticas Msicas de la respuesta transitoria, se desarrolla el metoda del lugar geometrico de las
Rakes (tambien denominado Lugar de Evans). Este metoda permite ubicar en un grMico los palos de
un sistema en lazo cerrado a partir del conocimicnto de los palos en lazo abierto, en funci6n de un
panimetro variable. Para ella eonsiderese la eeuacion caracterfstica de un sistema en lazo cerrado:

1+Gc(s)G(s)H(s) = 0~ 1+ GLA(S) = 0 ~ GLA(S) =-1.

La resoluci6n de esta ecuaci6n implica la verificaci6n de dos condiciones:

2.6.1 Reglas de

Dado que los pc
sus complejo-co

1) Trazarcl diag

Ecuaci6n caractE

I+Gu

2) Puntos de inic

EI trazado del It
ceros en lazo ab
sentencia resolvi

- fnicio en palos

- Condici6n de angulo: fase{GLA(s)} = ± 180°(21..+ 1); AE N

- Condici6n de modulo: IGLA(S)I = 1

(2.16)

(2.17)

Debe observarse que, de este modo, se pasa del estudio del sistema en lazo cerrado al estudio de
caracteristicas del sistema enlazo abierto, 10 cual debe permitir mayor facilidad en el calculo.



Ecuaci6n caracterfstica:

1) Trazar el diagrama polos-ceros en lazo abierto.

2) Puntos de inicio y final del LGR.

832. Antilisis temporal de sisteJlUlS continuos y discretos

donde: S=-Zi son ceros y S=-pi son polos en lazo abierto

b m b m-l b ((
1· G () 0 1 0 . s + I' S + .... + mOl k S+ Zl)..... S+ Zm) 0
+LAS=~+ =~+. =

ao·s" +al·sn- I + .... +an (S+pl)..... (S+pn)

para que la expresi6n anterior sea cierta es necesario que s ----7 -pi

(s + Zl) (s + Zm) = _~ ~ lim[ (s + Zl) (s + zm)] = lim[- ~]. = 00

(s + Pl) (s + pn) k k->O (s + pl) (S + pn) k->O k

Se define el lugar geometrico de las ralces como el conjunto de puntos del plano S en los que se
verifica la condici6n de angulo.

En conclusi6n, un punto que pertenece allugar geometrico de las ralces es un posible polo del sistema
en lazo cerrado; para ello unicamente es necesario validar la condici6n de m6dulo, y esta se cumplira
para un valor determinado de la ganancia del sistema en lazo abierto. Sin embargo, un punto del plano
S que no pertenezca al LGR no puede ser polo en lazo cerrado porque no verifica la condici6n de
angulo, aunque vade la ganancia del sistema en lazo abierto. De este modo, variando el parametro k,

d d G
(s + Zl)..... (s + Zm) 0 k 1 ,. d 1 'on e: LA(S) = k· ; ~ < 00 , se ogra trazar ellugar geometnco e as ralCes que
(s + Pl).....(s + pn)

proporciona los valores de los polos en lazo cerrado en funcion de k.

Dado que los polos y ceros complejos de la funci6n de transferencia en lazo abierto tienen asociados
sus complejo-conjugados, el LGR sera simetrico respecto al eje real.

2.6.1 Reglas de construccion del LG R.

El trazado del lugar geometrico de las ralces se inicia en los polos en lazo abierto y finaliza en los
ceros en lazo abierto (en este caso, deben considerarse los ceros infinitos). Puede demostrarse esta
sentencia resolviendo:

- Inicio en polos en lazo abierto:

/
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(

En conclusion, los palos en lazo cerrado coinciden con los polos en lazo abierto cuando k=O. Debe
indicarse que, logicamente, este efecto es relevante unicamente a nivel analltico, dado que no es
posible tener k=O a nivel real.

- Final en eeros en lazo abierto:

(s+ZI)..... (S+Zm) _ 1 I' [(S+ZI)..... (s+ZIll)]_I· [ 1]_0
-'------'--- - -- =:> Jn1 - 1m - - -
(s + Pl) ..... (s + pn) k k~= (s + pl)..... (S + pI]) k~= k

Para que la expresion anterior sea eierta es neeesario que s ~ -Zi 0 S~ 00 (en el casa para el cual eI
grado del denominador sea mayor que el grado del numcrador).

En conclusion, los palos en lazo cerrado coincidcn can los ceros en lazo abierto cuando k~oo. As! el
lugar geometrico puede tener ramas que finalicen en infinito; ahora bien, dado que el sistema es causal
nunea puede iniciarse el LOR en infinito.

El LOR se origina en los polos en lazo abierto y finaliza en los ceros en lazo abierto (finitos e
infinitos). EI numero de ramas del lugar geometrico indica el numero de palos en lazo cerrado y
coincide con el numero de polos en lazo abierto y el numero de ceros en lazo abierto (finitos e
infinitos).

3) Lugar geometrico de las ralces sabre el eje real.

Los polos y ceros complejo-conjugados no afectan en la eva1uacion del LOR sobre el eje real, dado
que en su contribucion suman multiplos de 360°. Observando, unicamente, los polos y eeros en lazo
abierto sobre el cje real, puede aplicarse la siguiente consideraci6n: un punta del eje real pertenece al
LGR cuando el numcro de total de polos y ceras a su derecha es impar (la suma angular total sera un
multiplo de 180°).

jW

- <J"l '

~\)(- -

Fig. 2.32 Contribuci6n angular de polos complejos-conjugadas sabre un punta del eje real

4) Asfntota

El estudio,

Lodas las ra
entre polos ,

donde: ny,

abierto, respl

Para demostra~

Asf, si pOl' ejer



donde: n y m son los grados de denominador y numerador de la funci6n de transferencia en lazo

abierto, respectivamente, y A es un numero natural.
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(2.18)

cr

jW

±1800·(2A+I)
LAsfntota = ------

n-m

2. Antilisis temporal de sistemas continuos y discretos

Recordando la condici6n de angulo: fase{ sn~m } = ± 180
0

(2A + I), A E N

Gc(s)G(s)H(s) == -I ===> GLA(S) ==-1

Fig. 2.33 Cantribucion angular sabre una asfntata

±1800(2A+ I)
fase{s} = ; A E N

n-m

4) Asfntotas del LGR.

(s + zJ)..... (s + Zm) . k I' [(S + Zl).....(s + zrn)] kk· =-1, . 1m ~--

(s + pl)..... (s + po) H= (s + plJ ..... (s + pn) sn-m

EI estudio asint6tico se realiza para lsi ~ 00. En ese caso, las contribuciones angulares pOl' parte de

todas las rakes son practicamente iguales, y existe un efecto de cancelaci6n de contribuci6n angular
entre polos y ceros. De este modo, la expresi6n de los angulos de las aSlntotas vendra dada pOl':

Para demostrar esta expresi6n debe considerarse la ecuaci6n caracterlstica:

I ±60o A 0
±1800(2A+ I) ° =

As!, si pOl' ejemplo: n-m==3; fase{s} = 3 == ±180 A == I

±300o =±60o A == 2



EI punto de interseccion de las asintotas con el eje real, necesario para poder realizar el trazado de las
asfntotas, viene dado par la expresi6n :
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n m

LPi- LZj
(Ja = i=1 j=l

n-m

jW

x
,/

cra '" '

Fig. 2.34 Ubicaci6n de las as[ntotas
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(2.19)

(J

2. Ami/isis tem

Las soluciol
real y posit
ruptum corn

2. LGR sobl
minima rela

3. LGR sobr
de ruptura, 0

k evalu

kmi

I

(

Debe observarse que en el casa de n-m=1, esto es, poseer unicamente una asfntota, no debe calcularse
el punta de intersecci6n, dado que todo el eje real constituye la propia asfntota.

5) Puntos de ruptura.

Por definicion, un punto de ruptura en el LGR corresponde a una raiz multiple de la ecuaci6n
caracteristica, esto es, un punta de ruptura implica un polo en lazo cen"ado multiple. Debe resaltarse
que los puntas de ruptura pueden ser reales a complejo conjugados. Los puntas de ruptura pueden
dividirse en puntas de ruptura de dispersion (en los cuales el valor de k alcanza un maximo relativo) y
puntos de ruptura de confluencia (para los cuales k alcanza un minima relativo).

Para determinar el procedimiento de calculo de puntas de ruptura, se realiza la evaluaci6n de k cuando
aparece un punlo de ruptura sobre el eje real, diferenciandose los casas:

1. LGR sobre eje real entre dos polos. En este caso, el punta de ruptura aparece cuando k alcanza un
maximo relativo, determinandose segun 1a expresion:

I G () - 0- I k (s + Zl) .••.. (s + Zm) - 0 I k A(s) - 0 k _ B(s)+ LA S - => + . - => + .-- - => - ---
(s + Pl)..... (s + po) B(s) A(s)

dk
- = 0 => B'(s)' A(s) - A'(s)' B(s) = 0
ds

6) Puntos de (

Metodos:

1- Sustituir s=:"



3. LOR sobre eje real entre cera y polo. En este caso, existe la posibilidad de que no aparezcan puntas
de ruptura, 0 bien, que existan en pares de dispersion y confluencia.
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crk=O

k evaluada sabre eje real

I k---7= k---7= I

..u
kmm

I I

kmax

(J

Fig. 2.35 Antilisis de pU1!tas de ruptura sabre el eje real

k=O

J
kmin I

I

k evaluada sobre eje...reaL
I k---7=

k=O

krnax

-~

k evaluada sabre eje real

{
Re(CO) = 0

1+ O(s)H(s) = 0 =} 1+ O(jco)H(jco) = 0 =} Re(co) + jlm(co) = 0 =}

. Im(co) = 0

2. Andlisis temporal de sistemas continuos y discretos

Las soluciones de la ecuacion anterior son puntos de ruptura si pertenecen al LOR y la k asociada es
real y positiva. Obviamente, las soluciones de la ecuacion anterior pueden proporcionar puntos de
ruptura complejo conjugados.

2. LOR sobre eje real entre dos ceros. En este caso, el punto de ruptura aparece cuando k alcanza un
minimo relativo, deterrninandose analogamente al caso anterior.

1- Sustituir s=jco en la ecuacion caracterfstica, igualando parte real e imaginaria a cera.

Metodos:

6) Puntos de cruce del LOR con el eje imaginario ..
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2- Aplicando el algoritmo de Routh, anulando una fila de coeficientes.

Por ejemplo: S3 + b· S2 +c· S + k· d == 0

2. Analisis temporal,

Ejemplo 2.10

Calcular el LGR

Algoritmo:

I

b

b·c-k·d

b

k·d

c

k·d
{

b.C-k'd b.c
,anular filas =>. . b = O=> k = d

k=O

1) Polos y ceroi

I
,.,

2 -"Ceros: 1 -I;
22 =00 t

2) LOR en el ej.

Polinomio auxiliar: Pa(s) == b· S2 + k· d == 0 => s = ±j.j;

7) Angulos de arranque y llegada.

Los angulos de arranque del LOR de los polos en lazo abierto y los angulos de llegada del LOR a los
ceros en lazo abierto se determinan a partir de la distribucion del diagrama polos-ceros en lazo abierto.
Para ello, se presupone un punto perteneciente al LOR suficientemente cercano a la singularidad sobre
la que se quiere determinar el angulo de partida 0 llegada como para poder considerarlo en la misma
posicion que la propia singularidad; de este modo, al aplicar la condicion de angulo todas las
contribuciones angulares seran conocidas exceptuando el angulo de arranque 0 llegada incognita.

3) Asfntotas

n== 4 (n° de pole;

/;&82?· .· .· .
"~.t ' , ' ;;' ,

jill

±180(
fase{s} =---

4) Intersecci6n

<ill

Zl PI

P3

PO (J

5) Puntos de n

AI no existir n
puntos de ruptu

Fig. 2.36 Andlisis de los dngulos de arranque 6) Angulos de



AI no existir ninguna rama entre polo y cero, no se cumple la condici6n necesaria para que exista
puntos de ruptura. Por tanto s610 se calcularan al final si las condiciones geometricas 10 requieren.
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(J

4-1

I
Fig. 2.37 LGR sobre el eje real

! PI = 0
Polos: = _ 5/ + .') 06

P2,3 /3 - J~.

n - m

i~li - JI2j (0 + 0 -'X + j2.06 - X'- j2.06) - ~
---- - =-1.33(J

a

2. AlUilisis temporal de sistemas continI/os y discretos

,

!
±600 A = 0

±1800(2A+ I) °
fase{s} = 3 = ±180 A= I

±3000 = ±600 A= 2

I) Polos y ceros en lazo abierto.

Ejemplo 2.10

!2 - 2/
Ceros: 1-/3

22 = 00 triple

2) LOR en el eje real

Calcular el LOR de un sistema con

n= 4 (n° de polos finitos) y m=l(n° de ceros finitos)

3) Asfntotas

6) Angulos de arranque y llegada

4) Intersecci6n de las asfntotas con el eje real.

5) Puntos de ruptura.
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Teoda de control. Diseho electr6nico 2. A/ldlisis temporal d

A continuaci6n se calcula el angulo de arranque de las ramas de los polos complejo conjugados. Para

ella, en el polo - X+ j2.06se toma un punto P de su entorno tal que PELGR.

Calculo de <1>1

Calculo de 8 1

2.06
180°-8 = arctg-- ===? 8 = 1368°

1 2.2 I •

Calculo de <1>2

± 180° (2· A + 1) = 136.8°-[2 ·129°+<1>2 + 900J===? <1>2 = -31.2°

7) Puntos de cruce con el eje jw.

Para encontrar el punto de cruce del LGR con el eje jw se utiliza el criterio de estabilidad de Routh.

Se busca la ecuaci6n caracterfstica:

4103 0 2
s +-s +7s~ +ks--k =0

3 3

Se aplica el algoritmo de Routh.

A continuaci6n se

• k=O anula la fi

• Se busca el va

A continuaci6n se

EI LGR cartara al

• Para la fila S2
puntos de cort

s·
2

7 --k
3

S3
10
- k
3

S2
3k 2

7-- --k
10 3

3k 2 83
--+-k

s' 10 9
Ejempl0 2.113k :

7--
10

2 Calcular el LGR
SO --k

3

1) Polas y cems



• Para la fila S2 no hay un unico valor de k que anule a la fila, par tanto no habra otras posibles
puntos de corte.

• k=O anula la fila so. Pera esto indica que hay un polo en el origen que ya era conocido.
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432

,,,,,

,.,.,

( 3k) 2 2 I7-- s --k =0
10 3 k=30.7

3k 2 83
- - + - k =0 => k = 30.7

10 9

- 2.21s2
- 20.46 = 0 => S1 2 = ±j3.04

-1 0
Eje real

Fig. 2.38 Lugar geollu5trico de las mices.

2

3

0

-1

-2

-3

-4
-4 -3 -2

r

Eje imaginario

4 ,...-----.--.....,----,.------,-77,-,----,.-----.----,,,,
./
v,,., .

-3!,t2 :
, :

A continuaci6n se busca una k que anule alguna fila.

• Se busca el valor de k que anula la fila SI

A continuaci6n se busca las rakes del polinomio auxiliar a esta fila.

EI LGR cortara al eje jeo pOl' ±j3.04.

Ejemplo 2.11

1) Polos y ceras en law abierto.

. k· (s + 2)
Calcular el LGR de un sIstema con GLA(S) = ~

(s + 1)~

- 2. Amilisis temporal de sistem£1s continuos y discretos
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{

Zl =-2
Ceros: d bl

Z2 = 00 0 e

2) LOR en el eje real

polos: {- 1 doble

Teorfa de comro!. Disol0 electronico

j(j)

2. Ancilisis tempora

6) Angulos de

Angulo de llega

Angulo de atTan

7) Puntos de cn

- .......------

Fig. 2.39 LGR sabre el eje real

3) Asintotas

n= 2 (n° de polos finitos) y m=l(n° de ceros finitos)

(J

Para encontrar e

Se busca la ecua

Se aplica el algol

{}
±1800(2A+l)

fase s = 1 {
± 1800 A = 0

±540 =±1800 A =1 A continuaci6n Sl

La (mica asfntota es el eje real negativo.

4) Intersecci6n de las asintotas con el eje real.

Seran todo los puntos del semieje real negativo.

•

•

I
k = -- anu];

2

k = -2 anulao

5) Puntas de ruptura.

Existe una rama entre dos ceras, por tanto existira como minimo un punto de ruptura.

De la ecuaci6n caracterfstica:

- (s+ 1)2
k = -(,.-s-+-2)-

dk 2(s+I)(s+2)-(s+I)2
-=- =0
ds (s+ 2)"

{
Srl =-1

S2 + 4s + 3 = 0 ===> __
sr2 - 3

Los dos puntos pertenecen al LOR y poseen k(Sri) = 0 Yk(Sr2) =4 mayores 0 iguales a cera y por

tanto son puntos de ruptura.

Se comprueba qu
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2. Ami/isis temporal de sistemas continuos y discretos 93

'" 'I'1'1'

1 2k + 1)
k+2

2k + 1

0

-1

-2

-3
-4 -3

k = - -.!.. anula la fila so. Pero esto no es posible.
2

k = -2 anula Ja fila Sl. Pero esto no es posible.

Eje imaginario
3,------,,-------r---..........------,-------,

S2 + (k + 2)s + 2k + 1 = 0

6 1 - 2<p , = ±180°===> <Pl = ±90°

61=0°

-2 -1 0
Eje real

Fig. 2.40 Lugar geometrico de las rafces

6) Angulos de arranque y llegada.

Angulo de arranque de los polos:

Angulo de llegada a los ceros: ±180°

7) Puntas de cruce can el eje jeo.

Para encontrar el punto de cruce del LOR can el eje jeo se utiliza el criteria de estabi1idad de Routh.

Se busca la ecuaci6n caracterfstica:

Se aplica el algoritmo de Routh:

•

•

Se comprueba que no carta con el eje jeo.

A continuaci6n se busca una k que anule alguna fila.
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Ejemplo 2.12

Teor[a de control. Diseiio eleerrolticu 2. Analisis temporal

• Asfntc

Considerese el siguiente sistema cOlTespondiente a un intercambiador de calor descrito por la funci6n
de transferencia G I (s) Calcular las 2

Considerar:

8.- Los puntas c

I
GI(s) =-

s

Fig. 2.41 Diagrama de bloques de 1111 illtercambiador de calor.

EI termino e-Ts es el retardo provocado por el sensor de temperatura que esta ffsicamente un poco
mas abajo del intercambiador, de modo que su lectura se retarda T seg.

Se desea construir ellugar geometrico de las rafces para un valor fijo de T. Para ella:

I. - Escribir la ecuaci6n caracterfstica del sistema.

2.- Encontrar las condiciones de angulo y m6dulo.

3.- La ecuaci6n caracterfstica del sistema tiene un numero infinito de rafces por ser una ecuaci6n

transcendental. Determinar el numero de ramas dellugar geometrico de rafces.

4.- Demostrar que la ecuaci6n que determina los puntas donde el LGR cruza al eje imaginario en
frecuencias positivas es:

w = ~[i + A. 2n:], y calcular dichos puntos para A=O, I ,2.

Recordar que el LGR es simetrico respecto al eje real del plano s.

5.- Demostrar que los puntos del LGR para K=O estan en los polos de G1 (s) y/o 0" = - 00. (s=O"+jw).

Dibujar el LGR sobre el eje real, indicando las direcciones de las ramas y la posici6n de l~s polos
en lazo cerrado en K=O.

6.- Demostrar que los puntos del LGR para K=oo estan en los cems de GI (s) y/o 0"=00 (s = O"+jw).

Las asfntotas del LGR son infinitas en numero y todas elias paralelas al eje real en el plano S.

7.- Demostrar que los puntos de cruce de las asfntotas con el eje imaginario positivo vienen dados por
las expresiones:

ruptura.

9.- Dibujar el LUl

SoIncion:

1.-

2.-

Condicion de mol

Condici6n de ang

3.- Si la ecuaci6nc

polo en lazo cerra

4.- Los puntos do

Por tanto aplicanc>

fase{ GI(s)}I"

• Asfntotas para 0"=-00:
2n:A

(J) =--
T



3.- Si la ecuaci6n caracterfstica tiene infinitas rakes, habra infinitos polos en lazo cerrado, y para cada
polo en lazo cerrado habra una rama. Por tanto habra infinitas ramas.

d[Gl(S)Ke-TS ]
8.- Los puntos de ruptura del LGR deben satisfacer = O. Calcular los puntos de

ds
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1
0) = - [-90 =+= 180(2A + 1)]

T

s=cr +jO)

1+ Ke-Tcre-jCJlTGl(S) = 0

Ke-Tcre-jCJlTGl(S) =-1

1
0) =-[n + 2nA]

T

fase{Gl(S)} = ±180(2A + 1) + roT

-90 = ±180(2A + 1) + roT

0) = .!.[-90 + 180(2A + 1)] = '!'[2: + A2nJ
T T 2

I+KGl(s)e-Ts =O; 1+ Ke-Ts =0
s

Fase[G l(s)]=-180ols=-oo+jO)

Fase[G1(s)]=ools=oo+jO)

-roT + fase{Gl(S)} = ±180(2A + 1)

• Asfntotas para cr=oo:

fase{Gl(s)}1 . = -90
S=JW

Considerar:

Calcular las asfntotas para A=O, 1,2.

2. Antilisis temporal de sistemas continuos v discretos

ruptura.

9.- Dibujar el Lugar Geometrico de Rakes completo.

1.-

Soindon:

2.-

Condici6n de m6dulo:

Condici6n de angulo:

4.- Los puntos donde el LGR cruza al eje imaginario tiene que cumplir la condici6n de angulo.

Por tanto aplicando la condici6n de angulo a los puntos s=jO) podremos encontrar 0).

or
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2. Amilisis tempo,

Descartamos la soluci6n w = ~ [-90 -180(21... + I)] = - ~[3n + A2n], porque hemos aplicado la
T T 2

condici6n de angulo a frecuencias positivas.

Por tanto can w = t[% + A2n]

Para: -180 =

Como calcularr

n
1...=0 :=::} w =­

2T

5.- Aplicamos la condici6n de m6dulo.

5n
1...=1 :=::} w =­

2T

9n
1...=2 :=::} w =­

2T
Tendremos asin

A=O

• Puntas 0"-1 co

Par tanto s tiende a los palos de Gl(S) 6 cr tiende a -00.

Para el eje real el LGR es:

6.- Aplicamos condici6n de m6dulo:

Por tanto, s tiende a los ceros de Gl (s) 6 cr tiende a 00.

j!ll

(J

Para: 0= -180(2

Para: 0 = +180(2.

Como calculamos ;

Tendremos asfntot,'

7.- Los puntas de s=-oo+jw deben pertenecer al LGR y par tanto cumplir la condici6n de angulo.

• Puntos cr~ -00

fase{Gl(s)} = ±180(2A + I) + coT; -180 = ±180(2A + I) + wT

Para: -180 = -180(21... + 1) + wT

(J) =~[360A] = 2nA
T T

A=O ~

8.-



2. Analisis temporal de sistemas continuos y discreto.\'

Como calculamos sabre cl cjc positiva, descartamas frecuencias negativas.
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4n
A=2 => w = ­

T

5n
A=2 => w =­

T

I
s= --

T

2n
A=I => w = ­

T

0= ±ISO(2), + I) + wT

3n
A=I => w = ­

T

fasc{ Gl(S)} = ±IS0(2A + 1) + wT

w= ~[ISO(2A+I)]=~[n+2nA.J

I I
w = --[IS0(2A. + 1)] = --[n + 2nA]

T T

d Ke-Ts
---=0
ds s

n
A=O => W =­

T

w =-~[360 + 360A] = __2n--,(_1+_A....L)
T T

A=O => W= 0

Como calculamos sobre el eje positivo, descartamos frecuencias negativas.

Para: -ISO = +ISO(2A + I) + wT

2nA
Tendremos asintotas para a~ -00 en w = -­

T

Para: 0 = -ISO(2A + I) + wT

• Puntas a~ co

Para: 0= +ISO(2A + 1) + wT

I
Tendremos asintotas para a~ -co en W = --[n + 2nA]

T

8.-
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9.-

.....

Tcorfa de control. Disel;o eleclronico

jw

2. Ami/isis tempo

elemento de n
estructura can,

Jrr (J

Interesani min
ella. debera a]
cerrado. En cc
menores que I
nipidamente la

2.6.3 Aspectos

1. Efectos de ac

La adici6n de u
del plano S tit
manteniendo la

Fig. 2.42 Diagrama dellugar geometrico de mices.

2.6.2 Evaluaci6n de Ceros en lazo cerrado.

La determinacion de los ceras en lazo cerrado debe realizarse cuidadosamente, dado que no aparecen
de un modo directo en el LGR y su inf1uencia es importante en la respuesta del sistema. Observando
las topologfas que se muestran en la figura 2.26, puede decirse que los ceras en lazo celTado son los
ceras en lazo directo conjuntamente con los polos del elemento de medida.

Eje imaginan,r
os!

'0.5

·1

·1.5

R(s) + C(s) R(s) + C(s)

·2
·2

Fig. 2.43 Evaluaci6n de los ceros en laza cerrado

Las funciones de transferencia en lazo cerrado de los sistemas descritos son:

C(s)

R(s)

k·(s+I)·(s+2)
2

(s+1) +k·(s+2)
y

C(s)

R(s)

k·(s+2)
')

(s+1)- +k·(s+2)

Los dos sistemas tienen la misma ecuaci6n caracterfstica. 10 cual implica que tienen los mismos polos
en lazo cerrado para el mismo valor de k. El trazado del lugar geometrico de las rakes es el mismo.
pera los ceras en lazo cerrado son diferentes debido al efecto de la funci6n de transferencia del

La adici6n de un,
del plano S tiene
sufre un efecto cd



1. Efectos de adici6n de polos y ceros.
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3-2 -1 a
Eje Real

-1

-2

-3

-4
-4 -3

Eje imaginario
4,--~-~-~-~-r-r~-~--,

-2 0
Eje Real

15

2

a

-2

-4

-6
-6 -4

2

5

,
5f

5

1

5

-2
-2 -1.5 -1 -0.5 a 0.5

Eje real
Eje Imagi nario

6,---~-~--~-~--'T--'

Fig. 2.44 Ejecta sabre el LGR de la adicioll de palas

1.

o.

-a.

-1.

Eje imaginario

2. Amilisis temporal de sistemas continuos y discretos

Interesan'i minimizar el efecto del cera de lazo cerrado introducido por el elemento de medida; para
ello, deben'i alejarse substancialmente del eje imaginario del plano S respecto a los polos en lazo
ceo-ado. En conclusi6n, los polos del elemento de medida deben tener constantes de tiempo mucho
menores que las caracteristicas de la planta, esto es, el elemento de medida debe "procesar" muy
riipidamente la informacion respecto a la respuesta transitoria de la planta.

elemento de medida. De este modo, para conocer los ceras en lazo ceo-ado es necesario observar la
estructura concreta del sistema.

2.6.3 Aspectos importantes de construccion del LGR.

La adicion de un polo a la funci6n de transferencia en lazo abierto GLA(S) en el semiplano izquierdo
del plano S tiene el efecto de "empujar" el LGR hacia el semiplano derecho. De este modo,
manteniendo la ganancia del sistema, su dinamica tendera a empeorar.

La adici6n de un cera a la funci6n de transferencia en lazo abierto GLA(S) en el semiplano izquierdo
del plano S tiene el efecto de "atraer" el LGR hacia el semiplano izquierdo. En este caso, la dinamica
sufre un efecto contrario al anterior.
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Eje Imaginario
4r--r--r-__,-__,-__,-_-_---, Ejemplo 2.J

3

Se desea dit

0

-1

-2

-3

-4
-4 -3 -2 -, 0

Eje Real

Calcular:

Fig. 2.45 Efecto sobre el LGR de la adicioll de lill cera. 1.- Lugar get

2. Efeetos de movimientos de polos y eeros. 2.- Asfntotas

A medida que un polo en lazo abierto se aeerea al eje imaginario, las ramas del LGR se aeerean mas al
semiplano dereeho. Observarfamos el efeeto eontrario en el easo del movimiento de un cera en lazo

abierto.

3.- Puntos dt

figura 2.'
imaginari,

Fas

Gar·

4.- Rango de

5.- Puntos de

la figura

transferen

6.- Dibujar el

-2-8 -6 -4
Eje Real

........~ ..

-1.5 ·1 -0.5
Eje Real

1.5

4

0

-1

-2

-3

-4

·5
-14 -12 -10

Eje Imaginar;o
2r---~--~----~--,,-~---,

4

2

2

0.5

0 0

-1 -0.5

-2
-1

-3

-4
.1.5

-5 -2
-6 -5 -4 -3 ·2 -1 -2

Eje Real

ox 0 ...

;~~~
~14 -12 -10 ·8 -6 -4 ·2 0

fje real

Eje Imaginario Eje Imaginario
5r--~-~-~-~_n_~-~-__r--, 5

Eje Imaginario
5r--~-~----~--.--~---,

Fig. 2.46. Ejecta sabre el LGR delmovil/liento de WI polo hacia el semiplono derecho.



5.- Puntos de ruptura del LGR y valores de k asociados a los mismos, utilizando para ella la gnifica de
la figura 2.48, que representa la evaluaci6n sobre el eje real del m6dulo de la funci6n de
lransferencia G(s).
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C(s)

" "" .. ... "".
.'.! ,".' _'L. _. ~ __ ~ •.:. _:.:_; {~:._

, , ....

(s + 0.2)(s+ 1)
G(s) = 2 2

s (s+0.04) (s+40)

o

-50

R(s)

-100

2. Alldlisis temporal de sistemas colllilluos y discretos

'150DJ':.;,: >.:
-180. , .. ~: .:::'
·200 .. : ~.~. :,.~ ... . .

-250 . .. _--'-~...i..c'-W..'-'-~~-'-~......L_~--'--'--'--,-"-,.J...._'--.~-'-'-'-'-'-'

10'3 1,)2 10'1 10° 101 102

Frecuencia (rad/seg)

Fig. 2.47 Diagrama de Bode en I/1l)dlllo y jase de G(s)

Ejemplo 2.13

Ganancia (dB)
50 r-~~~~nr-"'-~--'-'""rTTr-~~~~".,...-~~~-rn.-~~~~".,

·100i=""'~~""'-.;..o:,:·:·",..

, ",-150 '-~~~c..........L_~--'--''''''''''-'-'-'l..-~''''';'~'--'-'..-L_~~.........c...w,,-~~-,-~-,-,-,

10'3 10'2 10'1 10° 101 102

Fase (grados) Frecuencia (rad/seg)

·50r--,-..-~rrn'--"""-'-"'-rTTT,--......-.--r-r-rrr1,--~-,-.,.,rrnT-~--'-"""'T"TTT1

Calcular:

Se desea dibujar ellugar geometrico de las rafces del siguiente sistema:

1.- Lugar geometrico de las rafces sobre el eje real.

3.- Puntos de cruce del LGR con el eje imaginario, utilizando para ello el diagrama de Bode de la
figura 2.47, que representa la evaluaci6n de la funci6n de transferencia G(s) sobre el eje
imaginario.

2.- Asfntotas, sus puntos de cruce por el eje real y sus puntos de intersecci6n con el eje imaginario.

4.- Rango de val ores de k para el cual el sistema en lazo cerrado es estable.

6.- Dibujar el lugar geometrico de las rafces resultante.
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10·log/G(s)1
60 r--~~~,....,..,.....,.,...-~....,...,,,......,....,..,.,,--~~~....,...,.,r---....,.....,~..-.r-~~r-r-,.,,..,.,

., .. '..... ' '.'.. ,20

o ...

-20

-40 ...

-60

-80

-100 ....:... ,--:.

.••••'J .•••. .I ••• '••

"" "

...
" ,,,.

~.:.; ~ - .... ~ .. . ;_. .:-.;.:. :-:. ~ - .... ., ., ... ., .".
, ,. ''''

10° 10'

. . . , ........... - ·.·.·r.

10"

3.- Puntos I

Sabemos q
transferenc
magnitudef

Sabemos t;

pertenecer

En consecu

de intersec(

de Bode pa

Observand<
de G(s) es (

Soluci6n:

Semieie real negativo plano S

Fig. 2.48 M6duLo de G(s) evaluada sabre el eje real
que se com

4.- Margen

1.- LGR sabre el eje real:

Polos LA: Spl =0

Ceros LA: Scl = - J

Sp2,3 = -40 (doble)

S,2 = -0.2

Sp4,5 == -0.04 (doble)

Sabiendo q
imaginario,
dicho eje, 0'
en ellfmite,

~
jW IT

--~)iKEi::~-----Oe------EO}--...,,)i::~-

-40 -1 -0.2 -0.04

2.- Asfntotas:

ea == ±180 .(2).., +1) =±180 . (2).., +1) == f ±60°

n - m 5 - 2 11800

LPi - L Z j - 2·40 - 2 ·0.04 + 1+0.2
cr a == == == -26.3

n-m 5-2

Punto de intersecci6n de las asfntotas eon el eje im.'lginario: (0. = cra'tg 600 = 45.55

Conociendc'



que se corresponderan con los puntps de cruce del LOR con el eje imaginario.

4.- Margen devalores de k para el cual el sistema es estable:
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k = 127958.55

k = 1.9592

k = 162.73

Sistema estable

Sistema inestable

Sistema estable

Sistema inestable

eo =0.35eo =40eo =0.055

Para s =±jO.055

Para s = ±j40

Para s = ±jO.35

1.9592 ~ k ~ 162.73

162.73 < k < 127958.55 ~

0< k <1.9592

k;::: 127958.55

2. Andlisis temporal de sistemas continuos y discretos

3.- Puntos de cruce con el eje imaginario:

Sabemos que el diagrama de Bode de la figura 2.47 representa el m6dulo y fa fase de la funci6n de
transferencia O(s) evaluada sobre el eje imaginario, pOl' tanto conocemos el valor que toman estas dos
magnitudes para cada punto sobre dicho eje.

Sabemos tambien que los puntos de cruce del LOR pOl' el eje imaginario son puntos que deben
pertenecer al LOR, y para ella deben cumplir la condici6n de angulo:

En consecuencia, para obtener los puntos del LOR que se encuentran sobre el eje imaginario (puntos
de intersecci6n del LOR con el eje jeo), tmicamente deberemos considerar las frecuencias del diagrama
de Bode para las cuales tengamos ±180° de fase.

Observando el diagrama de Bode de la figura I, comprobamos que las frecuencias a las cuales la fase
de O(s) es de ±180°, son:

Sabiendo que el lfmite de estabilidad se da cuando los polos en lazo cerrado se situan sobre el eje
imaginario, podemos determinar los valores de k asociados a los puntos de intersecci6n del LOR sobre
dicho eje, obtenidos en el apartado anterior, para poder obtener los valores de k que situaran al sistema
en ellfmite de la estabilidad.

Conociendo la forma del LOR, podemos decir que:
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5.- Puntas de ruptura del LOR:

Teorfa de conlrol. Diset10 electronico 2. Ami/isis lempo

6.- Dibujar el

Se puede demostrar que: dk == 0 ~
ds

d(O(s)) == 0
ds

1
Para ella, de la ecuacion caracterfstica: 1+ k· O(s) == 0 ~ k == --­

O(s)

En conclusion: los puntos de ruptura se corresponden can los maximos y minimos de O(s).

De este modo, para obtener los puntos de ruptura sobre el eje real, podremos hacerlo observando los
maximos y minimos de la grafica del modulo de O(s) evaluado sabre el eje real, que tenemos en la
figura 2.48. Ahora bien, deberemos tener cuidado, porque los puntos que se corresponden can los
polos y ceros en lazo abierto provocan valores infinitos en la grMica, debido a que la escala es
logar!tmica. As!, consideraremos unicamente los maximos y minimos relativos.

De la grMica obtenemos que los puntas de ruptura son:

cr "" 1.5'10-2

cr "" 2.2

cr "" 12

Punta de ruptura de dispersion.

Punto de ruptura de contluencia.

Punto de ruptura de dispersion.

Nota: Podemos observar, segun la figura 2, que en la zona del semieje real comprendida entre

cr == 0.2 Y cr == I existe otro maximo relativo, pero, a diferencia de los demas, este no se

corresponde con un punto de ruptura, ya que los valores de cr correspondientes a esta
zona no pertenecen al LOR, como podemos comprobar en el apartado 1.

Los valores de ganancia k asociados a dichos puntas de ruptura, calculados mediante la sustitucion del

valor de cr obtenido en la ecuacion que nos define k, senin los siguientes:

Para s = -1.5'10-2

Para s = -2.2

Para s == -12

k = 0.08225

k = 6110.8

k == 10367.7



Fig. 2.50 Ampliacion de Ia zona del LGR proxima al origen

2 0.4

1.5 0.3

~)k=144.46 '

0.2
s=jO.33 :

k=2.01 '

0.5 0.1 s=jO.055 '
0 k=6110 0 ).~

I yl's=-2.22
.~

.J
c

T
c

'0,
0

'0,
0' , 0

~'" '"E E
I'" '"ill ill ~:-0.5 ·0.1

k=O,0825 '/ ' s=·1.41·1Q,2

·1 -0.2

,1.] .0.3L ; J
-0.4 !~

-2 -1 0 -0.2 -0.1 0

Eje Real Eje Real

2. Ami/isis temporal de sistel1lLIS continuos y discretos 105

o

10o-20 -10
Eje Real

-30-40

Fig. 2.49 Lugar geometrico de las ralces de G(s)

'"k=1208
s=j40

'"'0375~
s=-12.44

"\.

\
-40

-50

-30

-20

20

30

40

o 10
.~

c
'0,

'" 0E
ill -10

6.- Dibujar el LOR:
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2.6.4 LGR en sistemas discretos.

Teorfa de control. Diseiio electr6nico 2. AI1l11isis temporal

En un sistema discreto pueden evaluarse las rakes de la ecuaci6n caracterfstica mediante el LGR
trazado en el plano Z. Ello es posible debido a que la ecuaci6n caracterfstica de un sistema discreto
lineal invariante en el tiempo es una funci6n racional de polinomios en Z. Por 10 tanto, puede aplicarse
el mismo conjunto de reglas de trazado del LGR que en sistemas anal6gicos, con la salvedad de que,
ademas, deben obtenerse los puntos de cruce del LGR con el circulo de radio unidad en el plano Z.

Ejemplo 2.14

Calcular el LGR del siguiente sistema

ZOH PLANTA

ELEMENTO DE MEDlDA

k
siendo H(s) == 1; G(s) == ; T = 1 seg.

s·(s+l)

C(s)

Por liltimo, debe
manera que aUffil
acercamiento de
frente al sistema (

Ejemplo 2.15

{
1_e-TS k } 0.368k ·(z + 0.717)

G LA (z) == Z s s. (s + 1) == -z_-:-o--1.-36-8-z-+-0-.3-6-8

• Polos en: zpl==l; zp2==0.368 Yceros en zcl==-0.717

• Asfntotas: ± 180°
• Puntos de ruptura: z]==O.67; Kz1 ==O.196

z2==-2.11; Kz2=lS.OI

• Corte con el eje imaginario: Z3=±j 1.161
• Corte con el circulo unitario. Para calcular estos puntos se aplica el criterio de Routh sobre el

plano transformado W, ya que el circulo de radio unidad del plano Z se transforma mediante la
transformada bilineal en el eje imaginario del plano W.

G LA (w) = G LA (Z)lz~I+O.5W
I-O.5w

(1- 0.038k)w 2 + (0.924 - 0.386k)w + 0.924k
O==I+G LA (w)= ()

W w +0.924

Si a continuaci6n se aplica el criterio de Routh, se encuentra que el sistema sera estable para
O<k<2.39. Si se sustituye el valor Ifmite de k en la ecuaci6n caracterfstica, se encuentra la

posici6n del LGR sobre el circulo unitario, z==O.24S±jO.97 (modulo=l; fase==±7S.8°).

Si se repite el eje:

Donde el rango de'
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2

2

a
Eje real

Fig. 2.5] Lugar geollu!trico de rarces discreto

1.5

0.5

a

-0.5

-1

-1.5

-2
-3 -2 -1

0.5

-0.5

-1

-1.5

-2
-3 -2 -1 a

Eje real

Fig. 2.52 Lugar geomhrico de rarces discreto

1.5

Eje imaginario
2r---~-----.-----r---~------,

Eje imaginario

2r--~r----==:::::=r::::::::=--,------r---I

Si se repite el ejemplo anterior con T=O.l seg se obtiene el siguiente LGR.

2. Analisis temporal de sistemas continuos y discretos

Ejemplo 2.15

Par ultimo, debe indicarse que disminuir el periodo de muestreo conlIeva modificar el LGR, de
manera que aumenta el margen de valores de k para el cual el sistema es estable, y se produce un
acercamiento de las ramas del LGR a z=l, indicativo de la menor desvirtuaci6n del sistema discreto
frente al sistema continuo equivalente.

Donde el rango de valores de k para el cual el sistema es estable es O<k<20.3
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2.7 Problemas.

Problema 1

Dado el sistema de la Figura :

Teoria de cOll/rol. Diseiio electronico 2. AlUilisis temporal c

R(s) +~O----./\-t
- T

-sTe

s+1

C(s)

3.- La ganancia I
estas cruzan el ci
condici6n de moe

Donde
l-e -sT

Ooh(s)=--­
s

1.- Obtener la funci6n de transferencia de law abierto y la funci6n de transferencia de law celTado del
sistema.

2.- Dibujar el LOR del sistema en funci6n de k sabiendo que el periodo de muestreo es T.

3.- Calcular la relaci6n entre el periodo de muestreo T y la ganancia k, que praporciona el Ifmite de
estabilidad. Dibujar la curva que relaciona k y T, calculando para ella los valores en los puntos T=
0, 0.1, 0.5, I, 2 Y 10. Razonar el resultado obtenido y compararlo con el sistema continuo
equivalente.

Soluci6n:

r1 -sT -sT1 { 1 } r 1 J }1.- G(z)=TZ~~._e- =(l-z-l).z-l.TZ ;TZ~__I_f=TZ~__I- =~ z_
l S s+lJ s.(s+l) ls.(s+I)) ls s+1 z-l z_e-T

La funci6n de transferencia de lazo abierto es :

I -T-e
FTLA (z) = k· G(z) = k· T

. z(z-e- )

Y la funci6n de transferencia de law cen-ado :

2.- En law abierto hay dos polos y teniendo en cuenta que uno de los polos tiende a z=1 cuando T
tiende a cera, y tiende a z=o cuando T tiende a infinito, habra por tanto tres posibles LOR
dependiendo del valor de T.

De la grMica se 0

As! que:

La grafica que se'

De la grafica se d
disminuye.
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~ c-T

2

T

1.5 2 Z5 3 a5 4o 0.5
o

3

2

k 5

4

10 rT -----;-----;-----;--·,----,--,----,-----,

9

8

6

7

T

1
k=--1-'

1- e-
As! que:

2. Andlisis temporal de sistemas continuos y discretos

3.- La ganancia lfmite de estabilidad corresponde a la situaci6n de las rafces de lazo cerrado cuando
estas cruzan el cfrculo de radio unidad. La forma mas sencilla de calcular esta ganancia es aplicar la
condici6n de m6dulo :

De la grafica se observa que I z I= 1; Iz - e-T[ = 1.

La grafica que se obtiene de esta relaci6n es :

T

De la gnifica se observa que, a medida que el periodo de muestreo aumenta, el margen de estabilidad
disminuye.
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Problema 2

Teorfa de control. Disetio electr6nico 2. Analisis temporal d,

3.- Asfntotas:

Determinar el lugar geometrico de las rafces de un sistema cuya ganancia de lazo viene dada por:

Especificar para ello:

* Polos y ceros en lazo abierto.

* Asfntotas y su cruce por el eje real.

* Puntos de corte con el eje j co.

* Angulos de salida y lIegada de polos y ceros.

* Puntos de ruptura. Especificar si son de confluencia 0 dispersion.

Soludon:

1.- Polos y ceros en lazo abierto:

Polos: 0, ±j

Ceros: ±0.325j

2.- LGR en el eje real:

jw

0.325j

a

-0.325j

-i

y

La unica asfntota E

4.- Puntos de corte

Ecuacion cameteri

Algoritmo de RaUl

No existe ningun \
danin para k = 0, e

5.- Angulos de sali

Para conacer los iiI
angula del LGR.
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cr

S3

s2 k O.1056·k

sl
k - 0.1056

k

sO O.1056·k

2. And/isis temporal de sistemas continuos y discreros

n = nLlmero de polos finitos => n =3

m =numero de ceros finitos => m =2

±180.(2A+l) f
8 a = 1 => 1

±180.(2A+l)
8a =------'----'­

n-m

3.- Asfntotas:

0.325j

jw

La unica asfntota es el eje real.

-O.325j (I).: " .

-j x·,·,·······················

4.- Puntos de corte con el eje imaginario:

Ecuaci6n caracterfstica:

Algoritmo de Routh:

5.- Angulos de salida y entrada de palos y ceros:

Para conocer los angulos de arranque y llegada de los polos y ceros deberemos aplicar la condici6n de
angulo del LGR.

No existe ningun valor k > 0 que anule una fila. Los unicos puntas de corte can el eje imaginario se

danin para k = 0, es deciI', son los polos en lazo abierto ya conocidos.
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81+ 8z- (<PI + <P2 + <P3) =±180°

Para <PI: 900 + 900
- <PI - 900

- 900 =±180° =? <PI = 1800

Para <P2: -900 + 900 + 900 -<P2 - 900 =±180° =? <P2 = 1800

Para 8J : 81+ 900 + 900 -900 -900 =±180° =? 81= 1800

Como que el LGR es simetrico respecto al eje real, podemos decir que:

6.- Determinacion de los puntos de ruptura:

Ecuacion caracterfstica: k- )- (S2 + 0.1056
Problema 3

dk 1s = ±0.4871
-=0 =?

ds s =±0.6677

Los puntos s = 0.4871 y s = 0.6677 no pertenecen al LGR, por tanto no pueden ser puntos de ruptura.
Los unicos posibles puntos de ruptura son s =-0.4871 Ys =-0.6677.

Comprobaremos si en esos puntos k> O.

kI 5=-0.4871 = 1.7577 > 0

kl s=-0.6677 = 1.7569> 0

Por tanto tendremos dos puntos de ruptura en el eje real situados en s = -0.4871 yen s = -0.6677 .

Para determinar si son de confluencia 0 de dispersion, 10 podemos hacer de dos maneras:

2

* Buscar la segunda derivada d ~ y ver si los puntos son maximos 0 mfnimos.
ds

* Sabiendo que las ramas salen de los polos con angulos de 1800 y que llegan a los ceros con
angulos de 180°, y que ademas, estas dos ramas no pueden cruzarse, ya que provocarian
puntos de ruptura adicionales inexistentes, la unica solucion posible es que s = -0.6677 sea
de confluencia y s = -0.4871 sea de dispersion.

Por tanto el gnifico del LGR quedara de la forma:

Determinar elllJ
expresion:

Especificar para !

* Palas'

* Asinta

* Puntas

* AnglJlc

* Puntas

SaIndon:

1.- Polos y ceros E

2.- LGR sobre el ~



Determinar el lugar geometrico de las rakes de un sistema cuya ganancia de lazo viene dada par la
expresi6n:

* Angulos de salida de los palos.

* Puntas de ruptura sabienrlo que una rafz de la ecuaci6n dk =0 es s =-I.
ds
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1.50.5

Sp3,4 =-1 ± 2j

-1

-1

Of--~---_+_-+---_* -_ - -_ -1

1.5r----~--~--~--_r___--_r___-___,

0.5

-0.5

-1.5,'--------'------'------'-------L----"------J
-1.5

Spl,2=-1±j

o
.~

c
'0>
ttl

E
Q)

w

* Asfntotas y su cruce par el eje real.

* Palos y ceros en lazo abierto.

Sc =00 (cuarto orden)

* Puntas de corte can el eje jw.

2. Amilisis temporal de sistemas continuos y discretos

Especificar para ella:

Problema 3

2.- LGR sabre el eje real:

1.- Palos y ceros en lazo abierto:

Solucion:
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Como en el eje real no existe ninguna singularidad, el eje real no puede pertenecer al LOR.

3.- Asfntotas:

±180· (2)., + 1) ±180· (2)" + 1)
8a = = =±4SO

n-m 4-0

. L Pi - L Z j (-1 + j) + (-1- j) + (-1 + 2j) + (-1- 2j)
(ja= = =-1

n-m 4-0

4.- Puntos de cruce con el eje imaginario:

1 + O(s) = 0 ~ S4 + 4s3 + I1s2 + 14s + 10 +k = 0

Aplicando el algoritmo de Routh y anulando la fila SI , obtenemos el valor de k que 10 permite:

k = 16.25

Para este valor de k, y a partir del polinomio auxiliar, conseguimos los puntos de cruce con jCD.

SI,2 = ±j 1.87

5.- Angulos de arranque:

Aplicando la condici6n de angulo sobre cada uno de los polos complejos conjugados en LA, se
obtiene que los angulos de salida de cada uno de ellos son:

En cuanto a las
condici6n de an.

Respecto al puntl
cumple la condi(
tambien pertenec

Podemos comprQ
efectivamente pu

EI lugar geometri'

6.- Puntos de ruptura:

De la ecuaci6n caracterfstica 1 + O(s) = 0, obtenemos ~~ = -(4s3 + 12s2 + 22s +14) = O.

Sabiendo que s = -1 es una rafz de la ecuaci6n anterior, podemos aplicar Rufini para calcular las otras
dos rakes:

dk = (s + 1)(s +1+ jl.58)(s+ 1- jl.58) = 0
ds

Para comprobar si las rakes de la ecuaci6n corresponden 0 no a puntos de ruptura, deberemos
verificar en primer lugar si pertenecen 0 no al LOR.

Evidentemente s = -1 no puede ser un punto de ruptura porque es un punta que no pertenece al LOR,
ya que no existe LOR sobre el eje real, como hemos comprobado anteriormente.



En cuanto a las rakes complejas conjugadas, podemos comprobar su pertenencia al LGR mediante la
condici6n de angulo.
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2

cr

o

-j

Eje Real

jl

W~3 2j

-1+j1.5S +

*~~1

4,------,----.----,------,------,----,

-2

-I-jUS ~
i;\64 2'X· - J

3

-3

-~4L-------:-3'---------:'2-

2. Andlisis temporal de sistemas continuos y discretos

Ellugar geometrico de las rakes quedara entonces de la forma siguiente:

Podemos comprobar que los valores de k asociados a estos puntos son positivos, en consecuencia son
efectivamente puntos de ruptura.

Respecto al punto s =-1 +j 1.58: -(8[ + 82 + 83 + 84) =-(90° + 90° -900 + 90°) = -180°. Es decir, que
cumple la condici6n de angulo y por tanto pertenece al LGR. Por simetria, su complejo conjugado
tambien pertenecera.
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Problema 4

Dado el sistema de la figura siguiente:

Teorfa de cOlltrol. Disefio electronico 2. Alia/isis temporal

Podemos obsen
inicial del LOR.

Se pretende observar c6mo depende la estabilidad del sistema de la elecci6n del periodo de muestreo
T. Para ella, encontrar una relaci6n entre T y el valor de K que proporciona ellfmite de estabilidad.

Solucion:

H(z) = C(z) = H1(z)Hz(z)
R(z) 1+ H1(z)Hz(z)

1 -Ts I) 1) {}l-e -1 1 -1 1 1
H 2 (z)=TZ .-- =(I-Z ).TZ -- =(I-Z ).TZ ----

s s+1 s(s+l) s s+1

H
2

(z) = _z_-_I. {_z__ z } = _I_-_e......,-T","
z z - I z - e- T z _ e-T

1 -T-e
K -T

H(z) = z- e
-T

I+K 1- e_
Tz-e

La ecua,pi6n caracteristica vendni determinada par el denorninadar de la funci6n de transferencia:

z-e-T(I+K)+K=O

l-e-T 1

z- e-T K

Dibujaremos el LGR para observar la dependencia de la estabilidad del sistema con K.

K(I- e-T
)

La funci6n de transferencia en lazo abierto viene dada par Ia expresi6n: HI (z)Hz (z) = -T
z- e

Para T=I, el pole
de ser estable cua

Ahora trataremos
que haee oscilar e

Este relaci6n puec;

Con 10 eual poder:
disminuye.
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T4320.5

1.3

2. Allalisis temporal de sistemas continuos y discretos

Re(z)

4

2.1

Podemos observar que s610 existe un polo en lazo abierto situado en z=e'T. Este polo sera el punta
inieial del LGR. En eonseeueneia, el LGR tendra la forma siguiente:

Para T=I, el polo en lazo abierto esta situado en z = e'l = 0.368. Para este valor de T, e[ sistema deja
de ser estable cuando la rama del LGR eruza el cfreulo de radio unidad:

Ahora trataremos de encontrar una relaci6n entre el periodo de muestreo T y el factor de ganancia K
que haee oscilar el sistema.

Este relaci6n puede expresarse graficamente como se puede observar en la figura:

Can 10 eual podcmos comprobar que, a medida que T aumenta, el rango de estabilidad del sistema
disminuye.
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Problema 5

Teorfa de control. Disefio electronico 2. Afldlisis temporal de SI

Dado el diagrama de bloques de un sistema discreto como el de la figura:

donde: T = 2 ·In 2 seg.
k

H(s)=-­
2s+ 1

2.-

TZ{Z

1.- Determinar, para k=1.5, la funci6n de transferencia C(z) .
R(z)

2.- Dibujar ellugar geometrico de las rakes del sistema, para k desde 0 a 00, especificando para ella:

* LGR sobre el eje real.

* Asfntotas.

* Puntos de ruptura.

* Puntos de corte con el cfrculo unitario.

*Puntos de corte con el eje imaginario.

3.- (,Para que valores de k se vuelve inestable el sistema?

Nota: La ecuaci6n caracterfstica en el plano transformado W tiene la forma:

-0.44444.(w+ 0.721347)- (w -1.442695)· k
1+=0

w . (w + 0.4808984)

Solucion:

1.-

C(z) D(z)Zoh H(z)
=

R(z) l+D(z)ZohH(z)

* LGR sobre el eje re

* Asfntotas:



2. AI/{ilisis temporal de sistemas continuos y discretos

*LGR sobre el eje real:
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3z-1

2z 2

Re(z)1/3 1/2

Im(z)

2(3z-1) z z-l

3(z-1) ° 4(z-1)·(z-0.5) z

2(3z - 1) z z - 1
1+ °

3(z-1) 4(z-1)o(z-0.5) z

C(z)

R(z)

2(3z-1) 0.5 k ko(z- V)
D(z) ° TZ{ZohH(S)} = 0_0_= /3

3(z-1) z-O.5 (z-l)o(z-O.5)

8 a = ±180 ° ( 21. + 1) = ±180 ° ( 21. + 1) = f A= 0 => ±180
0

n - m 2 - 1 1A= 1 => ±5400 = ±1800

TZ{ZohH(S)}= z-l oTZf k }= Z-lokoTZf 0.5 }= O.5
o
k

z 1s(2s + 1) z 1s(s+ 0.5) z - 0.5

i1.5 )-1 2s + 1 z - 1 1.5 z - 1 3 zZ hH(Z) = 1-z oTZ -- =-·TZ =-0-0
o ( ) s z 1S(2S+1)} ~ 4 (z-I).(z-O.5)

2.-

* Asfntotas:
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* Puntas de ruptura:

Teorfa de cOI/tro!. Disefio e/ectr6nico

k == _[(Z-l)'(Z-O.5)] == _[z2 - )iz+7i]
(z-~) z-~

2. Ami/isis tempor,

Sustituyendo er

klz=o == 1.5;::: 0 ~ Es punta de ruptura

kl z=O.6666 == 0.166662: 0 =} Es punta de ruptura

1
z == 0

z2_7jz==0 ~

z == 0.6666

ELGR

ELGR

1+

El sistema deja
se da en z = -1 t

Para el otro posi

/

* Puntos de corte con e1 cfrculo unitario:

Deberemos ap1icar el criteria de Routh modificado.

Pademos observar, segun el LGR sabre el eje real, que cartara al cfrculo unitario en z == 1 yen z == -1,
pero debemos saber con que valar de k cortara en estas puntos, y si existen 0 no atras puntosde carte.

k .(z-~)
0== l+D(z).TZ{ZohH(S)}==l+ ( )( ) T

z-l· z-O.5 z=1+2 w

l-:!:w
2

De la nota del enunciado sabemos que la transformada bilineal de fa ecuaci6n caracterfstica es:

-0.44444· (w + 0.721347). (w -1.442695). k
1+ == 0

w . (w + 0.4808984)

(1- 0.4444k). w 2 + (0.4808984 + 0.32059k). w + 0.462521· k == 0

1·

Es decir, para k'
estabilidad. En c
z ==-1.

* Puntos de corti

Para ella aplicar
ecuaci6n caracte"

1-0.4444· k

WI 0.4808984 + 0.32059 . k

w 0 0.462521· k

0.462521, k



Para ello aplicaremas el criterio de estabilidad de Routh directamente al polinomio resultante de la
ecuacion caracterfstica 1+G(z) = 0, igualando una fila a 0 para hallar las rafces imaginarias.
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k
0.5--

3

1
ZI = I

z2 - .% z + 0.5 = 0 =:::} .

z2 = 05

1
ZI = 0.25

z2 + 0.75z-0.25 = 0 =:::}

z2 =-1

k- .%
k

0.5--
3

1-0.4444'k > 0 =:::} k < 2.25

0.46252H > 0 =:::} k > 0

0.4808984 + 0.32059·k > 0 =:::} k > -1.5

Margen de estabilidad: 0 < k < 2.25

k .(z - Jj)
1+ =0

(z -1) .(z - 0.5)
k=2.25

I + k .(z - Jj) =0
(z - 1) .(z - 0.5)

k=2.25

1+ k . (z - ~) = 0
(z -1). (z - 0.5)

? ( ) . kz- + k-%. ·z+0.5--=0
3

2. Andlisis temporal de sistemas continuos y discretos

Sustituyendo en la ecuacion caracterfstica:

Para el otro posible valor limire de k (k = 0):

El sistema deja de ser estable cuando el LGR corta el cfrculo unitario. Para el caso que nos ocupa, esto
se da en z =-I para un valor de k =2.25.

Es decir, para k = 0, estaremos situados en z = 1 Y z = 0.5, siendo z = 1 otro de los margenes de
estabilidad. En consecuencia, el LGR no cartara al cfrcul0 unitario en otros puntos que no sean z = 1 Y
z=-1.

* Puntos de corte con el eje imaginario:
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Para k = 1.5 en la fila Zl:

k
k = 1.50.5~- =0 =>

3

k- Ii =0 => k =1.5

Teorla de contra!. Disefio eleetronico 2. Antilisis lempor

3.- En la figur
law cerrad

Problema 6

0.8

0.6

0.4

0 0.2
.~

k= 2.25c 0
'6;
CIl -0.2E
Q) -0.4 .
[jJ

-0.6

-0.8

-1

-1.5 -1 -0.5 0 0.5

Eje Real

1.5

Relacionar
escalon que

Dado el sistema de la figura 1:

R(s) k C

1='''' s2 +2s+3.25

:1+b.s l

Figura 1

(s)

Soluci6n:

1.- Valor de k)

1.- Disenar k y b para tener un elTor estacionario de posicion del 10%, as! como un coeficiente de
amortiguamiento de los polos en lazo cerrado de 0.707.

2.- Manteniendo el valor de k calculado anteriormente, dibujar el lugar geometrico de las rakes en
funcion de b. Para ella calcular:

* LGR sobre el eje real.

* Angulos de las asfntotas y su punto de interseccion con el eje real.

* Puntas de ruptura.

* Angulos de arranque de los polos y Ilegada a los ceros.

La funcion de t

Se desea un err'



Relacionar cada una de las topologias presentadas con las respuestas temporales en lazo cerrado al
escal6n que se pueden ver en las graficas siguientes. Razonar la respuesta.

3.- En la figura 2 se muestra una topologia alternativa a la anterior, que posee los mismos polos en
lazo cerrado para los mismos valores de k y b.
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s)

1.2r----~-----,

°0':---~1------!.2

Tiempo (seg)

Grafica 2

0.8

0.2

0.4

't:l
.2
'a. 0.6

~

21
Tiempo (seg)

Grafica 1

1.2r----~---__,

0.8

R(s) k C(
.I I

f'''' 1 1+ b·s I
s2 + 2s + 3.25-

Figura 2

k·(I+ b·s)
G LA (s) = -2~----'­

s +2s+3.25

1
e ssp =---= 0.1 => K p = 9

I+K p

. . k.(l+b.s) k
Kp=hmGLA(s)=hm =- => k=3.25·9=29.25

s~O s~O s2 + 2s + 3.25 3.25

2. Antilisis temporal de sistemas continuos y discretos

1.- Valor de k y b.

La funci6n de transferencia en lazo abierto tiene la forma:

Solndon:

Se desea un error estacionario de posici6n del 10%, luego:
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POl' otra parte, se exige un coeficiente de amortiguamiento de los polos en lazo cenado de 0.707.

k.(l+b·s)
La ecuaci6n caracterfstica: 1+ 0LA (s) = 0 =:::} 1+ 2 = 0

S + 2s+ 3.25

S2 +(2+29.25.b),s+325=0

2(j) n = 32.5 =:::} (j) n = 5.7 rad / s

2~(j)n =2+29.25·b =:::} b=0.207

2.- Lugar geometrico de las rafces en funci6n de b.

AlTeglando la ecuaci6n caracterfstica:

1+ 29.25·b·s =0

s2 +2s+32.5

Rafces:

SI.2 = -1 ±j5.6125 =:::} Polos complejos conjugados.

s = 0 =:::} Cero en origen.

* LOR sobre el eje real: Todo el semieje real negativo.

* Angulos de las asintotas y su punto de intersecci6n con el eje real:

Tenemos el eje real como unica asintota, en consecuencia no es necesario calcular el punto de
intersecci6n de la misma.

* Puntos de ruptura:

S2+ 2s +3.25
b=------

29.25· s

db = 0 =:::} s2 - 32.5 = 0 =:::} s1,2 = ±5.7
ds

s = 5.7 e LOR =:::} No es punto de ruptura.

s = -5.7 E LOR; bl s=-5.7 = 0.3214 ~ 0 =:::} s = -5.7 es punto de ruptura.

* Angulos de arranque de los polos y Ilegada a los ceros.

- Angulo de lIegada al cera ell origen: 1800

- AngUlO de arranque de los polos complejos conjugados:

El Jugal' geometrico de las ro

0
.~

c
'0>
co.s .,
(J)

i.iJ ·4

·6

·8

.10 1

3.-ldentificaci6n de las respue;

Para ello deberan observarse la.

Fig. 1 =:::} Gu

Fig. 2 =:::} Gu

Aplicando la expresi6n del m' .ax!-

-1t~

M p = e Jl-~2 = 4.32%

Problema 7

Determinar los parametros k, a
cuando el sistema tiene una ramp:
en estado estacionario finito, y qu[
de entrada es una sefial senoidal c(



Aplicando la expresi6n del maximo sobreimpulso para un sistema de segundo orden subamortiguado:

Determinar los pan'imetros k, a y b del sistema mostrado en la figura siguiente, conociendo que,
cuando el sistema tiene una rampa de entrada, la seoal de salida sigue la seoal de entrada con un error
en estado estacionario finito, y que, cuando la ganancia se dobla a 2k, la seoal de salida a un impulso
de entrada es una seoal senoidal con un periodo de 0.314 segundos.

Para ello deberan observarse las funciones de transferencia en lazo cerrado:
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10

5.6125
1800 -arctg---900 -8 = 1800

1

8 = -10.1 0250

k 29.25
0Lds) =~7:;----------

s~ + 2s + 3.25 + k . (1 + b . s) s2 + 8.054s + 32.5

k· (1 + b· s) 29.25· (1+ 0.207s)
OLd s) = 7 - ----::-----'-------'-

s~ + 2s + 3.25 + k . (1 + b· s) s2 + 8.054s + 32.5

10

8

6

4

0
2.~

c
'0 0
ell
E -2
Gl

W -4

-6

-8

-10
-10 -5 0 5

Eje Real

Fig. 1 ~

Fig. 2 ~

-1t~

Mp = e ~1_~2 = 4.32% ~ la grafica 1 conesponde con la topologfa de la figura 1.

2. Andlisis temporal de sistemas continuos y discretos

Ellugar geometrico de las rakes quedara de la forma:

3.-1dentificaci6n de las respuestas con las topologfas conespondientes.

Problema 7
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k C(s)
J (s + 40)(5+ a)(5+ b)-

R(s)------.
+

Sustituyendo:

Solucion: (40+a)

Error finito a la rampa~ essp = 0~ kp = 00

k = lim G(s) = lim k
p HO HO(s+40)(s+a)(s+b)

k
---=00 ~

40·a·b
aob=O

Asf: a= 10 =>

Ecuaci6n caracterfstica:

k
1+ = 0

(s + 40)(s + a)(s + b)

(s + 40)(s + a)(s + b) + k = 0

Suponiendo b = 0:

(s+40)(s+a)s+k=0 ~ s3+(40+a)s2+40as+k=0

Ap1icando el criterio de estabilidad de Routh:

s3 40a

s2 40+a k

sl
(40+a).40a-k

40+a

sO k

Si la ganancia pasa de k a 2k, el sistema es oscilatorio ~ Rakes sobre eje jw~ Fila del algoritmo de
Routh se hace cera:

(40+a)-40a-2k = 0

Las rakes sobre el eje jw se corresponden con las rafces del po1inomio auxiliar:

Pa(s) = (40+a)s2 + 2k = 0



+ ,~k , 2n. 2n +'20SlZ=-J --=±JWd=±-=±J--=-J ~
. 40 + a Td 0.314

2. Analisis temporal de sistemas continuos y discretos

Sustituyendo:

(40+a)·40a-2k = 0 ~ (40+a)'40a-400'(40+a) = a ~

As!: a= 10 ~. k = 200'(40+a) =:: 200·50 = 10000

G(s) = 10000
s(s + lO)(s +40)

2k = 400.(40+a)

1

10

a = -40~ Sist. inestable

127



La estructura basica de un sistema de control se muestra en la figura 3.1:

Los controles tipicos en sistemas de control en ticmpo continuo soo:

129

Pto. bifurcacion

IC(s)

Pl.ANTA

8(.1')

Detector Error

Fig.3.l Sistema de Control.

R(s) +

3. DiseJio de sistemas de colltro[ en tiempo continuo y discreto

3. Disefi.o de sistemas de control en tiempo continuo y discreto

* Control Proporcional (P).

* Control Proporcional Derivativo (PD).

* Control Proporcional Integral (PI).

* Control Proporcional Integral Derivativo (PID).

En este capitulo se abordani la teOI"ia c1<isica de control, presentando primero el contenido dentro del
ambito temporal continuo, donde se analizan los controladores y las soluciones que estos aportan, con
helTamientas propias de dicho dominio. Posteriormente, debido a la aparici6n de microprocesadores y

microcontroladores en el mundo industrial, se realizara el analisis de los controladores en el ambito
temporal discreto.

3.1 Tipos de controladores

En esta figura pueden observarse los diferentes componentes del sistema de control. EI control es el
elemento encargado de 'procesar' la seoal de error y 'generar' una seoal encargada de disminuir el valor
de dicha seoal de error con el objetivo de lograr la maxima precisi6n posible del sistema de control. EI
procedimiento mediante el cual el controlador genera la serraI de control se denomina acci60 de
control.
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Se estudiani el funcionamiento de cada uno de estos controles, enfatizando sus efectos sobre el estado
estacionario del sistema (errores en estado estacionario), que determinan su precision, y sobre el
estado transitorio, determinado bajo las especificaciones dimimicas requeridas.

3.2 Control proporcional

EI controlador proporcional genera a la salida una sefial de control que es proporcional a la sefial de
error. De este modo:

Observando en
necesario que l:
s=O), siendo el
integrador. Est
control proporc

Si se calcula el,

donde, e(t): sefial de error, met): sefial de control y k: sensibilidad proporcional 0 ganancia
proporcional.

met) =0 k· e(t) =:::} M(s) =0 k· E(s)

Con 10 cual, la funcion de transferencia del control proporcionales:

M(s)
Gc(s) =0--=0 k

E(s)

(3.1)

(3.2)

si G(s) tiene un

Ejemplo 3.1

A continuaci6n
anteriormente c(

r~1"'C7: 1 ' ~:

":/EftlIEf1±
0.5 ..... _, ......:......:..... _.: ...... , ...... J.. _... , .. : ...... i .....

1.5 .....L . ........ -:- ---- -~--- ---~- ---- -~-----~~------~- 1> .~ m.: . m 'om ~m .... m' ..... m: .. l

'~ :' ,

o e.... ." " ".... .. ....

·05 '.. .. ..

4.5

Fig.3.2 Control proporcional con k=15

'1~~-~-~-~-~-~~-~-~--'

o 0,5 1,5 2.5 3.5

Fig. 3.3 Control proporcional con k=5

Observese que·
proporciona un

En las figuras 3.2 y 3.3 se pueden observar las respuestas tfpicas (sefial de error y sefial de salida) de
un control proporcional con dos valores diferentes de ganancia proporcional.

Cuanto mayor es la ganancia del control proporcional, mayor es la sefial de control generada para un
mismo valor de sefial de error. De este modo, se puede decir que para una sefial de control
determinada cuanto mayor es la ganancia del control proporcional, menor es la sefial de error actuante.
En conclusion, el aumento de la ganancia del control proporcional permite reducir el error en estado

estacionario. Al error cometido se le denomina error de corrimiento.

Observese la necesidad de tener una sefial de error diferente de cera para obtener una sefial de control
diferente de cero.

e(t) =0 0 =:::} met) =0 0; e(t) -:I- 0 =:::} met) -:I- 0

En la figura 3.5

Observando est
mayor que la !

cercanos al eje
del control, se_
conjugados coru
despreciando el'



En la figura 3.5 se muestra el lugar geometrico de rakes del sistema descrito en la figura 3.4.

A continuaci6n se expone un breve ejemplo en el que se pondnin de manifiesto las propiedades
anteriormente comentadas; el sistema a controlar es:

Observese que esta planta posee un polo en el origen, por tanto tiene caracter integrativo, 10 que
proporciona un error estacionario nulo a una entrada de tipo escal6n.
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(3.3)
1

, essp =---
1+Kp

Kp = lim Gc(s) . G(s) . H(s)
s-.o

Fig.3.4 Sistema de control.

CONTROL PLANTA

J--+il Gc(s) I--I_----I~I G(s) IJ-_--.-c_(--ls)~
I I I I

R(s) +

1
e ssp = lim

s-.O 1+ Gc(s) . G(s): H(s)

3. Diseiio de sistemas de control ell tiempo continuo y disereto

Ejemplo 3.1

si G(s) tiene un elemento integrador (polo en s=O) entonces Kp~oo y ess~ 0

Observando en las expresiones de los errores estaticos, para poder eliminar un error estacionario es
necesario que la funci6n de transferencia en lazo abierto contenga algun elementointegrador (polo en
s=O), siendo el sistema estable, y el control proporcional no al1ade al sistema ningun elemento
integrador. Este hecho permite deducir una conclusi6n importante de un control proporcionaI: el
control proporcional no pemzite eliminar un error estacionario.

1080
Donde: G(s) = . ; Gc(s) = K

s·(s+6)·(s+18)

Si se calcula el error en regimen estacionario ante una entrada escalon, R(s)=l/s.

Observando este lugar geometrico de rakes, se puede ver que el sistema tendni, para una ganancia
mayor que la ganancia para la cual ocurre el punto de ruptura, dos polos complejos conjugados
cercanos al eje imaginario y un polo real mas alejado. Ante esta situaci6n, para ·simplificar el disefio
del control, se puede utilizar una aproximaci6n de polo dorninante, tomando los polos complejos
conjugados como los que caracterizan el comportamiento dinarnico del sistema en lazo cerrado y
despreciando el polo real, debido a su breve contribuci6n sabre la respuesta transitoria.
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3. Disef10 de sistemas de Ci

·15
.25'-----:c.20:e-----,.,:-5----:.,0~--.5:e-----+----'c-'

Eje Real

15

Eje lmaginario

·5

Control Proporcional

t----.':I~ - - ~ - - - - -;<.-

\

Tambien, de la observaci6n del lugar
geometrico de raices mostrado en la figura 3.5,
al aplicar Ia aproximacion de polo dominante,
se puede deducir que no sera posible obtener
una respuesta del sistema en law cerrado con
tiempo de establecimiento (ts) inferior a 1 seg,
ya que ninguna rama con rakes complejo
conjugadas mtercepta con la recta definida por

cr~4. Debe observarse la existencia de una
rama del lugar geometrico de las rafces que

puede ofrecer (12:4, pero no proporciona una
respuesta dominante.

Amplitud

, "r
.. /"

I

I'
0.11 I

; '
! '

- -,' - '

:'\- '- -
\'

Fig.3.5 Lugar geomerrico de las raices.

Fig36Re

Si una de las especificaciones de disefio es la precision en estado estacionario y se impone un en"or
estacionario ante una entrada del tipo rampa del 20% (e1 error estacionario ante una entrada del tipo
escal6n es nulo), se obtiene una K:: 0.5.

1 1080·K
Kv=--==lims' =1O·K=5 :::=>K::0.5

e ssv s~O s·(s+6)·(s+18)

Can este valor de K, los polos en law cerrado del sistema se hallarfan en;

1080·05
1+ =0

s·(s+6)·(s+18)

S3 +24· S2 + 108· s+540= 0

sl,2 = -2.042 ± j. 4.851

s3 = -20

Considerando polos dominantes, tendremos las siguientes caracterfsticas de respuesta transitoria;

4
t s == - == 1.96 seg

cr
n

t p == - == 0.647 seg
OJd

-1T .(J

M = e CtJJ == 26.65%p

Estas caracterlsticas temporales se pueden observar en la figura 3.6. La figura 3.7 presenta la respuesta
del sistema frente una entrada tipo rampa.

Si se modifica en el dise
10%, realizando los misr
que supone una situaci6n

Las caracterfsticas de resp;

Estas caracterfsticas tempol
del sistema frente una entra

En conclusion, se puede de,

- A medida que at

entrada de tipo ra

-En sistemas que p
funci6n de transfer;
de cems), que son
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'/
./

./'
./ ,

,/.
,/

./

./
• " ;>'.

K=O.5

Tiempo (seg.)

Fig. 3. 7 Respllesta a la rampa.

AmpliludK=O.5

- A medida que aumenta la ganancia del control proporcional el error estacionario ante una
entrada de tipo rampa disminuye.

-En sistemas que poseen una diferencia entre el grado del denominador y el numerador de su
funci6n de transferencia mayor que dos (poseen por 10 menos dos palos mas que el numero
de ceros), que son la gran mayorfa de los sistemas, el aumento de la ganancia del control

Amplitud

S3 +24· s2 + 108· s+ IOS0== 0

s],2 == -1.33S± j·7

s3 == -21.34

Fig.3.6 ResplIesta al escalon.

Tiempo (seg.)

4
t == - == 3 seg

S (J

n
t p == - == 0.45 seg

Wd

'.' ,I--,-----,---,----,------.-------,

M p == e (1)0 == 54.85%

12

" r

",j.L-_---:-"-__~____:~--.~._---:-""__--'

3. DiSetl0 de si~temas de control ell tiempo contillllo)' discreto

En conclusion, se puede decir:

Si se modifica en el disefio la especificaci6n del elTor estacionario ante una entrada de tipo rampa al
10%, realizando los mismos d.lculos anteriores, se encuentra K== 1 para satisfacer dicha condici6n, 10
que supone una situacion de los polos en lazo cerrado en:

Las caracterfsticas de respuesta transitoria, en este caso, son:

Estas caracterfsticas temporales se pueden observar en la figura 3.8. La figura 3.9 presenta la respuesta
del sistema frente una entrada tipo rampa.
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proporcional conlleva, generalmente, un empeoramiento de la respuesta transitoria del
sistema en lazo cerrado:

- Aumento del sobreimpulso.

- Disminuci6n del tiempo de pico.

- Aumento del tiempo de establecimiento.

3. Dise/io de .>iste

De este modo
realizar un cor
can el error eSI

3.3 Control

Amplitud K=1 Amplitud
3.3.1 Accion c

La aceion de c
error:

Tiempo (seg.) Tiempo (seg.)

La caracteristica
la integral del er
funcian de la pn
de cera aunquc t

De este modo, se puede llegar a la situaci6n de llevar al sistema a la inestabilidad mediante un
aumento excesivo de la ganancia del control proporcional. Estas conc1usiones estin acordes con las
posiciones de los polos dominantes en el lugar geometrica de las rakes, debido a que los palos

dominantes en lazo cerrado se aproximan al eje imaginario jUl. En concreto, para K=2.4 los polos en

lazo cerrado del sistema se situan sabre el eje imaginario jW, 10 que lleva al sistema a tener una
respuesta oscilatoria presentada en la figura 3.10.

Fig. 3.8 Respllesta al escalon. Fig. 3.9 Respllesta a la rampa. El control integl

introducci6n de l

muestra una gnif\

Amplitud K=2.4

Tlempo (seg.)

Amplitud

, - -

K=2.4

/', ....-~~'
- /,"­
/
/'

/

Tlempo (seg.)

/
/

/

~/

//"
/

_f ,'"

Si se calcula el err,

Fig. 3.10 Respuesta at escalon. Fig. 3.11 Respuesta a la rampa.
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Fig. 3.12 Control integral. Senal de error y senal de control
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(3.4)

(3.5)

(el =0)It ki
met) = ki· oe(t)·dt ==? M(s) =-·E(s)

s

1
ess = lim ; Kp = lim Gc(s)· G(s) .R(s)

S---70 1+ Gc(s)' G(s)' R(s) 5---70

3. Disell0 de sistemas de control en tiempo continuo y discreto

0.2

3.3.1 Accion de control integral

La acci6n de control integral genera una sefial de control proporcional a la integral de la sefial de
error:

-02

e(t)=O no implica m(t)=O, de hecho m(t)=cte. implica e(t)=O.

De este modo, para escoger el valor adecuado de ganancia del control proporcional se tiene que
realizar un compromiso con las indicaciones anteriores. En este caso, se puede escoger una K acorde
can el error estacionario 0 bien escoger una K para obtener una buena respuesta transitoria.

3.3 Control proporcional integral

La caracteristica mas importante de este tipo de control es que la acci6n correctora se efectua mediante
la integral del error, ello permite decir que el control integral proporciona una sefial de control que es
funci6n de la propia 'historia' de la sefial de error, permitiendo obtener una sefial de control diferente
de cero aunque la sefial de error sea cero.

El control integral permite obtener error estacionario nulo en un sistema de control mediante la
introducci6n de un elemento integrador en la funci6n de transferencia de lazo abierto. La figura 3.12
muestra una grafica tipica de la sefial de control y del error integral:

Si se calcula el error en regimen estacionario ante una entrada al escalon, R(s)=l!s.
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Si Ge(s) tiene un elemento integrador (polo en s=O) entonees Kp-7oo y e ss-7 O.

Sin embargo, la acci6n de control integral empeora de un modo substancial la estabilidad relativa del
sistema, aumentando el sobreimpulso de la respuesta transitoria, pudiendose obtener, inclusive, un
sistema inestable, debido a que al incorporar un polo en lazo abierto en el origen se desplaza eI lugar
geometrico de raices del sistema hacia el semiplano derecho de S. Par esta raz6n, en la pnictica, la
acci6n integral suele acompafiarse par otras acciones de control.

EI control proporci

la acci6n integral e
inestabilidad que CI

En la figuras 3.14)
integral.

Ejemplo3.2

3.3.2 Accion de control proporcional integral

La accion de control proporcional integral (PI) genera una sefial resultante de la combinaei6n de la
acci6n proporcional y la acci6n integral conjuntamente.

EI sistema a control

rt r 1 rt l
met) = k· e(t) + kiJoe(t)· dt == k t e(t) + Ti .Joe(t)· dtJ (3.6)

donde Ti es cl tiempo integral.

r 1] M(s) r 1 l
M(s) = k "L1+-,- .E(s) => --. = k 'L1+-.-J

TI's E(s) TI' S
(3.7)

done

La estructura en diagrama de bloques:

e(t) + met)

+

de

La inclusion de un I

a la funci6n de trf
empeoramiento de
cera, de manera que

EI modo de lograr
origen. De esta rna
anulani can el cero
una cancelaci6n po
integral al sistema i

Un buen criteria de
pequeno pasible n
ejemplo a=O.1. Te
Iimitaeiones ffsicas

'.5\ 3.52.515

----~ -.-- --;- -_.- -~. --~ -- ~~- --. -~-- ----:~ -- _. -7 -----

-- -- --- -.- ---- - : ------:. --- -- ~- -- - - ~- ----- ~- ---

·l'--~-----~----~------'

o 0.5

1.5

,,~, : ' , ~ : :

1 .... ~/·i--·--R>7-·~~--
05 --.~.--,__.. -,- __ __ .. __ ,., .. __ L. ) ,__ L ..

ol/..\---.:..... j .: --.~.----=--..:i=:.=.~.. =1=.=-i--.--------j

. ',l/, . .

Fig. 3.13 Diagrama de bLoques de La accion de control PI.

l\pSU42Jn.i••••• i.nn
os ' --\'r"'" .. '---- , --, ~--. --: : .
/) ; . -~ :
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Fig. 3.14 Control PI con K== 10, Kic==2. Fig. 3.15 Control Pi con K=1O, Ki=4
A continuaci6n, se

ante una entrada de



Ejemplo 3.2

En la figuras 3.14 y 3.15 se observan las respuestas temporales de un sistema con control proporcional
integral.
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C(s)

PLJ~.NTA

ki
s+-

ki k s+a
Gc(s) = k +- = k·-- = k .--

s s s

CONTROL

Fig. 3. 16 Sistema de control.

R(s) +

ki
donde a=­

k

1080
donde: G(s) = ;

s·(s+6)·(s+18)

3. Disell0 de sistemas de control en tiempo continuo y discreto

EI sistema a controlar se muestra en la figura 3.16:

La inclusi6n de un control proporcional integral implica introducir un cero real y un polo en el origen
a la funci6n de transferencia ell law abierto del sistema. La inclusion de este polo produce un
empeoramiento de Ia respuesta transitoria, para evitarlo se disefiara el proporcional integral, fijando el
cero, de manera que se mantenga 10 maximo posible el comportamiento del sistema inicial.

El control proporcional integral combina las ventajas de la acci6n proporcionaly de la acci6n integral;
la acci6n integral elimina el error estacionario, mientras que la acci6n proporcional reduce el riesgo de
inestabilidad que conJleva la introducci6n de la propia acci6n integral.

Un buen criterio de disefio para fijar el cero del proporcional integral, es decir 'a', es tomarlo 10 mas
pequeno posible respecto al polo dominante de la funci6n de transferencia de law abierto. Por
ejemplo a=O.1. Tengase en cuenta que el valor mas pequeno de 'a' posible vendra dado por las
limitaciones ffsicas ala hora de la realizaci6n practica del control.

A continuaci6n, se obtiene ellugar geometrico de rafces del sistema, la respuesta temporal del sistema
ante una entrada de tipo escal6n y un entrada de tipo rampa para dos valores de k (figuras 3.17-3.22).

EI modo de lograr este objetivo es situar el cero del proporcional integral 10 mas cercano posible al
origen. De esta manera el polo en law cen-ado originado por el aumento de orden del sistema se
anulani con el cero del proporcional integral, que es un cero en lazo celTado del sistema, efectuandose
una cancelaci6n pOlo-cero. Pudiendose, entonces, aproximar el sistema controlado por el proporcional
integral al sistema inicial con control proporcional.
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Eje Imaginario Control PI
D.'
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Control PI
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3. Di.'CIIO de siste!

Eje Imagina

10

·'0

·15

. - ~ - - - - . ~:..: ._- t -'~~ .

0.05

-D.OS

·0.1

~----

·5

·10

25 ·20 -15 ·'0 .s

Tiempo (seg.) Tiempo (seg.)

Fig. 3.19 Respuesia al escalon (k= 1). Flg.3.20 Respuesta a la rampa (k= 1).

Real Axis

Fig. 3.17 Lugar geomhrico de las raices.

K=1

- "

"

Eie Real

Fig. 3.18 Lugar geollletrico de las ra[ces (ampllacion).

Amplitud K=1

Fig. 3.23

Si se compara
control proporc
k, dado que s
mantenga el mi
estacionario c(
elecci6n de k s,

En el caso de (

se obtiene un S'

temporal ante l

3.4 Control

Amplitud__~__K_=~O_:_5_~__~__-.

::~~
I

Amplitud K=O.5

/

- x':
/

3.4.1 Acdon.

La acci6n de c
error:

"

D,'-'----:~----:'------,-:------'---_,':c'.5----.J

Tiempo (seg.)

Fig. 3.21 Respuesta al escalon (k=O.5).

Tiempo (seQ.)

Fig. 3.22 Respuesta a la rampa (k=O.5).

De este mod,

caracterfsticas ­
sefial de error'

de control deri

Sin embargo, (
una serral de ei



e(t) = cte.~ met) = 0

3.4 Control proporcional derivativo
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(3.8)

Tiempo (seg.)

Fig. 3.24 Respuesta al escalon (a=2).

0<

0.'

de(t)
met) = kd·-- ~ M(s) = kd·s·E(s)

dt

Control PI

·15 -10

Eje Real

.M_ ----.-.-~--o-

Fig. 3.23 Lugar geometrico de las ralces (a=2).

Eje Imaginario

3. Di.l'eiio de sistemas de control en tiempo continuo y discreto

Si se compara esta respuesta del sistema ante una entrada de tipo escal6n con la obtenida con el
control proporcional (P), se observa que ambas respuestas son aproximadamente iguales para la misma
k, dado que se produce una cancelaci6n polo-cero en lazo cerrado, provocando que el sistema
mantenga el mismo orden. Para la entrada de tipo rampa se observa que se elimina el error de regimen
estacionario con el control proporcional integral. Por ultimo, debe indicarse que a la hora de la
elecci6n de k se debera tener en cuenta las especificaciones transitorias y escoger la k mas id6nea.

En el caso de escoger el cera del controlador proporcional integral alejado del polo del origen (a=2),
se obtiene un sistema con ramas del LGR desplazadas hacia la derecha, fig. 3.23, por tanto la respuesta
temporal ante una entrada de tipo escal6n empeora, tal como se comprueba en la figura 3.24.

3.4.1 Accion de control derivativa

La acci6n de control derivativa genera una serial de control proporcional a la derivada de la serial de
elTor:

De este modo, el control derivativo mediante la derivada de la serial de error 'conoce' sus
caracterfsticas dinamicas (crecimiento 0 decrecimiento), produciendo una correcci6n antes de que la
serial de error sea excesiva. A este efecto se Ie denomina aeeion antieipativa. Resumiendo, la acci6n
de control derivativa ariade sensibilidad al sistema y tiene un efecto de aumento de estabilidad relativa.
Sin embargo, el control derivativo no puede utilizarse en solitario porque es incapaz de responder a
una serial de error constante.
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En conclusi6n, con un control derivativo un sistema no alcanzarfa nunca el estado estacionario. El

control derivativo siempre debe utilizarse en combinaci6n con otros controles por su influencia
estabilizadora mediante la acci6n anticipativa.

Ejemplo 3.3

Primer metoda. E

3.4.2 Accion de control proporcional derivativa

La acci6n de control proporcional derivativa (PD) genera una senal que
combinaci6n de la acci6n proporcional y la acci6n derivativa conjuntamente.

de(t) I de(t) l
met) = k·e(t)+kd·-- = k'le(t)+ Td '--J

dt dt

donde Td es el tiempo derivativo.

es resultado de la

(3.9)

TLI .
Icr = O'

M(s)
M(s) =k·(l+Td ·s)· E(s) => -- =k ·(1+ Td ·s)

E(s)
(3.10) donde kd'

La estructura en diagrama de bloques:

e(t) + m(t)

+

Se impone al sistet

Para cumplir dich'
situados en:

Fig. 3.25 Diagrama de bloques del control PD.

El control proporcional derivativo proporciona al sistema una mayor estabilidad relativa que se
traduce en una respuesta transitoria con menor sobreimpulso. Sin embargo, cuando la influencia del
control es muy grande, el sistema de control tiende a ofrecer una respllesta excesivamente lenta.

Existen dos posibles metodos de diseno, segun se priorice el cllmplimiento de las condiciones de
regimen estacionario 0 transitorio en las respuestas temporales. El primer metodo obtiene una
determinada respllesta temporal transitoria, quedando el regimen estacionario de la respuesta temporal
en funci6n del diseno realizado. El segundo metoda fija una determinada respuesta temporal en
regimen permanente, quedando las condiciones de regimen temporal transitorio en funci6n del diseno
realizado. A continuaci6n se expondran dichos mctodos mediante un ejemplo demostrativo.



Para eumpIir dichas espeeificaciones los polos dominantes del sistema en lazo cerrado deben estar
situados en:

rr;.(J

Fig 3.26 Sistema de control.
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Control P

-10 -5

Eje Real

S1.2 = -4 ± 50458 . j

-15

Eje Imaginario
15

10

-5

10 ~
-15 ~L-__-'-- "--__-'- -'-_---'>.-----'

-20

ts = 1 segundo y Mp = 10%.

CONTROL PLANTA

R(x) + I I I I C(s)}--__~ Gc(s) I--__~ G(s) 1----..--1....
, I I I I

- I

Mp =e uxI ::::::;. cud = 50458

4
tS=-::::::;'(J=4

(J

Fig. 3.27 Lugar geomhrico de las mias.

1080
Donde G(s) = ; Ge(s) =k· (1 + Td· s) = kd(s+ a)

s'(s+6)'(s+18)

1
donde kd = k .Td y a =­

Td

Ejemplo 3.3

3. Disello de sistemas de ('ontro/ell tiempo continuo .v discreto

Primer metodo. EI sistema a eontrolar se muestra en la figura 3.26.

Se impone al sistema unas espeeifieaeiones de respuesta temporal transitoria de:
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Dibujando el LOR del sistema, fig. 3.27, se puede observar que el sistema con un control proporcional
no conseguini las especificaciones de respuestas transitorias anterior, ya que ninguna rama del LOR

pasa por el punta Sl,2 = -4 ± 5.458· j.

Para lograr que el punto SI,2 = -4 ± 5.458· j pertenezca al LOR. se afiade un control proporcional

derivativo (PD), introduciendo el cero del control en una posici6n desde la cual sea capaz de atraer las
ramas del LOR. hacia la izquierda, de manera que el punto SJ,2 = -4 ± 5.458· j pertenezca al LOR.

Para fijar la posici6n del cero se impone la condici6n de angulo, fig, 3.28:

-18 -a

._----1 j5.458

Calculo del error

Fig. 3.28 Trazado para la aplicaci6n de la condici6n de angulo.

5.458 5.458 5.458 5.458
arctg-- - arctg-- - arctg-- - 180+ arctg-- = ±180;

a-4 18-4 6-4 4
de donde: a=11.136

Con esta posici6n del cero los polos de lazo cen'ado del sistema se situan en SI,2 = -4 ± 5.458· j. Ahora

se debe calcular el valor de la ganancia kd en dicho punto. Para ella se aplica la condici6n de m6dulo.

8.985 ·1080
kd· = 1

15,026·5.812·6.766

kd=0.0609

Para comprobar el disefio se puede dibujar el LOR. del sistema can control proporcional derivativo,
obteniendo el resultado que se muestra en la figura 3.29.

Se puede ver en la figura 3.29 que, efectivamente, para los valores de a y kd calculados se logra que
los polos en lazo cerrado se situen en las posiciones deseadas. Por tanto, se cumplen las condiciones
de respuesta temporal transitoria, pero se debe comprobar si el error estacionario es menor 0 igual que
el deseado.

Evidentemente, r

integrador en la .
respuestas tempo;

,("""d/
, i'

I ,/,
"I :-;-.,

I 'f,f . .,
f
I'

-r-, ­

I

1
-,'-

,/ ,

"oL~:__L.
u 0.2 o~

Fig'
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Fig. 3.31 Respuesta a la rampa.

Tiempo (seg.)

/

·5

Amplitud

I
/

!
I

/
f

0.5

Control PD

-15

1
essv = - = 14.74%

Kv

Fig. 3.29 Lugar geomerrico de las rarces.

Eje Imaginario

Kv = lim s· G(s) . Ge(s) = 10· kd . a =6.7834
S--70

15

10

-5

-10

-15 L.- -'- ...!- '-'.- --' ----'

-20

Tiempo (seg.)

/

/

Amplitud

Fig. 3.30 Respuesta al escalon.

"I,-
0.' I - - . -;-

I :/
/

of

3. Disel10 de sistemas de ("ontrol en tiempo ('ontilluo y dis("reLO

Oilculo del error estacionario:

Evidentemente, no se ha logrado un essv=O ya que para ello se necesita introducir un nuevo e1emento
integrador en la funci6n de transferencia en lazo abierto. En las figuras 3.30 y 3.31 se observan las
respuestas temporales del sistema disenado frente a una entrada tipo escal6n y una entrada tipo rampa.
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• Limitaciones en la utilizacion del control proporcional derivativo.

Teoda de eOIl/rol. DiseJio dee/rollieo 3. Di.wiD de sislel

Supongase que se desee imponer al mismo sistema una respuesta transitoria con el mismo
sobreimpulso pero con un tiempo de establecimiento de 0.4 seg. Para ello, son necesarios unos polos
domillantes en laze cerrado en Ia posicion SI.2 = -IO± 13.643· j.

Alt""---i j 13.643

Amplilud

-18 -a -10 -6
./

0/
1

Fig. 3.32 Trazado para La aplicacion de fa cvndicion de clngulo.

Si ahora se aplica la condie ion de angulo, fig. 3.32, para hallar la posicion necesaria del cero del

proporcional derivativo, para situar los polos en lazo cerrado en SI.2 = -IO± 13.643· j.

Fig. 3.34 Respl<

Conclusiones:

13.643 13.643 13.643 13.643
arctg--- arctg---- 180+ arct a--- 180 + arctg--= ± 180'

a-IO 18-10 b 10-6 10'
a= 4.4324

• Para e
debido a

celTado.

Aplicando In cOlldicion de modulo se obtienen estos polos en lazo cerrado para kd=0.2388.

En la figura 3.33 se puede observar el LOR. del sistema con el control proporcional derivativo
disefiado.

-15
.20'------.1~5---.--1,,----------5-'-------'-----'

Eje Real

Eje Imaginario

'5

10

o -

-5

-10

Control PO

I
I

I
( ;~ -0 :t,.-

~
)

\

Observando el LOR. se observa como en

principio no se puede !lablar de polos

dominantes, ya que existe un polo real en

lazo cerrado entre el origen y "a".

En las figuras 3.34 y 3.35 se presentan las

respuestas temporales ante una entrada de

tipo escalon del sistema con control

proporcional derivativo con dos ganancias

distintas (kd=0.2388 y kd=0.0609).

.Para el

en m6du

Las diferencias de

de lograr disefios

esta zona, a no sel

Si los requerimie
derivativo en el Sl

derecho, creando I

los p%s dominal

obtendrfa el cero

cerrado en el semi
se puede observar

temporal ante una

Fif;. 3.33 Lugar geol/lbricv de fas mlces.



•Para el otro valor de ganancia, el polo dominante es el real, que debido a su pequeno valor
en m6dulo pravoca que la respuesta sea lenta.

ts == O.2seg => (J == 20

Mp == 10% => 0Jd == 27.287
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Amplitud

Tiempo (seg.)

Fig. 3.35 Respuesta af escalon para kd=O.0609.

Tiempo (seg.)

Fig. 3.34 Respuesta af escalon para kd=O.2388.

Amplitud
'.2 r(--'~-~,---.--..---r----,--..-----.

3. Disff10 de sistemas de control I'll tielllpo continuo y dis(:,-et"

Conclusiones:

• Para el valor de ganancia disenado, la respuesta transitoria es la esperada. Ello es posible
debido a que para esta ganancia se esta acentuando el efecto de cancelaci6n polo-cero en lazo
cerrado.

Las diferencias de valor de las ganancias de estos dos casos no son muy significativas, por ello, a pesar

de lograr disenos adecuados, se recomienda no situar el cero del control proporcional derivativo en
esta zona, a no ser que se posean herramientas de simulaci6n para hacer una valoraci6n.

Si los requerimientos son mas exigentes se acabarfa teniendo el cera del control praporcional
derivativo en el semiplano derecho, de modo que aparecerfa un polo en lazo cerrado en el semiplano
derecho, creando un sistema inestable; por ejemplo, si se imponen las especificaciones:

los polos dominantes deberan estar en s1.2==-20±27.287:j, Y aplicando la condici6n de angulo se

obtendrfa el cera del proporcional derivativo en a=-22, provocando la aparicion de un polo en lazo
cerrado en el semiplano derecho, ocasionando que el sistema sea inestable. En las graficas siguientes
se puede observar el LOR. del sistema con el control proporcional derivativo, fig. 3.36a, y la respuesta
temporal ante una entrada de tipo escalon, fig. 3.36b.
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Eje Imaginario Control PO Amplitude
Eie Imaair30

\
i l-"I

20-

I 10

10 C

!
i

°t ";;......_.....

I -

I
o

-, -

.<;

Eje Real

Fig. 3.36a Lugar geometrico de las rafces.

Tiempo (seg.)

Fig. 3.36b Respuesta al escalon.

·10

/

Segundo metodo: Otra manera de diseflar un control proporcional derivativo es fijando primero La
ganancia para asegurar un error estacionario. Por ejemplo, utiLizando el mismo sistema del metodo 1
donde se Ie impone, a priori, un error en regimen estacionario ante una entrada de tipo rampa.
Observese que la accion derivativa no afecta al estado estacionario.

1
essv =14.74% =? Kv =--K

0.147

Kv = lim s· G(s) . Gc(s) =? K = 0.678
S----70

Ahora resta fijar un unico grado de libertad que es la posicion del cero del proporcional derivativo.
Para ella, se puede dibujar el LGR del sistema en funcion de la posicion del cero del proporcional
derivativo. De esta manera se conoceran todos Los posibLes valores en donde se puedcn situar los palos
en Lazo cerrado del sistema para el valor de K prefijado (que permite obtener el error en regimen
estacionario preestablecido).

A partir de la ecuacion caracterfstica deL sistema:

1080·(K+Kd·s)
------+1=0
s· (s+ 6) . (s + 18)

se puede transformar como:

1080· Kd· s
-;:----:;:-------+ 1=0
s3 +24's2 +108's+732.7

de donde se puede dibujar el siguiente LGR., fig. 3.37, en funcion de Kd, es decir, la posicion del
cera.

Fig..

Sin embargo, si
SI.2 = -lOi13.643

Conclusiones:

• Este m
Posterior
control pi

• En el E
ganancia
Kd. Segi
praporcio
caso anter
ademas n(·

una entrac,



Conclusiones:

Sin embargo, si se quisiera Mp==l0% y ts==O.4 seg, 10 cual implica palos dominantes en
51.2 == -10± 13.643· j, se encontraria que esta posici6n no pertenece al LOR.

• Este metodo se utiliza cuando 10 mas importante a garantizar es 1a exactitud estacionaria.
Posteriormente, se encuentra una Kd, que determina la posici6n del cero introducido por el
control proporcional derivativo, para una condici6n de respuesta transitoria determinada.

147

Sabre este LOR. se pueden imponer
unas condiciones de respuesta
transitoria y analizar si son
alcanzables.

Si se impone Mp==l0% y ts==lseg,
esto es , que los palos dominantes en
lazo cerrado esten en
SI,2 == -4 ±5.458· j. AnaIizando el

LOR se observa que dicho punta
pertenece al LOR. Para comprobarlo
de manera analftica se aplicarfa la
condici6n de angulo. Aplicando la
condici6n de m6dulo en dicho punta
se encontrarfa el valor de Kd==
0.0609. Este resultado era previsible,
ya que se ha impuesto como
condici6n de error en regimen
estacionario el resultado obtenido en
el metodo 1.

.S

Control PO

.1n

Eie Real

Fig.3.37 Lugar geometrico de las ralces.

• En el LOR en funci6n de Kd, se observa la evoJuci6n de los polos en lazo cerrado para una
ganancia K fija en funci6n de la evoluci6n del cero del proporcional derivativo, es decir de
Kd. Segun este LOR., para un error estacionario fijo (K fijo), en general el control
proporcional derivativo no permite imponer cualquier respuesta temporal. POl' ejemplo, en el
caso anterior hay limitaciones con respecto al maximo sobreimpulso que se puede conseguir y
ademas no se puede lograr tiempo de establecimiento inferior a 0.33 seg. para una respuesta a
una entrada de tipo esca16n, y ello siempre que se pueda aplicar polos dominantes.

Eie Imaainario

-?~

3. Diseiio de sistemas de control en tiempo continuo y discreto
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Ejemplo 3.4

Dado el sistema realimentado de la figura 3.38:

Teoria de cO/1/rol. Diseno eleclrollico 3. Disefio de sis/cilia!

Se desea hallar el

Fig. 3.38 Sistema de control.

R(s)

donde:
k

Gp(s) = 1

s·(s+2)·(s+7)-

d) El valor de los

respuesta transitol
segundo.

e) HallaI' el valor

valor de k se logra

SoIucion:

Se desea disefiar un sistema que verifique las siguientes especificaciones:

1. Tiempo de pico menor 0 igual a 1 segundo.

2. Maximo sobreimpulso menor 0 igual a 5 %.

Para realizar dicho disefio se proponen los siguientes pasos:

a) Representar en el plano S las zonas en las cuales se cumplen ambas especificaciones presuponiendo

cararacterizacion dinamica de un sistema de segundo orden subamortiguado.

b) Dibujar ellugar geometrico de las raices del sistema.

c) Razonar par que el sistema en lazo cerrado no puede cumplir la primera especificaci6n.

Para cumplir las especificaciones se introduce un control proporcional derivativo en el sistema como

muestra la figura 3.39:

R(s) + C(s)
-

Gp(s)

H(s)

Control PD
Fig. 3.39 Sistema de control.

k
donde: Gp(s) = '); H(s) == s+a

s'(s+2)'(s+7)-

a) Zonas del plane
sistema:

tp =I seg

Mp = 5% :::} e

cos ¢

GrMicamente, el r~

es la zona intersecL

plano Scoma se ob'

b) Trazado delluga:

* LGR sot,
conclusi6n, que uni<

* Asfntotas



Fig. 3.40 Condiciolles 1 y 2 traZlldas en el plallo S.

Solucion:

149

cr

±180 0
. (2A+ I) f ±45°

4 = 1±135°

±1800 . (2A+ I)
¢=-----

n-m

* Asfntotas:

3. Diseno de sislemas de cOIl/rol ell /iempo cOlltinuo y discrew

cos ¢ = .; =::} ¢ = 46.36°

-n·V
/'~1_J=2

Mp = 5% =::} e ., = 0.05 =::} .; = 0.69

n
tp = 1 seg =::} tp =~ =::} Wd = 3.14

Wd

d) EI valor de los polos en lazo cerrado tales que, cOllsiderando aproximaci6n por polos dominantes, la
respuesta transitoria al escal6n presente un maximo sobreimpulso del 5 % y un tiempo de pica de 1
segundo.

Se desea hallar el valor de "a" para lograr cumplir las especificaciones anteriores. Para ello, calcular:

e) Hallar el valor de "a" para conseguir los polos en lazo cerrado del apartado anterior. "Para que
valor de k se logran dichos polos?

a) Zonas del plano S en las que deberfan encontrarse los polos complejo-conjugados dominantes del
sistema:

b) Trazado dellugar geometrico de las rafces:

Graficamente, el resllltado de las condiciones 1 y 2
es la zona intersecci6n enlre las zonas rayadas en el
plano S como se observa en la figura 3.40.

* LOR sobre eje real: EI anal isis de este apartado de construcci6n del LOR conlleva, como
conclusi6n, que unicamente pertenece al LOR sobre eje real la zona comprendida entre s=O y s=-2.
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* Puntos de intersecci6n de las asfntotas con el eje real:

Lp-Lz -7-7-2
(J= = -4

n- m 4

* Puntos de ruptura:

k 2
1+ 2 =0~k=-s'(s+2)'(s+7)

s·(s+2)·(s+7)

dk,., 1sl = -0.841 E LGR
-=o~2·s~ +1O's+7=0~
ds s2 = -4.1583 ~ LGR

EI valor de k para el puntc que pertenece allugar geometrico de las rakes es:

k = -s·(s+2)·(s+ 7)21 = 36.97 > 0 luega s=-0.841 es un punta de ruptura.
s=-O.841

* Punta de cruce can el eje imaginario:

4 3 2
2 = -1 ~ s + 16· s + 77 . s + 98 . s+ k = 0

s·(s+2)·(s+7)

AIgoritmo de Routh:

3. Diseizo de sisten

c) EI sistema no
imaginaria de 10
valor de 2.475 eI

d) Para lograr vt

segun la topolog
lazo cerrado don
Mp=5 % y tp=l s

4 77s
3 16 98s
2 70.875 ks
1 70.875·98-16· k

s
0

70.875
s k

Anulando las filas:

70.875· 98-16· k
k = 0; = 0~ k = 434.109

70.875

EI polinamio allXttiar es:

Pa(s) = 70.875· s2 + kj = 70.875· s2 + 434.1 = 0~ Sl,2 = ±j2.475
k=434.1

En la figura 3.41 puede abservarse el lugar geometrico resuHante de este sistema.

En conclusi6n la

e) Para que las I

angulo (pertenen
proporcionani 1o,



En conclusion las rafces deseadas son: SI,2 = -3 ± j3.14

n
tp = 1 seg ~ tp = - ~ Wd = 3.14

Wd

-nV
Mp=5%~e /~I-e =0.05~~=0.69
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2o-2-6 -4
Eje Real

Lugar Geomelrico de las Raices

Fig. 3.4J Lugar geol1u?trico de las mlces.

4

0

-2

-4

-6

-8
-12 -10 -8

Eje Imaginario
8,--------,-----,---,------,---,----,-----,-----,

3. Disei"io de sistemas de cOlltrol en tiempo continuo y discreta

Wd 3.14
Wn = R = ~1-0.692 = 4.33; (J" = ~'Wn = 0.69·4.33:;:: 3

c) EI sistema no puede cumplir la primera especificacion (tiempo de pico) porque para ello la parte
imaginaria de los polos dorninantes deberia ser mayor 0 igual a 3.14 y como maximo se alcanza el

valor de 2.475 en ellfmite de estabilidad.

d) Para lograr verificar las especificaciones requeridas se disefiara un control proporcional derivativo
segIin la topologla que muestra la figura 3.39. Previamente se debe calcular el valor de los polos en
lazo cerrado dorninantes que proporcionarfan una respuesta transitoria al escalon con caracterlsticas de
Mp=5 % y tp=1 seg. Recordalldo los resultados anteriores:

e) Para que las ralces deseadas sean polos en lazo cerrado, es necesario cumplir las condiciones de
angulo (pertenencia al lugar geometrico de las rakes) y modulo. La aplicacion de estas condiciones
proporcionara los valores aprop;ados de control introducido.
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~ ....

------ /' "---.
------ ------ : \ "---.

/ \ "---.

/ \

jw

j3.l4

-7 -u ·3, -2 cr

Fig. 3.42 Trazado para iJl]poner la condici6n de angulo.

Condici6n de angulo, fig. 3.42:

3.14 3.14 0 3.14 0 3.14 0
arctg---2·arctg---180 +arctg---180 +arctg--=±180 ~a=-0.441

a-3 7-3 3-2 3

Observando el resultado obtenido en el disefio, el control proporcional derivativo introduce un cero en
semiplano derecho en el plano S; el cual, analizando el lugar geometrico de las rakes resultante,
conllevara la existencia de un polo en lazo cerrado en semi plano derecho; obteniendose, en
consecuencia, un sistema inestable en lazo cerrado. Las especificaciones sobre este sistema son
excesivamente restrictivas para ]Joder lograrlas con un control proporcional derivativo exclusivamente,
requeriendose realizar alguna acci6n de control adicional.

3.5 Control pl'oporcional integral derivativo

La acci6n de control proporcional integral derivativa (PID) genera una senal resultado de la
combinaci6n de la acci6n proporcional, la acci6n integral y la derivativa conjuntamente.

EI disefio de I

cumplir las (
proporcional il
sistema no afe(

Ejemplo3.5

El sistema a co

Donde-

dee t) ft [" dee t) 1 ft l
met) = k· e(t) + kd·--+ ki oe(t) ·dt = k 'll + Td· --+-:-. oe(t)· dtj

dt dt Ti
(3.11)

donde.,

TL/ .
/CI =0'

[" I l M(s) [" 1 l
M(s) = k'll+Td .s+--j.E(s) ~-- = k·ll+Td.s+--j

~ Ti·s E(s) Ti·s
(3.12)

Imponiendo la:.

Se llega al d
anteriormente

La estructura en diagrama de bloques se muestra en la figura 3.43.

La acci6n de control proporcional integral derivativa permite eliminar el error en estado estacionario,
logrando una buena estabiJidad relativa del sistema de control. La mejora de estabilidad relativa
implica una respuesta transitoria con tiempos de adquisici6n y un valor de maximo sobreimpulso
pequefios.

En las figuras
como las resptf



Se ll.ega all disefio de los controles proporcional derivativo y proporcional integral realizados
antenorment~

En las figuras siguientes puede verse el LGR, fig. 3.45, del sistema con el control PID disefiado, asf
como las respuestas temporales ante entradas de tipo escalon. fig. 3.46, y rampa, fig. 3.47.
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+ m(t)

+

( 1) (s+a)'(s+b)
Oc(s)=k· l+Td·s+-.- =kd-----

Tl'S . s

e(t)

CONTROL PLANTA

}--I~I Gc(s) '1--_--...1 G(s) 't-_-..-C_(~....)~
I I I I

Fig. 3.44 Sistema de control.

Fig. 3.43 D,iagranw de blo(jltes de un control PID.,

R(s) +

Donde : O(s) =-----­
s'(s+6)'(s+18)

1080

3. Disell0 de sistemas de control en tiempo continuo y discreto

Ejemplo 3.5

El disefio de un control PID se realiza disefiando primero el control proporcional derivativo para
cumplir las condiciones de respuesta transitoria y, posteriormente, se afiadiendo el control
proporcional integral obtenido tal como se ha visto anteriormente, de manera que su incorporaci6n al
sistema no afecte ala respuesta transitoria del sistema, pero sf elimine el error estacionario.

EI sistema a controlar se muestra en la figura 3.44:

I
dondekd=k·Td; a=-; b=-

Td Ti

(s+ 11.136)·(s+0.1)
Gc(s) =0.0609·-----­

s

lmponiendo las condiciones de respuesta transitoria de: Mp= 10% y ts= lseg.
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Eje Imaginario

~_.-

Caltrol PIO

Teorla de control. Di.l'ell0 electuJllii °

Amplitud'r'­
,~ . . .

;

o'oLf_~__~__~~_'_~
0.4 0.6 D.B 1

3. Dise,zo de siste/

Se desea diseil<

I. Em

2. Em

4. Tie~

Para realizar est

a) Comprabar q

EjeReal

Fig. 3.45 Lugar geoltuitrico dp las mlces.

Amplitud

Tiempo (seg.)

Fig. 3.46 Respuesta al escalon.

b) Para hacer cu

10 r--r--'-~-~-~~~-~------r-:?

, /

-/-'/ -

\

7 .

~./~

<
_,.L"/_

/:
4 5

Tiempo (5eg.)
10

Calcular k para

cumple la condie

c) Introducir un I

Fijar el cera del

geometrico de la:

cumple la condie

d) Introducir un (

Ejemplo 3.6

Fig. 3.47 Respuesta a la rampa.

Dado el sistema realimentado de la figura 3.48:

R(s) + I 11---.11 I C(s)
----'-'-''----''OO-~I Ge(s) I "' Gp(s) I

Fig. 3.48 Sistema de cOlllrol.

Se fija lIno de 1m'
condiciones 3 y

este valor de k cc'

Soluci6n:

a) Determinacion

50
donde: Gp(s) = ----­

(s+2)'(s+3)
Ge(S) = Control



Calcular k para cumplir dichos elTores y comprobar mediante el lugar geometrico de las rafces si se
cumple la condici6n 4.

Se fija uno de los ceros del PID en s=-4. Ca1cular la posicion del cera restante para que se cumplan las
condiciones 3 y 4. HallaI' el valor de k para el cual se verifican dichas condiciones. l,Es compatible
este valor d~ k con las condiciones 1 y 2?

Fijar el cero del control de manera que se cumpla la condicion 4 y comprobar, mediante el lugar
geometrico de las rafces, que para el valor de k que verifica las condiciones de en'or estacionario no se
cumple la condicion 3.

d) I~roducir un control proporcional integral derivativo.

ISS

k
Gc(s) =­

s

2. Error estacionario a la rampa del 24 %.

1. Error estacionario al escalon nulo.

3. Maximo sobreimpulso del 14 %.

4. Tiempo de establecimiento de 2 segundos.

3. Disefio de sistemas de control en tiempo continuo y discreto

Se desea disefiar un sistema que verifique las siguientes especificaciones:

b) Para hacer cumplir las condiciones de errores estacionarios se introduce un control integral:

Para realizar este disefio se proponen los siguientes pasos:

a) Comprobar que para Gc(s) = 1 no se cumple la condicion de en'or estacionario al escalon.

50 50
Kp= lim =-=8.33

Ho(s+2)'(s+3) 2·3

k'(l+Ti'S)
Gc(s)=----

s

2
Ti·Td·s +Ti·s+l (s+a)·(s+b)

Gc(s) = k· = k·-----
s a· b· s

c) Introducir un control proporcional integrativo.

a) Determinacion del error en estado estacionario:

Solucion:
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1
essp == --== 0.1 071 ~ essp == 10.71 %

1+ Kp

Teoda de cOlltrol. Diseiio electrol1ico 3. DiseJlo de sisl

* Pu

Se observa que el error en regimen estacionario no es nulo, pOl' tanto sera necesaria la presencia de un
elemento integrador, aiiadido por el control, en la funci6n de transferencia de lazo abierto.

b) La funci6n de transferencia resultante en lazo cerrado es:

C(s) 50· k

R(s) s·(s+2)·(s+3)+50·k

La expresi6n del error:

El valor de k ]

k=

E(s)

R(s)

s'(s+ 2)· (s+ 3)

s· (s + 2) . (s + 3) + 50 . k * Pur

POl' tanto, el error en estado estacionario de veJocidad resulta:

s'(s+2)'(s+3) 1 6
essv == lim s· '7 == --;

HO s·(s+2)·(s+3)+50·k s~ 50·k

1 6
essv == - == -- == 0.24 => k == 0.5

Kv 50· k Desarrollando

La condici6n de ts=2 segundos implica:

jw

-1.5

~
Fig. 3.49 Trazado en plano S.

3
ts = 2 seg. == - => a == 1.5

a

Cuando los polos en lazo cen'ado dominantes poscan a == 1.5 el
sistema respondcra con ts=2; 0 10 que es 10 mismo los polos en
lazo cerrado dominantes deben pertenecer a la recta s==-1.5 en el
plano S, tal y como muestra la figura 3.49.

An ulando las f

Reglas de construcci6n del lugar geometrico de las ralces:

* Asfntotas:

¢ = ±180o . (2),+ I) = ±180o . (2),+ I) == J±60
o

n-m 3 1±180o

* Puntos de intersecci6n de las asfntotas con cl ejc real:

LP-LZ -2-3
a = == -- == -1.6

n-m 3

EI polinoillio,

real cem.

En el lugar gel:
intersecci6n cr:

segundos. En f
realizado.
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3 1 6S
2 5 50·ks
I 30-50·k

s
5

0 50·ks

50·k s'(s+2)'(s+3)
1+ =O=::::}k=-------

s'(s+2)'(s+3) 50

50·k
------=-1 =::::} s3 +5's2 +6·s+50·k =0
s·(s+2)·(s+3)

30-50· k
50· k = 0 =::::} k = 0; = 0 =::::} k = 0.6

5

dk 2 lSI = -0.784 E LGR
-=0=::::}3·s +1O's+6=0=::::}
ds s2 = -2.548 ~ LGR

S'(S+2)'(S+3)j
k = - = 0.042 > 0 luego s=-0.784 es un punto de ruptura.

50 s=-o.784

* Puntos de ruptura:

Pa(s) = 50· s2 + 50· kl = 50· s2 + 30 = 0 =::::} SI,2 = ±j2.45
k=O.6

* Punto de cruce con el eje imaginario:

3. Disefio de sistemas de cOlltrol el1 tiempo cOlltilll/O y discreto

EI valor de k para el punto que pertenece allugar geometrico de las rakes es:

Desarrollando el algoritmo de Routh:

Anulando las filas del algoritmo:

El polinomio auxiliar permitira determinar las posibles rakes de la ecuaci6n caracterfstica con parte
real cera.

En el lugar geometrico de las rakes se observa que no existe ningun valor de k para el cual se logre
intersecci6n entre dicho lugar y la recta s=-1.5. Por tanto no es posible verificar la condici6n de ts=2
segundos. En la figura 3.50 puede observarse el lugar geometrico de las rakes resultante del estudio
realizado.

I
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Lugar Geometrico de las RafcesEje lmaginario
4r---r--.----,------.-----,---.----.-------,--r~____,

donde, observando
j2.4

0.784
af------ry(

1> = arc(
-1

-2
, -j2.4

de donde se deduc
respuesta del sisteJ
cual implica que nc0.5

-3

-4 L-_'--_-'----_-'---_--'-_--'---_-L-_---'-_---'--_----"-----"--'
-4 -3.5 -3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5

Eje Real

Fig. 3.50 Lugar geomerrico de las ralces.

c) Se debe mantener el valor de k=0.5 para cumplir las condiciones de error en estado estacionario. El
cero introducido por el control proporcional integral se situa sobre el polo en lazo abierto situado en

s=-2; lognindose, de este modo, verificar la condici6n de 0'=1.5, dado que este es el punto de
intersecci6n de las asfntotas con el eje real coincidiendo con el valor del punta de ruptura y el angulo

de las mismas es de 90°.

d) Introducci6n de

Para el valor de k=0.5 y Ti=0.5 se obtiene:
Para que se cumpla
los puntos del plan<

25·0.5
GLA(S)=--­

s'(s+3)

La figura 3.51 muestra ellugar geometrico de las rakes en funci6n de k considerando Ti=0.5.

JCD

\
-1.5

-3 (J

I
Fig. 3.51 Trazado en plano S.

Ubicaci6n de los polos en lazo cerrado a partir de la ecuaci6n caracterfstica:

S2 + 3·s+ 12.5 = 0::::::> Sl,2 = -1.5±3.2j



Para que se cumplan las condiciones 3 y 4 es necesario que ellugar geometrico de las ralces contenga
los puntas del plano S que cumplen dichas condiciones.

Fig. 3.53 Candici6n de cingula

Calculando segun muestra la figura 3.53.
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jw

j3.2

'\
'\

'\
'\

-1.5 <I>

-3 / (J

/
/

/
/

-j3.2

Fig. 3.52 Candici6n de cingula.

4·a·s

(s+4)· (s+a)

jco

j2.4

" "-1.5 <I>

,

(J

/
/

/
-j2.4

50·k
GLA(S) =----­

(s+2)·(s+3)

Mp = 14% =:::} ~ = 0.53

¢ =arcos(~)=5So

-3

3.2 0
</J = arctg - = 64.S

1.5

OJd = 1.5· tg5S0 = 2.4

¢ = ar cos(~) = 64.So
=:::} ~ = 0.425

3. DiseJ10 de sistemas de control ell tiempo colllillllO y discreto

donde, observando la figura 3.52:

de donde se deduce que el maximo sobreimpulso de la
respuesta del sistema en lazo cerrado es del 23% , 10
cual implica que no se verifica la condici6n 3.

d) Introducci6n de un control proporcional integral derivativo:



160 Tcor{a de co/urol. Disc/Io ele('lrtJllico

jw

j2.4

3. Disei10 de sis/en,

La respuesta tt
permite comprc
deseada.

-a -4 -3 -2 a 3.6 Estructul

Fig. 3.54 Condidon de lingulo.

ApJicando la condici6n de angulo para encontrar el valor id6neo de "a";

2.4 2.4 2.4 2.4 a 2.4 a
arctg--+arctg---arctg---arctg---180 +arctg- =±180 ==> a = 5

a -1.5 4 -1.5 3-1.5 2 -1.5 1.5

Para calcular el valor de k aplicamos la condici6n de m6dulo:

En conclusi6n, la funci6n de transferencia en lazo abierto tras el disefio resulta:

50·0.54 ·(s+4) '(s+5)
GLA(S) =--------

20·s·(s+2)·(s+3)

Dado que el valor de k es mayor que 0.5, el error en estado estacionario sera menor que el
especificado, 10 cual es ventajoso.

Las acciones c(
denominada cerr
traves del lugar
ubicar las ralces
bajo determinad
descripci6n de Ie

Desde eJ punta d
proporcional den

donde:

/
/

\

Amplitud

2

1.8

1.6

1.4

I.2

0.8

0.6

0.4

0.2

Respuestas lemporalcs en lazo cerrado

Tiempo (seg.)

Las estructuras ce
distintas acciones.
desde el punto de
introducen un ceri
panimetros, en Iu
derivativo y propo
este, normalmente'

En el procedimie
determinadas apro;
zona, para que si s<

Fig. 3.55 Respuestas temporales con diversos controles.



3.6 Estructuras controladoras cero-polo y polo-cero

Desde el punto de vista de disefio de filtros, se puede afirmar que las acciones de control proporcional,
proporcional derivativo y proporcional integral verifican la siguiente funci6n de transferencia:

La respuesta temporal del sistema de control disenado frente a una entrada tipo escalon unitario
permite comprobar que el error en estado estacionario es nulo manteniendo la respuesta transitoria

deseada.

161

(3.13)
l+~

We cop s+We s+We
Ge(s) = kp.-- = kp'-'-- "" k·--

I +~ We s+ (Op s+cop
cop

si We> cop se obliene una red polo-cero 0 filtro paso bajo

si We < cop se obtiene una red cero-polo 0 filtro paso alto

si We = cop se obtiene un control proporcional

si wp ~ 0 se obtiene un control proporcional integral

si cop ~ 00 se obtiene un control proporcional derivativo

3. Diseiio de sistemas de control ell liempo continuo y discrelo

donde:

Las acciones controladoras estudiadas hasta ahora son casos concretos de una estructura general

denominada cero-polo 0 polo-cera. De hecho, el disefio de un controlador especifico en el plano S a

traves del lugar geometrico de las raices se reduce al calculo de los parametros optimos que permiten
ubicar las ralces en lazo cerrado en determinada zona del plano S, logrando, de este modo (siempre
bajo determinadas aproximaciones), la dim'imica requerida al sistema. Este proceso se basa en la
descripci6n de la funcion de transferencia del control a partir de sus ceros y polos.

Las estructuras cero-polo y polo-cero pueden disefiarse en dominio temporal de forma amlloga a las
distintas acciones de control que se han estudiado en este capitulo. Para ello debe observarse que
desde el punta de vista de adicion de singularidades a la funci6n de transferencia en lazo abierto se
introducen un cero y un polo reales; pOl' esta raz6n el disefio 6ptimo conlleva la oblenci6n de tres
panlmetros, en lugar de dos como sucedia en las acciones de control proporcional, proporcional
derivativo y proporcional integral; obviamente, esta particularidad complicara el disefio, efectuandose
este, normalmente, en dominio frecuenciaI.

En el procedimiento de disefio en dominio temporal existe una zona del plano S que, bajo
determinadas aproximaciones, verifica la dinamica deseada; siendo si un punto de interes de dicha
zona, para que si sea polo en lazo cerrado deben verificarse las condiciones de angulo y m6dulo:



Dado que la topo1ogia de control es tipo serie OLA(S) = OpCs) . Ge(S) y siendo si = -a+ jWd, sc

obtendran las siguientes expresiones:
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/OLA(Si)1 = 1 Condici6n de angulo

LOLA(Si) = ±1800 Condici6n de modulo

Teoria de contral. DiscI/a elec/ronica

(3.14)

(3.15)

(3.16)

3. Disci/a de sistema.

Se puede reSUlT

independientemel
tiempo continuo·
manteniendo !;l I
estudio. Sin emba

• Deben transforn
en la funci6n G(

transformaci6n z.

cera en infinitoso

o @ @ 0
LGp(Si) + LGc(Si) = ±180 => LGp(Si)+ arctg---arctg--= ±180

. (J)c-a wp-a
(3.17)

plano Spar repeti

z =esTofrece el re

A estas dos expresiones debe unirsele la resultante de aplicar la especificacion de precision medida en

terminos del enor estacionario, formando un conjunto en sistema de tres ecuaciones y tres incognitas
que debera resolverse por procedimientos numericos. Este hecho, unido a que posteriormente al
d.lculo deben verificarse las aproximaciones realizadas, provoca que usualmente el disefio de estas
redes sc realice en dominio frecuencial, disefiandose, fundamentalmente, estructuras proporcional,

proporcional derivativo y proporcional integral en dominio temporal.

3.7 Discretizacion de sistemas de tiempo continuo

Generalmente, el disefio Lie sistemas de control se realiza en funci6n de la realizaci6n ffsica final; por

esta raz6n, se disefian sistemas de tiempo continuo cuando la implementaci6n resultante es tipo
hardware 0 mediante circuiterfa eJectr6nica, y los sistemas de tiempo discreto para una realizaci6n tipo
software 0 programada. Sin embargo. cabe la posibilidad de transformar los sistemas de control en

tiempo continuo 0 anal6gicos en sistemas de tiempo discreto; para lograr este prop6sito es necesario

(rans~rmar el hardware y la caracterizaci6n dinamica del sistema de control.

El problema, de este modo, se reduce a obtener los panimetros adecuados del sistema discrete en

funci6n de los parametros de la funci6n de transferencia del sistema de tiempo continuo, de modo que
la sustituci6n de un hardware (con la programaci6n adecuada) por otro, en la topologia de control
total, sea adecuada. Las figuras del ejemplo que se realiza a continuacion muestran a traves de
diagrama de bloques el proceso de discretizaci6n.

Existen varios metodos de discretizacion de sistemas 0 filtros analogicos, como el metodo de Tustin,
tambien denominado transformaci6n bilineal 0 integracion trapezoidal; sin embargo, el estudio Se

centrara en un metodo eficaz y simple desde el punta de vista algebraico como es el metodo del

mapeado cero-polo.

El procedimiento I

siguientes pasos:

1. Debe

transform,

2. Los eet
conclusiol
transferen'

3. Debe <l;

valor que
coincideD!

Observacion: si el
de frecuencia de tn

funciones ell z=-l '

En sistemas de eo
exige la presencia
de control de tiern

de control de liernr
estabilidad relativa
el hardware digita
realizan diversas 8

ejemplo siguiente r

Erick
Highlight

Erick
Highlight

Erick
Highlight

Erick
Highlight



z = esT ofrece el resultado z=-I.

EI procedimiento de discretizaci6n segun mapeado cero-polo puede resumirse, de este modo, en los

siguientes pasos:

1. Debe factorizarse G(s) obteniendo sus ceros y polos. Los ceros y polos de G(s) se

transforman del plano S al plano Z aplicando la relaci6n z = esT.

1633. Diseiio de sistemas de control ell tiempo continuo y discreto

3. Debe ajustarse la ganancia en continua del sistema discretizado para adquirir el mismo
valor que la ganancia en continua del sistema de tiempo continuo. Para ello se verifica la
coincidencia de la ganancia de G(z) en z=1 y de la ganancia de G(s) en s=O.

2. Los ceros en infinito de G(s) se mapean al punto z=-1 (manteniendo su multiplicidad), en

conclusi6n por cada cero en infinito de G(s) se oligina un factor z+ I en la funci6n de
transferencia G(z).

• Deben transformarse los ceros en infinito que posea la funci6n de transferencia G(s) en ceros en z=-1
en la funci6n G(z). Para razonar este aspecto debe considerarse que la aplicaci6n directa de la

transformaci6n z = esT ofrece un resultado infinito; sin embargo puede considerarse que el efecto del
n n·n

cero en infinitosobre la funci6n muestreada G*(s) implica ceros en posiciones OJ = -. 0Js = -- en el
2 T

0Js
plano S por repetici6n de las bandas al aplicar el muestreo. La transformaci6n de s = j- mediante

2

Se puede resumir el proceso de mapeado cero-polo diciendo que es el resultado de aplicar

independientemente la transfOlmaci6n z = esT a los ceros y polos de 1a funci6n de transferencia de
tiempo continuo G(s) para obtener la funci6n de transferencia transformada de tiempo discreto G(z),
manteniendo la ganancia de dicha funci6n de transferencia para s=O 0 z=l, segun el domino de
estudio. Sin embargo alguna salvedad debe comentarse:

Observaci6n: si el sistema de tiempo continuo puede aproximarse por un filtro paso alto en el margen
de frecuencia de trabajo, en el procedimiento anterior deberian sustituirse ceros por polos y evaluar las

funciones en z=-1 y s=oo para sistema discreto y anal6gico, respecti vamente.

En sistemas de control de tiempo discreto, tal y como seha estudiado anteriormente, el modelado

exige la presencia de un sistema mantenedor de datos que no aparece en la topologia de los sistemas
de control de tiempo continuo. POI' esta raz6n, para poder obtener una buena discretizaci6n del sistema
de co~troJ de tiempo continuo es conveniente incluir los efectos del mantenedor de datos respecto a la

estabilidad relativa del sistema en lazo cerrado, de este modo la sustituci6n del hardware anal6gico por
el hardware digital no presentara un efecto desestabilizador importante. Para lograr este objetivo se
realizan diversas aproximaciones lineales de la relaci6n entrada-salida del mantenedor de datos, el

ejemplo siguiente muestra con detalle el proceso de discretizaci6n presentado.
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Ejemplo 3.7

Se pretende estudiar el proceso de discretizaci6n del sistema anal6gico de la figura 3.56:

Fig. 3.56 Sistema de control analogico. a) Obtener ellu

Planta

·1 GrAs) I----,I~
Control PO

R(s)

donde:

I
Gp(s) ==2; Gc(s)==kl'(s+4)

s

b) Oeterminar (
tenemos para kl

3) Se define el s

I) Se proporciona la siguiente estructura de un control discreto, fig. 3.57:

R(s)

PO discreto Planta

;Q-1 D(,) H ZOH H G~S)!

Fig. 3.57 Sistema de control discreto.
r

donde:

dande:

/

/

z- a 1 1- e-Ts
O(z)=k2'--; Gp(S)=7; T=O.l seg.; Goh(S)=---

z+ 1 s- s

a) Encontrar los valores de k2 y "a" del controlador proporcional derivativo discreto para que el
sistema discreto tenga las mismas caracterfsticas dinamicas que el sistema anal6gico de la figura 3.56
para kl==4; previamente, indique la posicion de los polos en lazo cerrado deseados en el plano Z.

b) Calcular el numero de muestras por cicIo de la seoal discreta. i,Estamos realizando una buena
simulaci6n del sistema ana16gico?

En general, el procedimiento de discretizaci6n en la practica no es el presentado en el apartado
anterior, debido a que exige UJ1 calculo del controlador en el dominio discreto.

a) Redisefiar el c
que la dimimica r:

b) Transformar l
plano Z. Obtener
apartado anterio.
proporcional derr
usted seguirfa en'

Solucion:

2) Se propone como alternativa el diagrama de bloques de la figura 3.58. 1) La funci6n de ~
"



b) Determinar el rango de valores de kl para el cllal el sistema es estable. t',Que tipo de respuesta

tenemos para kl=4? i,Realizamos una buena simulacion del sistema analogico?

a) RedlSenar el controlador proporcional derivativo anal6gico (determinacion de k3 y "b") para lograr

que la dinamica requerida al sistema sea la del sistema de la figura 3.56 con kl==4.
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Planta

s

-Ts
1-e

Planta

·1 Gp(s) 1 I

Fig. 3.58 Sistema de control discreto.

Control PD

Gd(S) = k3· (s+ b); Go(s) 0= Gah(s) => Go(s):::: T

-·s+1
2

R(s) + ~-1 HGe(s) ~~
CCs)

ZOH ZOH ~ Gp(s)
-

T
l2a(~_

T.... ~- -- ~ -- -.-

3. DiseiIo de sisremas de comrol enticlllpo continllo y discrclo

Fig. 3.59 Sis/emu de control analogico.

4·(s+4)
GLA(s) == 2

s

R(s)

Control PD

a) Obtener el Jugar geometrico de las rafces del sistema discreto en funcion de k I.

3) Se define el sistema analogico de la figura 3.59:

donde:

b) Transfarmar el cera del proporcional derivativo diseJ1ado en el apartado anterior del plano S al

plano Z. Obtener el valor de ganancia en continua del control proporcional derivativa disenado en el

apartado anterior. Camparar estas resultados con la funcion de transferencia del controlador

proporcional derivativo digital disenado en el apartado 1. Resumir el metoda de discretizacion que
usted seguirfa en la pn1ctica.

1) La funcion de transfercncia en lazo abierto para kl==4 resulta:

Solucion:
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Si se desean las mismas caracterfsticas dimimicas en el sistema discreto que en el sistema ana16gico,

sera necesaria que las rafces dominantes coincidan en ambos casos, segun la hip6tesis de una buena
simulaci6n del sistema ana16gico por parte del sistema discreto.

GLA(S)+ 1= O::=> s2 +4· s+ 16= O::=> Sl.2 = -2± j3.4641

Transformaci6n de los palos en lazo cerrado deseados del plano S al plano Z:

Ts -aT + jwuT -aT [ ]z=e =e ·e- =e . cosOJdT±jsinwdT

ZI.2 = e-2·0.1 . [cos(3.4641. 0.1) ± jsin(3.4641· 0.1)] == 0.77 ± j0.278

Funci6n de transferencia en lazo abierto del sistema discreto:

AmplillHJ

J2 -

,,'1 /

::1/
01 V
o~
a a ~ 0

O.OI·(z+l)

2.(z-I)2

Fig.3.6G

Se debe obse
dominantes de

O.Q1·(z+a)
GLA(Z) = D(z) ·G(z) = k2·---2­2·(z-l)

Calculo de k2 y a:

- Aplicando condici6n de angula:

2) Funci6n de 1

D

- Aplicando condici6n de m6dulo:

om ~(0.77-0.717)2+0.2782
k2·--· = I::=> k2 = 92

2 (1- 0.77)2 +0.278

0.278
arctg--­

O.77-a

o 0.278 0
360 +2·arctg =±180 ::=>a=0.717

1-0.77

GLi

Lugar geametri

* LGR sabre ej·
como z<-l.

* Asfntotas: uni

z-0.717
Estructura del controlador proporcional derivativo digital: D(z) = 92·---­

z+1

(Us 2'1i 2%
Numero de muestras par cicio de sefial discrcta: - = --I = -ill = 18.138

Wd WeI 3.461

Se obtienen mas de 18 muestras par ciclo, esto implica una buena representaci6n del sistema continuo
amilaga; el sistema discreto respondera de forma amiloga al sistema continuo equivalente.

En las graficas siguientes, fig. 3,60 Y3.61, pueden verse la respuesta de uno y otro sistema.

* Puntas de rupl:

El punto de z=l'

Esperamos un f
ecuaci6n identifi



EI punta de z==l es un punta de ruptura de dispersion (coincide can los palos en lazo abierto en z=1).

* LGR sobre eje real: pertenecen al LGR las zonas sabre eje real comprendidas entre z==O y z==0.2, asf
como z<-1.

'li
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II>

Fig. 3.61 Respuesta del sistema discreto.Fig. 3.60 Respuesta del sistema anal6gico.

i.2 -

Respuesta del Sistema Anal6gico ~mJ:lilud Respuesta del Sistema Discreto

/~ Jlll,-J'-r. L,/ ~I j ~

"L~ ~~~J "0 ~
o 0.2 0.6 0.8 I ).2 IA L6 1.8 2 0 2. H 10 J2

Ti~mpo (seg.) Nn d~ llluestras

AmplilLlu

3. Di,l'eJ1o de sis(clJJas de control en tiempo continuo y diO'ereto

2) Funci6n de transferencia en lazo abierto:

* Asfntotas: unicamente existin'i una asintota que coincide con el eje real.

( I) r(S+4)] (I) r 4-z I 5·z-1
Da(z)==kl' 1-z- 'ZJ..-- =kl' 1-z- 'll---J=kl'--

s T~O.I z-l z

0.01·(5·z-1)·(z+1) 0.025·(z-0.2)·(z+1)
GLA(Z) ==Da(z)·G(z) ==kl' 2 =kl' 2

2,z,(z-l) z-(z-l)

Se debe observar que las caracterfsticas dinamicas no vienen dadas par aproximaci6n de palos
dominantes debido a la cercanfa del cera en lazo cerrado a dichos polos.

j
r0.1182 ± j0.238

dkl
*Puntas de ruptura: son soluciones de la ecuaci6n -- == 0 => Z== I

dz
-2.836

Lugar geometrico de las rafces en funci6n de kl:
"'-

Esperamos un punto de ruptura de confluencia en -co < z < -1; observando las soluciones de la
ecuacion identificamos este punto can z==-2.836, para este punta el valor de kl asociado es:
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2
-Z'(Z-1)

kl = == 300
0.025· (z+ I)' (z- 0.2)

z=-2.836

Observando (
concreto, par:

discretizar sei

La soluci6n compleja de la ecuaci6n no pertenece al Ingar gcometrico de la rakes como puede
comprobarse mediante la condici6n de angulo.

* Puntos de corte con el eje imaginario:

ecuaci6n caracterfstica: I+GLA(Z) = 0

0.025·(z-0.2)·(z+l) 3 2
I+kl' 2 =O=>z +(0.025·kl-2)·z +(0.02·k1+I)·z-0.05·kl=O

z·(z-1)

Algoritmo de Routh:

0.02· k1+ 1

-0.005· kl

0.025· kl- 2
-0.005· kl

Z2 0.025·kl-2
"1 0.0005·kl~-0.Ql·kl-2

z
oz

3
Z

Valores de kl que anulan alguna fila:

2 " 1-54kl = 0; 0.0005· kl - 0.01· kl-2 = 0 => kl- - 20· kl- 4000 = 0 => klJ.2 =
74

3) Disefio del si~

Pollhomio auxiliar: (0.025· kl- 2) . Z
2

- 0.005· k 11 = 0 => z 1,2 = ± j1.57
k'="74

Deseamos los pci

A partir de la

* Puntos de intersecci6n con el circulo unitario:
parametros k3 y

(w + 13.33333) . (w - 20)
Ecuaci6n caracterfstica bi lineal: 1+ Da( w) . G( w) = 0 => 1- 0.3· k 1'" = 0

w~ ·(w+20)

3 . 2
w +(20-0.3·kl)·W +2·kl·w+80·kl=O

Algoritmo de Routh: - Aplica

3 1
2kl \

w
2 20- 0.3· kl 80·klw
1

2· kl· (20- 0.3· kl) - 80· kl
w

20- 0.3· kl I0 80·klw
Control proporcir
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l

J-----'---_.

o-1
Eje Real

-2

Fig. 3.62 Lugar geoll1errico de las ralces.

-3

I
-I ~

f
-2 L

-4

-0.5

-1.5

Eje Imaginario

3.4641 3.4641 3.4641 a
arctg--- - arctg---+ 2 .arctg--- = ±180 ~ b == 3.2

b -2 20-2 2

- Aplicando condici6n de ungulo:

- Aplicando condici6n de m6dulo:

3. Vise/lo de sistemas de ,'oillrol en tiell/po continuo y discreto

Observando eI algoritmo de Routh se obtiene que el sistema es inestable para cualquier valor de k1; en
concreto, para kl=4 se tiene una respuesta oscilatoria de amplitud creciente, con 10 cual no podemos
discretizar segun este metodo. La figura 3.62 muestra el lugar geometrico resultante.

3) Disefio del sistema anal6gico:

Deseamos los polos en lazo cerrado dominantes en la posici6n S1,2 = -2 ± j3.4641.

20·k3·(s+b)
A partir de la funci6n de transferencia en lazo abierto: GLA (s) = 2 se calculan los

"- s . (s+ 20)

parametros k3 y "b" aplicando las condiciones de ungulo y modulo:

Control proporcional derivativo disefiado: Gd(S) =4·(s+3.2)
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Transformaci6n del cero del control proporcional derivativo del plano S al plano Z:

3. DiseJ10 de sisten

3.8 Realizaci

z =eTs = e-3
.
2

.
O

.! = 0.726. Aproximadamente coincide con el disefiado para el proporcional derivativo

digital del apartado 1.

Valor en continua: lim Gd(S) = Gd(O) = 4·3.2 = 12.8
s--->O

Valor en continua del control proporcional derivativo digital:

1- 0.717
lim D(z) = D(l) = 92· = 13
s--->! 1+1

Debe observarse que los valores obtenidos son aproximadamente iguales.

Metodo de discretizaci6n:

1. Redisefiar el control anal6gico considerando los efeclos del manlenedor de datos de orden cero

mediante la aproximaci6n:

Los controles t

de las acciones

dominio discre

existiendo dist

dependenl del r

un metodo cone

3.8.1 Accion p

La acci6n proP(
de error par un

3.8.2 Accion d,

1
Go(s) = T

-·s+l
2

-Ts
1-e

s
La manera de f(

pendiente de la [

muestra In figur

2. Obtener los valores del control discreto trasladando del plano S al plano Z las singularidades del

control anal6gico y calculando el mismo valor de ganancia en continua.

EI resultado obtenido es 16gico, debido a que, al realizar una compensaci6n en el dominio anal6gico,

incluyendo la aproximaci6n del mantenedor de datos, se esta considerando el efecto desestabilizador

del mismo (observar la inclusi6n de un polo en la cadena directa). Ello provoca que podamos realizar

la transformaci6n directa de la funci6n de transferencin del controlador del dominio S nl dominio Z.

m(kT)

Aplicando la tra

De esta fOlma,

aplicar para la a



3.8.2 Accion derivativa

3.8.1 Accion proporcional

G(z) = kp

171

(3.18)

de(t)/ e(kT) - e((k -1)T)
m(kT)=~- _

dt t=kT T

1 z-1
G(z) = kd - o

­

T z

e(kT)
e(k-l)T .. -----_________

-----~~,<$
0/

1

1- ~/~
L. ~_~~~_ ,~i~·,=_~~_

(k-l)T kT
Fig. 3.63

m(kT)

3. Diseiio de sistemas de cOl/trol en tiempo continuo y discreto.

3.8 Realizacion discreta de controladores temporales

G(z) = M(z) = l-z-
1
=~.z-1

E(z) T T z

Los controles temporales vistos hasta el momento han estado basados en una combinaci6n adecuada
de las acciones proporcional, integral y derivativa. La manera de obtener estos controladores en el
dominio discreto consiste en deducir la expresi6n de las acciones basicas en una forma discreta,
existiendo distintos metodos para deducir estas expresiones, pOl' 10 que el resultado obtenido
dependeni del metodo utilizado. En consecuencia, pOl' razones de extension y simplicidad, se estLldiara
un metodo concreto, utilizando el resultado as! obtenido en anal isis posteriores.

La manera de realizar la acci6n de control consiste en aproximar la derivada de la sefial de error por la
pendiente de la recta formada entre las muestras (k-l)T y kT de la sefial de error discretizada, tal como
muestra la figura 3.63. Definiendo m(kT) como la derivada de e(t) en el instante t=kT :

La acci6n proporcional tiene una implementaci6n discreta directa, multiplica cada muestra de la sefial
de error por un valor de ganancia kp.

Aplicando la transformada Z a la expresi6n anterior:

De esta forma, tomando en cuenta la ganancia derivativa, la funci6n de transferencia que se debe
aplicar para la acci6n derivativa es :
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3.8.3 Accion integral

Teorfa de COlltrol. Disel10 eleetrollieD 3. Diseiio de sislemaJ

La acci6n integral utiliza la integraci6n trapezoidal como metodo de discretizaci6n. Segun la figura
3.64, el area en el instante actual t=kT de la sefial de error discretizada sera igual al area comprendida
por el trapecio entre los instantes t=(k-l)T y t=kT, mas el area m((k-l)T), integrada con anteriOridad y
debida a la suma de areas de los trapecios formados con las muestras anteriores al instante t=(k-l)T,
(zona rayada).

mCkT)

I

~~ e((k-I)T)

~
~~Yk~I)T%
~~

(k-l)T

Fig. 3.64

Aplicando la transformada Z:

T
m(kT) = meek -l)T) + -. [e(kT) + e((k -l)T)]

2

t
kT

G(z)=M(z)=!.I+z-
1

= T.z+I
E(z) 21-z-1 2 z-l

3.8.4 Diagrama

La figura 3.66 ill

PD, PI Y PID di
adecuada de esto~

Considerando la ganancia integral ki, la funci6n de transferencia para la acci6n integral:

T z+1
G(z) =ki .-.­

2 z-I
(3.19)

Fig. 3.

EI ejemplo 3.8 muestra el resultado de utilizar la integraci6n rectangular en lugar de la integraci6n
trapezoidal. Las expresiones obtenidas por ambos metodos son diferentes; sin embargo tienen en
comu'fi el polo situado en z=1 debido a la acci6n integrativa.

EjempIo 3.8

La acci6n integral puede conseguirse mediante integraci6n rectangular, donde el area bajo la curva de
la sefial en cuesti6n se aproxima mediante rectangulos, fig. 3.65. La amplitud de los rectangulos puede
tomarse como la amplitud de la muestra actual (forward), 0 como la amplitud de la muestra anterior
(backward). Considerando este liltimo caso :

m(kT) = meek -I)T) + T· e(k -I)T)

Aplicando la transformada Z y considerando la ganancia integral ki, se obtiene:

De la acci6n intel
estacionario de ut'

abierto del plane
temporal, al igual'
conveniente intra
respuesta tempore;

los efectos que tie;

EI disefio de los;
coeficientes kp , I'

hay que olvidar ql
con anterioridad. ~

3.9 Control PI ~

G
. T· z-J . T.

(z) =kl'--=kl .-­
I- z-l z-I

(3.20) EI control PI esta ,

que su funci6n de .



Fig. 3.66 Diagrama de bloques call las acciolles proporciollal, illtegrativa y derivativa.

3.9 Control PI discreto
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m(kT)

m(z)

(kl)T kT

e(kT)
e(k IlT

m(k-l)T

Fig. 3.65

m(kT)

kp

(kT) k. I .z +1 I'

I 2 z-1
" +

(z) !

k z-1
~ -".--

T z

e

e

3. Diseiio de sistemas de cOll/rol ell liempo <;olllinllo )' disere/o.

3.8.4 Diagrama de bloques del control discreto

La figura 3.66 muestra el diagrama de bloques que agrupa las acciones que determinan los controles

PD, PI y PID discretos. Cualquiera de estos controles puede implementarse mediante Ia seleccion
adecuada de estos bloques.

De Ia accion integral, en el caso discreto, se extraen las mismas conclusiones, con respecto al regimen

estacionario de un sistema, que en el caso continuo. Se puede observar que los polos en z=1 en lazo
abierto del plano Z son los responsables de la mejora en regimen estacionario de ]a respuesta
temporal, al igual que ocurrfa con los polos en el origen (s=O) del plano de Laplace. POI' esta razon, es
conveniente introducir la accion integral en el control discreto siempre que se quiera mejorar la
respuesta temporal en regimen estacionario de un sistema. No obstante, conviene considerar tambien

los efectOf que tiene la accion integral sobre el transitorio y sobre la estabilidad del sistema.

¢ diseiio de los controladores PD, PI y PID consiste basicamente en ajustar los valores de los
coeficientes kp , ki Y kd , de manera que se cumplan las especificaciones requeridas. No obstante no

hay que olvidar que estos controladorcs pueden diseiiarse utilizando cualquiera de los metodos vistos
can anterioridad.

EI control PI esta formada por la suma de la accion praporcional y de la accion integrativa, de manera
que su funcion de transferencia considerando el diagrama de la figura 3.66 es :
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(3.20)

EI control PI en lazo abierto introduce un polo en z = 1, mejorando la respuesta temporal en regimen
estacionario, y un cero en el eje real del plano Z cuya posicion depende de kp y ki, fig. 3.67.

AI no haber eSf
tanto, como crit
sistema (anula e
del control PI
incremento en e
consiga aument,

distancia a recOI

Despejando se c

que la funci6n d(

I

I

i
I z=1-------0---+--- ---
, 0 zz=a I
i

I

I

Fig. 3.67

Se quiere aplicar un control PI discreto al sistema realimentado de la siguiente figura:

Ejemplo 3.9

EI control PI sera util en aquellos sistemas que carecen de polos en z = 1. La forma de disefiar el

control dependel'a de los requisitos espcl'ados. Si no existen especificaciones temporales se puede
optal' por cancelaI' uno de los polos de laze abierto de la planta con el cero que introduce el control, 10
que se denomina de aquf en adelante "metodo de cancelacion polo-cero". En el caso de existir
especificaciones temporales, se debe tratar de hallar la posicion adecuada del cero del PI mediante el
lugal' geometrico de las rakes, de forma que se cumplan dichas especificaciones.

La expresi6n del

Segun se muestr{

ec.(3.2I), en laze
error en regimer
observarse tamb~

estacionario fren
tiempo de estabk
sistema en lazo atG (s)= 10

p (s + 1)(s + 2)

C(s)
Gp(s)Goh(s)

R(s) +

Fig.3.68

T = 0.1 seg.
2

1.5

La funcion de transferencia en laze abierto :
)

G G z _ 4.52.10-
2
(z + 0.9048)

oh p()- (z-O.9048)(z-O.8187)

Este sistema, sin contl'olador discreto, tiene un error en regimen estacionario frente a una entrada
escalon del 16.3%, ya que carece de polos en z = 1. La expresion del control PI a utilizar, ec. (3.20) :

0.5

o

-0.5 -

-1

-1.5

-2
-3 -2-

Fig. 3.69 LGR del



k·T-2k
[ P = -0.9048

k iT+2k p

8
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(3.2 I)

642

.. . - ' - - ' - ~ ~ .. . .. .

o
Fig. 3.70 Respuesta temporalfrente a ulla emrada
escalon. Cl(t) COI1 control PI y C2(t) sill comrol.

O'-------~---~---~-------!

1.5 ,----,-------,-----,-----,

0.5

G
pl

(z) =1.0499. z - 0.9048
z-l

G (z)· G G (z) = O.0475(z + 0.9048)
PI oh p (z-l)(z-0.8187)

I
~ ~ _'______.J

2 ------------- --..------------------,------------,

-3 -2 -1 0 1

Fig. 3.69 LGR del sistema discreto definido en (3.21 )

Despejando se obtiene k p /k i = 1.0023, de donde tornado kp = 1, Y ki = 1/1.0023 = 0.9977, resulta

que la funci6n de transferencia de lazo abierto del control mas la planta es (ver fig. 3.69) :

La expresi6n del control PI :

Al no haber especificaciones, no es necesario imponer, en principio, ninguna respuesta temporal. Por
tanto, como criterio de diseno puede optarse por imponer el polo del control PI como un polo mas del
sistema (anula el en-or estacionario frente a una entrada escal6n , en este caso) y cancelar con el cero
del control PI uno de los palos de la planta (metodo de cancelaci6n polo-cero), evitando as! el
incremento en el orden del sistema. EI polo a cancelar debe ser el mas cercano a z = 1, de forma que se
consiga aumentar el margen de estabilidad del sistema (margen de valores de k p), aumentando la

distancia a reCOITer par los polos en lazo cerrado antes de llegar al borde de la inestabilidad. As! :

3. DisC/In de sistemas de control ell tiempo continuo y discreto.

-2

1.5

-1.5

Segun se muestra en el LGR discreto, fig. 3.69, para el valor de la ganancia en lazo abierto de 0.0475,

ec.(3.21), en lazo cen'ado los palos esttin ubicados en z :::: 0.882 ± 0.26j , siendo el sistema estable. EI
error en regimen estacionario nulo y la respuesta temporal se muestran en la figura 3.70. Debe
observarse tambien, fig. 3.70, que la respuesta temporal con control PI con'ige el error en regimen
estacionario frente a una entrada escalon, pero en este caso empeora el maximo sobreimpulso y el
tiempo de establecimiento. Estos parametros pueden mejorarse reduciendo el valor de la ganancia del
sistema en lazo abierto, ec. (3.21).
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3.10 Control PD disereto

Teorfa de Control. Diseijo elec/n5llico 3. Disefio de si,

Ejemplo 3.1

Dado el sist(

En el control PD intervienen la suma de la acci6n proporcional y de la acci6n derivativa, ec. (3.22). EI
control PD introduce de esta manera un polo en z=O y un cero a situar dentro del eje real positivo del

plano Z, dependiendo del valor de los panimetros k p y k d del control, por 10 que el control PD

discreto difiere bastante del control PD anal6gico.

R

(3.22)
done

EI control proporcional-derivativo se puede disefiar a traves del metodo de cancelaci6n polo-cero, tal
como se hacfa en el ejemplo 3.2, aunque tambien se podrfa disefiar con el prop6sito de ajustar alguna
especificaci6n temporal del sistema a controlar, teniendo en cuenta, para ello, el efecto del polo en z=O
y considel'ando que la zona Mil donde se puede posicionar el cero esta comprendida entre z=O y z=1.

3.11 Control PID disereto

EI control PID aglutina las acciones de control proporcional, integral y derivativa, es por ello que
ofrece mayor libertad de disefio del controlador. La funci6n de transferencia del control proporcional­

integral-derivativo es :

s.e desea disei-

Para realizar t

a) Calclliar eL
el numero de

desvirtuada fr(

T z+1 z-1
GpID(z)= k p + k j -.--+ k d --2 z -I Tz

Operando sobre la ecuaci6n 3.23 se obtiene la siguiente expresi6n:

(3.23)
b) Comprobar

especificacion,'

c) Si D(z):::I, _

deseados en el '

(3.24)

Por 10 que el control PID tiene un polo en z =1, otro polo en z=O y un par de ceros a situar en el plano
3 dependiendo de los requisitos del disefio. En sf el control es parecido al control proporcional­

integral (PI), pew con la diferencia de que afiade un cero mas, es decir tiene dos ceros en lugal' de uno,
10 que proporciona una mayor libertad de disefio, pudiendose disefiar el control de manera que cumpla
determinadas especificaciones, a traves de las condiciones de angllio y de modulo, tal como se hacfa
en el caso analogico (ej. 3 metodo de ajuste utilizando el lugar geometrico de las rafces), 0 par el
cono"ario, empleando el par de ceros que introduce el PID para cancelar los polos de la planta que se
debe compensar (metodo de cancelacion polo-cero), sustituyendo de esta manera la dimimica temporal
de la planta por una dinamica temporal forzada por el controlador PID (ej. 4).

d) Para cumplil
en diferencia:s: ;

de "a" y la gana'

e) Si se carpbi~

numero de mu~

manteniendo eli
desvirtuada fre~

Solucion:

a) Calculo de 10'



Solucion:

S1,2 = -0- ± jWd = -2 ± j3.461
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Planta

1- e-Ts
Goh(S)=--­

s

Fig. 3.71

T = 0.1 seg.;

Control

k
Gp(s) = -----

(s+I)·(s+2)

1. Maximo sobreimpulso igual a 16.3 %.
2. Tiempo de establecimiento igual a 2 segundos.

dande:

3. Disello de sistemas de control en tiempo continuo y discreto.

Ejemplo 3.10

Dado el sistema realimentado de la figura siguiente :

-nlJ~4 _(J·n 1 2

ts=-=2=>0-=2; Mp=e ~ =e ~ =0.163=>Wd=3.4641
0-

Para realizar el disefio se proponen los siguientes pasos :

a) Calculo de los polos dominantes en lazo cerrado que cumplen las especificaciones 1 y 2.

--------

a) Calcular el valor de los polos dominantes en lazo cerrado que cumplen las especificaciones. Hallar
el numero de muestras por cicIo de la serial subamortiguada. l,La respuesta del sistema discreto queda
desvirtuada frente a la respuesta del sistema continuo anaIogo?

c) Si D(z)=I, comprobar que no es posible lograr para ningun valor de k los polos en lazo cerrado
deseados en el plano Z.

b) Comprobar que la posici6n en el plano Z de los polos dominantes en lazo cerrado que cumplen las

especificaciones son: z1,2 = 0.77 ± j0.278

d) Para cumplir estas especificaciones se introduce un control PD que resuelve la siguiente ecuaci6n
en diferencias: y( n) = x(n) - a· x( n -1). Determinar la funci6n de transferencia del control, el valor

de "a" y la ganancia k para conseguir los polos deseados en lazo cerrado.

e) Si se cambia el periodo de muestreo a T = 0.2 segundos, calcular el maximo sobreimpulso y el
numero\Ie muestras por cicio, sabiendo que uno de los polos en lazo cerrado se halla en z=OA,

manteniendo el valor de k y "a" calculados anteriormente. l,La respuesta del sistema discreto queda
desvirtuada frente a la respuesta del sistema continuo analogo?

s.e desea diseiiar un sistema de control que verifique las siguientes caracterfsticas temporales :
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Numero de muestras por cicio:
2n/ 2n/

(J)s == -ZI. ==~ == 18.138
COd COd 3.461

Teor{a de Control. Diseno eleetronico 3. Diseiio de sistema

Por 10 que la fUIJi

Se obtienen mas de 18 muestras par ciclo, 10 que implica una buena rcprcsentaci6n del sistema
continuo analogo.

b) Posici6n en el plano Z de los polos dorninantes:

z == eTs == e -crT. e±jc.wT == e-crT. [cos(WdT) ± j. sine WdT) ]

Zl,2 == e -2·01 . [cos(3.4641. 0.1) ±j. sin(3.4641· 0.1)] = 0.77 ±j0.278

c) Debe comprobarse que no es posible lograr para ningun valor de k los polos en lazo cerrado
deseados en el plano Z con D(z)=I. Para ella se verifica que estos palos no pueden cumplir la
condici6n de angulo.

Para que las raice
(pertenencia al
proporcionara los

-Ts
G(s)==I-e

s

k

(s+I)'(s+2)

( -I ) [ 1 JIG(z)=k·l-z ·z
s·(s+I)·(s+2) T=O.l

Aplicando la condici6n de angulo a este sistema:

1m(z)
j~.27~

0.77 :

-0.9048515

Fig. 3.72

k ·0.00452· (z + 0.90485)

(z - 0.90483)· (z - 0.81873)

Re(z)

0.8 I873083 0.904837

Condici6n de angL

0.
arctg-

O.~

Aplicando la condi

LG( )\ 0.278 1800 0.278 1800 0.278z . == arct - + arct - + arct
z=0.77+)O.278 g 0.90485 + 0.77 g 0.90483 - 0.77 g 0.81873 - 0.77

LG(zt,,0.77+jO.278 == -206.45° :I: 180
0

=> z e LGR

En conclusi6n no existe ningurr valor de k para el cual se obterrgan estos polos en lazo cerrado.

d) La funci6n de transferencia del PD que resuelve la ecuaci6n en diferencias mencionada es :

y(n)=x(n)-a.x(n-l)~Y(z)==X(z)-a,z'-l.X(z)=>D(z)== Y(z) == z-a
X(z) z
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x:

Re(z)

, 0.81873083 0.904837

x·

o 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Eje real

a

Fig. 3.73

Im(z)
p278

GLA (z) = _k_.0_._00_4_5_2_.(.:.....z_-_a...:...)_·(.:.....z_+_0_.9_0_4_85--'..)
z·(z - 0.90483)· (z - 0.81873)

-0.8 -0.6 -0.4 -0.2

I
-j-

~---'---)(.---'--_'------tl_-'--------'-O--- '
, I , •

-0.9048515

Fig. 3.74 Diagrama polo-cera en el plano z.

Eje imaginario

lr~.. ~'~I

0.278 0.278 0.278 0.278
arctg arctg--+arctg -180° +arctg------

0.77 - a 0.77 0.90485 + 0.77 0.90483 - 0.77
0.278

-180° + arctg = ±180o ~ a == 0.5
0.81873-0.77

3. Disefio de sistemas de control en tiempo continuo y discreto.

Por 10 que la funci6n de transferencia resultante en lazo abierto :

Para que las rakes deseadas sean polos en lazo cerrado es necesario cumplir las condiciones de angulo
(pertenencia al lugar geometrico de las rakes) y m6dulo. La aplicaci6n de estas condiciones
proporcionani los valores apropiados de control introducido.

Aplicando la condici6n de m6dulo se obtiene: k == 24.

Condici6n de angulo:

0.8

0.6

0.4

0.2

0

-0.2

-0.4

-0.6

\ -0.8

-1
-1
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AmpJitud
1.2 .---"----,----,--.------,----,---,---r-----,----,--

3. Disel10 de sisfem,

Obtenci6n del IT

0.8

0.6

Numera de muei

0.4

0.2

r
0

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
N° de muestras

Fig. 3.75 Respuesta temporal en lazo cerrado del sistema can control PD.

La figura 3.74 muestra el diagrama polo-cera en plano Z en lazo cenado del sistema disefiado. Puede
observarse como se obtiene una respuesta en lazo cenado que verifica las condiciones de disefio
impuestas al sistema, y como el numera de muestras por ciclo es el esperado.

e) Al cambiar el periodo de muestreo la funci6n de transferencia del sistema tambien varian!.

Se obtiene poco
respuesta tempo]
maximo sobreimj

Ejemplo 3.11

Se guiere aplicaI
especificaci6n de

GLA(Z)=k.(I-Z- I ).Z[ I ]1
s·(s+I)·(s+2)

T=O.2

Ecuaci6n caracterfstica:

z-a

z

24·0.0164292· (z - 0.5)· (z + 0.81873)

z· (z - 0.67032)· (z - 0.81873)

Al no tener polos •
gue serfa posible c

(

/

GLA(Z) + 1 == 0 =} z3 -1.0947501· z2 + 0.6744901· z - 0.1614144 = 0

Conociendo que una rafz se encuentra en z =0.4:

{
z = 0.3473751 ± j0.5252815

z3 -1.0947501. z2 + 0.6744901. z - 0.1614144 = 0 =} 1,2
z = 0.4

Palos dominantes en lazo cenado:

z1,2 = 0.34737501 ± j0.5252815 = e-crT. [coS(WdT) ± j. sin(WdT)] =}

! 0.5252815
tg WdT = =} (j)cj =4.9325489

=} 0.3473751
e-2crT == (0.3473751)2 +(0.5252815)2 =} 0 == 2.31213

=} S1,2 =-0 ± jWd =-2.31213 ± j4.9325489

Operando sobre e~

Como la espetific

como diseno se pu

2 I
z +-,

I

19ualando coeficiel



Al no tener polos en z = 1, la planta en sf no consigue un error en regimen estacionario nulo. 10 que sf
que serfa posible con el control PID. Analizando el en'Of en regimen estacionario de velocidad :

181

271:/
T

271:/
/T /0.2 =6.369

COd 4.9325489

COs

-n~~_(J·n 1 2

Mp=e %u =e g =0.23=:> Mp(%)=23 %

Numero de muestras por ciclo:

Obtenci6n del maximo sobreimpulso:

k = -.!- ._1_ . 2k T2 . 0.0452· 1.9048 = 5.25k.
v T 2T \ 0.09052.0.1813 1

3. Diseiio de sistemas de control en tiempo continuo y discreto.

Gp(s) = 10 T = 0.1 seg.;
(s + 1)(s + 2)

G G z _ 4.52.10-2 (z + 0.9048)
oh p()- (z-0.9048)(z-0.8187)

2 k j T
2 -2k pT-4k d 2k

d
Z + 2 ·z+ 2 = (z-0.9048)(z-0.8187)

kiT +2k pT+2k d kjT +2k pT+2k d

== Z2 -1.724z + 0.741

Se obtiene poco mas de 6 muestras por cicIo; por ello la seftal empieza a desvirtuarse respecto a la
respuesta temporal del sistema continuo equivalente; esta es la raz6n de que haya aumentado el
maximo sobreimpulso respecto al caso anterior.

Ejemplo 3.11

Se guiere aplicar un contral PID discreto al mismo sistema del ejemplo 3.2, donde se cumpla la
especificaci6n de un coeficiente estatico de velocidad kv = 5. Se conoce del ejemplo 3.2 que:

Operando sobre esta ecuaci6n :

Igualando coeficientes :

Como la especificaci6n es kv = 5, entonces k v = 5 = 5.25ki Yse obtiene ki = 0.9523. Por otro lado,

como disel'io se puede aplicar elmetodo de cancelaci6n polo-cera :

J
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De este sistema de dos ecuaciones con dos incognitas se deducen los valores de k p == 1.4 Y

k d =0.415. Laexpresi6n del controlador y la fundon de transferencia de lazo abierto son;
3.12 ProbJet

G ()
- 58 (z - 0.9048)(z - 0.818)

PID Z - .
z·(z-l)

0.263(z + 0.9048)
GLA(z) == GplD(z), GohGp(z)=-----­

z·(z-l)

Problema 1

EI sistema de
convenienteme

Tal como muestra el LGR discreto, fig. 3.76, para eI valor de kp ca1culado, los palos de law cerrado
estan dentro del drculo unitario, por 10 que el disefio es estable.

ZI,2 = 0.369 ± 0.319 j Vino-

-1.5

Donde;
542 3

Fig. 3.77

1.2.----~---...,~--~---.------,

o-2

-2 l.- .-L- ---'- -'-- -'

-3

2.----

1.5

o I-----f------+e--------c*--I~-~

-I

0.5

-0.5

/ Segun la figura 3.77, se puede observar que el maximo sobreimpulso esta Iimitado al4 %, y que el
tiempo de subida queda reducido considerablemente respecto de la respuesta temporal sin control de

lazo abierto.

Rt =Resister

Ct == Capacid'

qi =Calor cc:

0.8

0.6

0.4

0.2

04::-_~::::::>'----~--~--~-----'

o 0.2 0.4 0.6 0.8

Fig.3.78

EI sistema de la

Vin

1.- Teniendo en ('



EI sistema de la figura es un control de la temperatura en el interior de una camara cerrada y
convenientemente aislada del exterior mediante un recubrimiento isotermico.
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v+

Ct

r------rr--o IOV

CAMARA AISLADA

~: To

v-

Rt

qo =Calor cedido al exterior (a traves de las paredes).

To = Temperatura en el interior de la camara.

Tamb

qo

30V

DRIVER - f-

LM324

I<8__I-_
O

_
22
.,k-l--__-'

V'£,""~R2

lOOk

LM324

lOOk

- Sensibilidad en el punto Vs = lOmVt'Kelvin.

lOOk
Vin~

QIOOk

2.73V

vo

Vin "\ Venor Va ia qi I To
D(s) - ka t-- kh -.,

RtCts+l
-

Vo Vs
kr '-- ks

Rt =Resistencia termica de la camara.

Ct =Capacidad termica de la camara.

Problema 1

3. Dise/lo de sistemas de control en tiempo continuo y discreto

3.12 Problemas

Donde:

qi =Calor cedido por el calefactor. Tamb =Temperatura ambiente.

"'"El sistema de la figura anterior se representa mediante el siguiente diagrama de bloques:

1.- Teniendo en cuenta que se usa el LM334 como sensor de temperatura, cuyas caracterfsticas son:

/
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- Margen operativo de temperaturas: de 0 °C a 70°C.

- Es lineal dentro del margen de temperaturas.

3. Dise/lo de sistema

2.1.- El coeficier

en regimen estac

1.1.- Dibujar que partes del circuito corresponden a los bloques de realimentaci6n definidos pOI' ks
y kr.

1.2.- Calcular el margen de tensiones de Vs teniendo en cuenta el margen de temperaturas y la
sensibilidad del sensor LM334. Dar la expresi6n matem<itica que define el comportamiento
de Vs en funci6n de la temperatura en dc.

1.3.- Calcular el valor de la ganancia ks del sensor.

1.4.- Con el fin de adecuar el margen de tensiones que entrega el sensor en Vs, al margen de
tensiones de entrada (de 0 a 5 voltios), calcular el valor de la ganancia kr e indicar a que
cociente de resistencias corresponde.

1.5.- Explicar el funcionamiento del circuito correspondiente al apartado 1.1.

2.- Si se conoce que 'C=Rt·Ct=625 seg. es la constante de tiempo de la camara y que kh = qi/ia = 0.25,

ka = ia/Va = 2, Yks·kr "" 0.07142. Calcular:

2.1.- Para D(s) = 1 el error en regimen estacionario de posici6n del sistema.

2.2.- ts =3·'C =3
primer orden.

2.3.- Las especif

A traves de la c(

ganancia necesari

3.- Al ser un polo
efecto, pues esta I
tiempo de la plan
desprecia el efect!

Problema 2

EI sistema de conf

2.2.- EI tiempo de establecirniento t s Y el maximo sobreimpulso en lazo abierto del sistema.

2.3.- Con el fin de acelerar la respuesta temporal del sistema, disefiar un control PI para que se
cumplan las especificaciones de M p = 5%, ts = 7 minutos yessp=O.

Si se considera , a partir de este apartado, que la respllesta dimirnica del sensor es :

Referencia I?
'-~

3.- Dada la constante del tiempo del sensor, comentar si pllede tener efecto sabre Ja respuesta temporal
del sistema realimentado. Razonar la respuesta.

1
G(s)LM334 = --­

'Cs . S + 1
Con 'Cs = 20 seg.

Solucion:

1.2.- Son IOmV pOI' cada grado Kelvin, asf que el margen de tensiones esta entre 2.73V y 3.43V. Se

debe pasar de grados centfgrados a grados Kelvin. La expresi6n es la de una recta Vs=ks·oC + 2.73.

1.3.- EI valor de ks es la misma sensibilidad del sensor ks=O.01 .

/ 1.4.- Para adecuar el margen de tensiones de 0 a 5 voltios kr = 7.142.

/

Donde:

Se pretenden dise'

M p = 10% , ts = 0.=

1.- Calcular el vale



Problema 2
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Planta

'I
Gp(s) r

z-a
D(z) = k·-­

z-b

Fig. 2

Controlador
Discreto

36
Gp(s)=--­

s· (s +3.6)

ZOH

R(,) }1~1--lL.-..-......J'X')H ~ 1'--------+

3. DiseFio de sistemas de cO/ltrol en tiempo cOlltinuo y di"creto

Fig. I

+ Discreto

A traves de la condie ion de m6dulo y de angulo se establece Ja posicion del cera y el valor de la

ganancia necesarios. EI cera esta en a =8.457 .10-3 Y la ganancia vale k=222.

2.1.- El coeficiente estatico de velocidad es k p == lfmG(s)H(s) = 0.5'0.07142, de fOnTIa que el error
S-lO

en regimen estacionario dc posicion es essp == 9655%

s =-7.142 .10-3 ±7.5.[0-3

2.3.- Las especificaciones conducen al ajuste de un punto en el plano dc Laplace:

2.2.- ts = 3'1" = 3·625 == 1875 seg. =31.25 min. El sobreimpulso es cera por tratarse de un sistema de
primer orden.

3.- Al ser un polo en realimentaci6n, este polo se presenta como un cera del sistema. Este tendra poco

efecto, pues esta bastante alejado del cera del PI. El sensor es mucho mas rapido que las constantes de
tiempo de la planta y por tanto no tiene efecto sobre esta. Se dice que el sensor es transparente y se
desprecia el efecto dinamico que tiene sobre la planta.

El sistema de control discreto de la figura,\puede modelarse idealmente como muestra la figura 2 :

Referenda Controlador Salida,

Donde:

Se pretenden disefiar los parametros del sistema de control para obtener las especificaciones de

M p =10%, ts =0.8 seg y essp =0 .

1.- Cakular el valor del periodo de muestreo necesario para obtener 20 muestras/ciclo.
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2.- Si se escoge T=50 mseg., disenar el controlador discreto D(z) para cumplir las especificaciones
anteriores. Para ello, escoger el valor del panimetro a de modo que cancele adecuadamente uno de
los polos de la planta.

3.- Los convertidores AID y D/A introducen errores a la salida del sistema como consecuencia del

error de cuantificaci6n realizado en la conversi6n AID y D/A, respectivamente. Dichos
convertidores puede modelarse como muestra la figura 3.

Fig. 3

El error maximo de cuantificaci6n viene determinado par la expresi6n:

2.- Diseno de la r(

No Se puede eance

a=0.835702; eom~

Debe observarse

respuesta del siste

Palos en lazo eerri

donde "n" es el numero de bits del convertidor.

!
Determinar el numero de bits de los convertidores AID y D/A para que el efecto del error maximo
de cuantificaci6n sobre la variable de salida sea menor del 0.6 %. Consicterese una entrada de error
tipo escal6n de amplitud emax '

4.- Obtener la codificaci6n del coeficiente b si se realiza mediante una palabra binaria que utiliza 8

bits a la derecha de la coma fija, como se muestra en el cjemplo siguiente:

l,Cree suficiente la resoluci6n obtenida con 8 bits? Razonar la respuesta.

Solucion:

1.- Elecci6n del periodo de muestreo para obtener 20 muestras/ciclo:

ts = ~ = 0.8 seg =} cr = 5; Mp = e -ncr/Clli = 0.1 =} ~ = 0.732935 =} CUd = 6.82188
cr CUd

palos en lazo cerrado deseados: s1,2 = -5± j·6.82188

N ' d / . lTd 2n / CUdumero e muestras CIC a = - = 20 =} T = 46 mseg.
T T

It:

O.2t
tgWdT=­

0.85"

Palos en Lazo eer.

Obteniendo una re

La figura 4 mues.
verificarse las eara

Diseno:

Palos en lazo cemt

Aplicando condid.
diseno. '



Aplicando condici6n de mOdulo y condici6n de angulo se obtendran los parametros b y k, soluci6n del
disefio.

La figura 4 muestra la respuesta temporal del sistema en law cenado sin control, donde pueden
verificarse las caracteristicas dinamicas previstas.

Debe observarse que es necesario realizar el disefio del controlador porque puede calcularse la
respuesta del sistema en lazo cenado sin control obteniendose :

187

S1,2 = -1.3328 ± j. 5.803

M p = e -1tO/CUl == 0.486 ==> 48.6%

Z1,2 = 0.7339335 ± j. 0.2605531

z-a
D(z)=k·-­

z-b

z = eTs = e-oT . [COSWdT ± j. senWdT]

z 1,2 = 0.~964265 ± j. 0.2676517

4
t s = ~ = 3 seg

(J

3. Diseiio de sistemas de control en tiempo continuo y discreto

2.- Disefio de la red controladora:

0.2676517 - T ~ 2 2
tgWdT = ==> Wd = 5.803; e a = (0.2676517) + (0.8964265) ==> (J = 1.3328

0.8964265

-crT )Re[z] = e ·cosWdT Im[ ]
tgWdT = __z_; e -aT = ~Re2 [z] + 1m2[z]

Im[z] = e-crT 'senWdT Re[z]

G(Z)=Z[I-e-
TS

. 36 ]=(I-Z-1).Z[ 36 ]
s s·(s+3.6) s2.(s+3.6)

Polos en lazo cenado :

No se puede cancelar el polo en z=1 porque es el responsable de anular el enor estacionario, por ella:
a=0.835702; como se comprueba a continuaci6n:

G(z) = 10· (0.0152703· z+0.0143811) = 4.241725.10-2 ·(z+0.9417781)
3.6· (z + 1)(z -' 0.8352702) (z -1). (z - 0.8352702)

Polos en Lazo Cenado en plano de Laplace:

Obteniendo una respuesta transitoria de parametros :

Disefio:

Polos en lazo cenado deseados :
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Amplitud

1.5 .----r:=:---.,..----.,..----,...-----r----..,.----.,

•.••.••.••.•.~,=-,-""-,,.....,

3. Disefio de sistel

Condici6n de a

arctg[-.
0.73

Condici6n de n:

4.241

~(0.7339335

II.S ~ ~ ; ~ .

Red controladOl

N° de mucstras

/

10 20 ~o 40 50 60 70

La respuesta del

3.· Estudio del e-

Sustituyendo 1050

topologfa iniciaL

AmpJitud

1.2 r----,.----,.----.,..----.,..----.,..----,...-----,

O.S

0.6

Fig. 4

. . .

----lr·~:=---i----:---

............................., , ..

~+.

Como el sistema

CCz)

r-

0.4 -..... .; ; .

r-

0.2 - ~

.. , ..
Dado que puede (.

() I"
to 15 20 25 311 35

Si la sefial de em"

la sefial salida del'
N° de Muestras

Fig. 5



Si la sefial de en-or de cuantificacion es tipo escalon de amplitud e, el valor en estado estacionario de
la sefial salida del sistema es:

Sustituyendo los modelos de los convertidores D/A y AID afectados por en'ores de cuantificacion en la
topologia inicial, se obtiene el modelo del sistema total siguiente:
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k=1.6837

C(z) = G(z)· (1 + D(z)) . E(z)
1+ D(z)· G(z)

C(z) = G(z)· [E(z) + D(z)· [E(z) - CCz)]J ==>

b=0.5392857

[
0.2695531 ] [0.2695531] 1800 [ 0.2695531] 1800arct - arct - + arct oc = ±

g 0.7339335 + 0.9417781 g 0.7339335 - b b 1- 0.7339335

4.241725.10-2 .k· ~(0.7339335+ 0.9417781)2 + 0.2605531 2

r===============,...----,:========= = 1
~(0.7339335 - 0.5392857) 2 + 0.2605531 2 .~(1- 0.7339335) 2 + 0.2605531 2

3. Dise/lo de sistemas de cOlltrol ell tiempo continuo y discreto

Condicion de angulo :

Condicion de modulo:

CCz)= Num·(l+D(z)) .E(z)
Den + D(z)· Num

- I' (1 -I) C( ) -I' (1 -I) Num·(1+D(z)) e'zCss - 1m - z . z - 1m - z . ._-
z->l z->I Den + D(z)· Num z-1

Red controladora disefiada : D(z) = 1.6837. z - 0.8352702
z - 0.5392857

La res~esta del sistema de control disefiado se muestra en la figura 5.

+
R(s)

3.- Estudio del error de cuantificacion:

Como el sistema es lineal, puede aplicarse superposicion'. Considerando R(s)=O:

D d d G() Num . d I . ~ . Ia 0 que pue e expresarse: z = -- ; sustltuyen 0 en a ecuaClOn antenor resu ta:
Den



Css = 2.6610963·e::; 0.006 => e::; 2.2547.10-3

, . .., 2-
n

-(n+l) 9 3
Como el error maXImo de cuantIficaclOn es: em" = -- = 2 ; para n=8 => r = 1.9537 ·10- y

2

para n=7 => r 8 = 3. .9063 .10-3
; en conclusion, se necesitan 8 bits en la conversion.
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. (1 ) . (Z-0.5392857 )Css = hm --+ 1 . e = hm + 1 .e .
z->! D(z) z->l 1.6837· (z - 0.8352702) ,

Teorfa de control. Diseilo electronico

dado que lim Den = °.
z->l

3. Diseilo de sisten

3.- Ajustar la

continua de

zona de bajl

4.- Escriba la e

KD'

Utilizando ahor
discreto.

4.- Efecto de la codificacion de coeficientes :

En el disefio se obtuvo b=0.5392857

\as posibi1idades de codificaci6n de este coeficiente con 8 bits son:

(
1 1 1 J(0.10001010)2 = -+5+7 = (0.5390625)10
2 2 2 10

(
1 1 1 1J(0.10001011)2 = -+5+7+8 = (0.5429688)10
2 2 2 2 10

Planteando la ecuaci6n caracteristica resultante para cada uno de las dos posibilidades existentes
puede verificarse que no existe una desviaci6n importante respecto al caso disefiado; por esta raz6n, el

sistema implementado respondeni de modo similar al caso ideal, lognindose, por tanto, validar las
especificaciones de disefio requeridas.

Problema 3

EI metodo de discretizaci6n del mapeado polo-cero consiste en separar numerador y denominador de
la funci6n de transferencia G(s) a polos del filtro de tiempo discreto GD[z).

Considerando el filtro de tiempo continuo: G(s)= K(s+a), la zona de interes es el rango de bajas
frecuencias.

Si se quiere obtener un filtro de tiempo discreto equivalente GD[z), utilizando e1 metodo del mapeado

polo-cero ; para ello :

z-zl
GD[Z]= KD-­

z-pl

1.- Situar en el plano S los polos y ceros finitos de G(s). Transformar dichos puntos al plano Z.

2.- Identifique si hay polos y/o ceros a frecuencia infinita «(0=00). Conociendo que en el dominio

discreto es equivalente la frecuencia infinita del plano S con la maxima frecuencia util para que no
se produzca aliasing, transformar las singularidades anteriores del plano S al Z.

Dado el sistema

Se quiere encont

R(s)

Para ello:

a.- Encontrar el (

dominantes e

Dorr

,
b.- Transformar Ii



Utilizando ahora el metodo del mapeado para transformar un sistema de control continuo a control
discreto.

a.- Encontrar el controlador anal6gico G(s) para que el sistema 3, al incluir un ZOH, tenga los polos
dominantes en lazo cerrado en la misma posici6n que el sistema 1.
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C(s)

C(s)

G(s) = k(s+a)y

Sistema 1

Sistema 2

ZOH=_I_
T
-s+l
2

Sistema 3

+'l__"_G(S)H_~_ZOH_HFTR(s)

Donde:

+

R(s) _ 7\
--.:....:....-_.v-=--::-'. I

+ - T=O.l seg. L..-_--1

\

Gnlz]

R(s)

3.- Ajustar la ganancia KD del filtro de tiempo discreto de manera que coincida la ganancia en
continua del filtro continuo con la ganancia en continua del filtro discreto, ya que nos interesa la
zona de bajas frecuencias.

3. Disel10 de sistemas de colltro[ en tiempo continuo y discreto

4.- Escriba la expresi6n completa del filtro discreto equivalente GD[z]. Dar los valores de zI, pI, y

KD'

Dado el sistema 1:

Se quiere encontrar un control discreto GD[z]:

ParaeIlo:

b.- Transformar G(s) a un controlador digital GD[z] mediante el metoda del mapeado polo-cero.
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Solucion:

1.- G(S) = k(s+a)

-a

jUl

cr ~ z=eTs ~

Teorfa de control. Disel10 electronico

Im[z]

e-To Re[z]

3. Disel10 de sistemas

Para calcular K se

b.- Se transforrna E

2.- Posee un polo en infinito. La maxima frccuencia que no presenta aliasing es

~
. n

T ]T- .
tra sformando dicho punto al plano Z ~ z = e S = e T = en] = -I

3.- GD(l) = G(O)

1 1t S.
Q) = -Q)s = - . 1

2 T Para encontrar el v

-aT
GD[z]=K D z-e

z+1

l_e-aT 2aK
GD(l) = KD = G(O) = aK~ KD =---

1+ 1 1- e -aT Problema 4

2aK z_e-aT
4.- GD[z]=-I-_-a-=T----

-e z+1

C(s) __ 4(s + 2)
a.- Condiciones din<imicas iniciales (sistema 1):

R(s) s2+ 4s + 8
~ Polos en SI.2 = -2±2j

EI sistema Resolvel
motores. Su funciol
en fase, cuya arnpH
una sefial externa. F

RDC (Resolver Dig

Al afiadir ZOH se modifican los polos en lazo cerrado, por 10 que debe de calcularse la situaci6n del

cero del control para que los polos se mantengan en SI,2 = -2±2j

20 1
FLA = K(s+a)--2

s+20 s

Aplicando condici6n de angulo :

. -

ZOH= 1
0.05s+ 1

jui

j2

20

s+20

RESOLVER 11
R-

-20 -a -2
cr

De este modo, se ot
posicion angular actt



De este modo, se obtiene a la salida del RDC una palabra digital que contiene la informacion de la
posicion angular actual del motor.

EI sistema Resolver es muy utilizado en aplicaciones industriales de control de posicion y velocidad de
motores. Su funcionamiento puede resumirse indicando que ofrece a su salida dos senales senoidales
en fase, cuya amplitud depende del angulo actual medido en el motor y cuya frecuencia depende de
una sefial externa. Para logra extraer la informacion de posicion angular del motor se afiade el sistema
RDC (Resolver Digital Converter) al Resolver como muestra la figura 1.
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VELOCITY
OUTPUT

BUSY INHII3IT

RDC

Fig. I

K 1- 0.837 = 3.59.1.77 =} K = 77.96
1+1

G D[z] = 77.96 z - 0.837
z+1

Gc(s)=3.59(s+ 1.77)

-1.77-0.1 083
GD[z]=K z - e =K z - .

z+1 z+1

2
-135 -135- 6.34 + arctg-- = ±180 =} a = 1.77

a-2

\

3. Disell0 de sistemas de control ell tiempo continuo y discrero

b.- Se transforma el controlador analogico a digital:

Para encontrar el valor de K =} GD(l)=G(O)

P I I K I· d' " d' I 20· K· 2.oJ; -- 1->. K -- 3.59ara ca cu ar se ap lca con IClOn e angu 0 =} ----T

18.11·2.82

Problema 4



Conociendo que el sistema anterior puede modelarse en su conjunto pOl':

194

Angulo
Motor (Elmo,)

+

[eor{a de cOl/trol. Disefio electronico

Velocidad

B-4
medida (Vmed) ,

Angulo
medido (Elrr<d) G Palabra

AI(s) A 2(s) 1---------,,-........1 AID ---+ Digital
Salida

3. Di.\ciio de sisl,

Dado que el
establecimient
sistema es:

donde: AI(S) = KI. 1+ s· tI ;
S 1+ s· t2

K2
A2(S) =-

s donde:

emed(S) Vmed(s)
1.- Obtener las funciones de transferencia : y

emotes) emotes)

Calcular los valores estacionarios de angulo y velocidad medidos para los casos:

20 I
emotes) = - y emotes) = 2

s s

2.- Razonar el funcionamiento del sistema Resolver-RDC. Comparar este sistema con un bucIe de
enganche de fase (P.L.L.).

3.- Ca]cu]ar el numero de bits necesarios para tener una resolucion angular menor de 0.1°.

4.- Sabiendo que el contador del sistema RDC utiliza los pulsos generados por el VCO para
determinar Ia posicion angular del motor. (,Cuantos pulsos se generan en una revolucion del
motor? l,Cwil es la velocidad maxima que puede seguir el sistema si la li'ecuencia maxima del

VCO es de 1,536 MHz?

A continuacion, se desea estudiar un sistema de control de posicion utilizando los sistemas anteriores
tal y como muestra la tigura 2.

Tm=5

5.- Seleccionar

de 1.2 segun
Razonar la e

6.- Sup6ngase ql

5 mseg. Raz
Determinar u
control.

Soluci6n:

1.- FUllciones de,

ecned (s) =;

emotes)

Valores estaciona

Angulo

Referencia

(Palabra digital)

Angulo medido
(Palabra digital)

Fig. 2

RDC

Motor:

Resolver

2.- El sistema Re­
proporcional a su'

multiplicador de s­
parte, el integrado­
motor dado que e]
contador ofrece el



Solucion:

Dado que el periodo de muestreo del sistema de control es de T=50 mseg y el tiempo de
establecimiento del sistema Resolver-RDC es de 20 mseg, el diagrama de bloques equivalente de este
sistema es:
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1

K2

Y I· Ymed (s) 20 0
med = 1m s =

HO 8 mot (S) S

Y _ I' Ymed (s)
med - 1m s ')

5---70 8 mot (S) s-

km=20 (ganancia del motor)

8med (s) _ K1,s·(l+s·tl)

8mot (s) s2'(l+S.t2)+K1K2(I+s·tl)

8 _ I' Dmed (s) 1
med - un s 2 = ex:> ;

5---70 8 mot (s) s

km
G(s)=---­

s· (Tm· s+ 1)

8mecl (s)

8mot (s)

8 ( 20 8 _ I' 8med (s) 20 - 20 .1. med s) = -; med - 1m s -,
S 5---70 8mot (s) s

1
2. 8mot (s) = 2;

s

3. DiseFio de sistemas de control en tiempo continuo y discreto

donde:

6.- Sup6ngase que el motor queda en vacio (sin carga) variando su constante de tiempo de 500 mseg a
5 mseg. Razonar las causas que proporcionan un mal funcionamiento del sistema de control.
Determinar una soluci6n al problema y dibujar el diagrama de bloques equivalente del sistema de
control.

Tm=500 mseg (constante de tiempo del motor) D(z): control discreto a diseriar

5.- seleclionar y disefiar el control discreto adecuado D(z) para obtener un tiempo de establecimiento
de 1.2 segundos y un maximo sobreimpulso del 20 %. Determinar el numero de muestras por cicio.
Razonar la eleccion del control yel disefio del mismo.

Valores estacionarios:

1.- Funciones de transferencia:

2.- EI sistema Resolver-RDC permite obtener el valor de la posicion angular del motor y un valor
proporcional a su velocidad angular. En cuanto a su funcionamiento, se observa Ia presencia de un
multiplicador de serial y un detector de fase que recuerda al comparador de fase de un PLL. Por otra
parte, el integrador realiza una funci6n paso-bajo garantizando la medida correcta de la velocidad del
motor dado que el sistema tiene dos elementos integradores (el integrador y el YCO). Por ultimo el
contador ofrece el valor de la posicion angular actual.



Se necesitan 12 bits para tener una resoluci6n angular menor de 0.1 °

3.- Numero de bits para resoluci6n angular menor de 0.1°. Realizando pruebas :

4.- En una revoluci6n se producen 4096 pulsos dado que el contador debe pasar pOI' todas las

combinaciones de 12 bits. De este modo la velocidad maxima que se puede seguir es :
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360°
11 bits -----) 2 11 = 2048 -----) -- = 0.175° ;

2048

Teorfa de control. DiSeilO electronico

12 bits -----) i" = 4096 -----) 360° = 0.0878°
4096

J. Diseiio de siste

f) Si la consta

numero de mu

respuesta, 10 c

problema cons

ciclo elevado.
dinamica asoci

toda seguridad

diagrama de bl<

1.536.106 Hz. 1 % = 375rps
4096pulsos

rev

nO'

5.- ts =~ 0' = 3.333; M p = e (J)d = 0.2 => (Od = 6.5066

z1,2 = e-OT[cOSWdT ± sinwdT] = 0.80208 ± j0.27055

2n

Numero de muestras pOl' ciclo: Cl.)s =..L = 19 muestras/ciclo
(Od (J)d

Problema 5

En la figura se r

ganancia propor(

0u (z) = 4.8374.10-2 z + 0.9672
(z -1)( z - 0.9048)

Control proporcional :

Condici6n de angulo :

z1,2 EO' LOR?

0.2705 0.2705
"rctg - 180 + arctg----

0.8020 + 0.9672 1- 0.8020

0.2705
180 + arctg = 131.7° => z 1,2 <l LOR

0.9048 - 0.8020
1.-0bservandoel;

conocidos (ad-

Control proporcional-derivativo: D(z) = K( z - a)

Condici6n de angulo :

- Tiemp(

- Coefici,

1317 0.2705 1800, - arctg =
0.8020 + a

=> a = 0.5609 Razonar la res

Condici6n de modulo:

_'> ~0.27052 +(0.8020+0.9672)2 ~0.27052 +(0.8020-0.5609)2
K·4.8374·10 ~ = 1 => K = 3.0948

~0.2705 2 + (1- 0.8020)
2 ~0.2705:2 + (0.9048 - 0.8020)

2

2.- Calcular el va.­

apartado 1), ut,

de lazo abiertc

minima que pe-



Problema 5
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Proceso
Filtro

Compensador

R(s) e(s) k cxs + 1 4 C(s).' ~ • s(s+2)+ " I3s+ 1
-

3. Disel10 de sistemas de control en tiempo contilluo y disaeto

- Tiempo de establecimiento de 2 seg.
I

- Coefieiente de amortiguamiento ~ = J2

l.-Observando ellugar geometrico de las rakes del sistema, fig. 1, seleceionar el compensador de los
eonocidos (adelanto, retardo) de manera que se puedan cumplir las siguientes especificaeiones :

Razonar la respuesta.

f) Si la constante de tiempo del motor pasa de 500 mseg a 5 mseg, no se verificara la condici6n del
numero de muestras par cicio al ser el periodo de muestreo de 50 mseg, apareciendo distorsi6n en la
respuesta, 10 cual conlleva un empeoramiento substancial de la dimlmica del sistema. La soluci6n al
problema consiste en disminuir el periodo de muestreo para garantizar un numero de muestras pOI'
ciclo elevado. Sin embargo, el control discreto debe redisefiarse porque debera considerarse la
dinamica asoeinda al sistema sensor (Resolver-RDC) debido a que el nuevo periodo de muestreo con
toda seguridad sera menor que el tiempo de establecimiento de dicho sistema que es de 20 mseg. EI

diagrama de bloques en esta situaci6n resulta:

2.- Calcular el valor de los paramerros ex, 13 y k, de manera que se eumpIan las especifieaeiones del
apartado I), utilizando el teorema de Ia eonstaneia del LOR segun el eual el sumatorio de los polos

de lazo abierto es igual al sumatorio de los palos de lazo ccrrado; para ello utilizar Ia situaei6n
minima que permita tener dominaneia.

En In figura se muestra un sistema de control realimentado con una red de eompensaei6n y con una
gananeia proporeional.
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Nota: Considerar situaci6n de polos dominantes cuando la parte real de los polos no dominantes
es tres veces mayor 0 igual que la parte real de los polos dominantes.

polos ~ ,2 al eje

3 POl' tanto segun

o -------------><--<-+----~

-1
Entonees:

-2

-3

-4 '---_-'--_-'---_..L-_--'-_--'--_--'-_---'-_--.J
-4 -3 -2 -1 0 4

Eje Real Como la condici

Fig. 1

Soluci6n: Falta disefiar la t

1.- Las especificaciones son de ts == 2seg. y ~ = ~ implican que los polos de lazo cerrado deben de

estar ubicados en s1.2 = -2 ± 2j; para conseguirlo se debe usar un compensador en adelanto para

alraer a las ramas del LGR hacia esta posicion.

2.- Segun el LGR, si los polos de lazo ecrrado deben estar en sl,2 = -2 ± 2j, el tercer polo en lazo

cerrado 5.1, correspondiente al eompensador en adelanto, debera estar situado a una distaneia de los

polos ~.2 ' tal que permita al menos la condici6n minima de dominaneia. Si cra es la distaneia de los

Donde: <1>1 = 13:

Luego YI debe se:

EI valor de la gan

Problema 6

EI siguiente dia
compensaci6n se
Gf(s)):

5o

PuluLC

PoloLC

Eje Real

*---f4---~-~o=r-----*""+-*

5

4

.;2 3
;;
c

2'Sf)

'"..§

'"r.if PatoLC

0 -----)( D

·1

-2

-3

·4

-5
-10 -5
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~=3
a

IT

<1>1
\

-2

a

jO)

• j2,,</1··---::---..---------------

,(~ y, h~"'~
I

~

rg-
1[-f-] =63.43°
--2
a

palos ~ ,2 al eje jw, y (j b es la distancia del polo ~ al eje jW, para que se cumpla dominancia :

3. Disel10 de sistemas de control ell tiempo cOlltinuo y discreto

•

POl' tanto scgun el teorema de la eonstaneia :

Entonees:

Como la condici6n de disefio implica que cr a = 2:

Falta disefiar 1a posici6n del cero a traves de la condici6n de angulo:

Donde : <1>1 = 135°, <1>2 = 90° Y <1>3 = 18.43° -

Luego Yl debe ser 63.43° para que se cumpla la condici6n de angulo.

EI valor de la gananeia se ealcula a traves de la condici6n de m6dulo dando como resultado k=1.5

Problema 6

El siguiente diagrama de bloques representa un servomotor de posIcion que incorpora una
eompensaci6n serie (bloque Gc(s)) y una compensaci6n por realimentaci6n de velocidad (bloque
Gf(s)):
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R(s)

+
4

Gp(s) =-(-)
s s+ I

C(s)

R(s)

+

'---------1 Gf(s) = k gS I--------{

Donde T(s) es el par perturbador, R(s) es la entrada y kg es una constante a determinar.

Se pide:

1.- Hallar las expresiones de las siguientes funciones de transferencia en funcion de Gc(s) y kg .

Aplicando regla~

G [ (s) = C(s) I
R(s) T(s)=O

y G z (s) = C(S)I
T(s) R(s)=O

obteniendo come

2.- Suponiendo Gc(s) = kc (constante a detenninar), atendiendo a la expresion de Gis) (con R(s)=O),

determinar los valores de kc y kg de forma que, ante un par perturbador de tipo escal6n unitario, el

sistema presente un coeficiente de amortiguamiento de 0.5 y un elTor en regimen estacionario del

5% ante dicho par.

3.- Demostrar que la compensacion par realimentaci6n de velocidad no afecta al error en regimen

estacionario. Razonar la respuesta.

4.- Calcular el error en regimen estacionario frente a una entrada R(s) del tipo escalon unitario,

suponiendo T(s)=O.

k·
5.- Gc(s) puede ser Gc\(s) = kc + kd's 0 GC2(S) = kc + ~.

s

5.1.- Escoger razonadamente uno de los controles serie anteriores, de forma que el error en

regimen estacionario ess frente a un par perturbador del tipo escalon unitario sea nulo.

5.2.- Para el control elegido y con los valores de kc Y kg hallados en el apartado 2, determinar el

rango de valores del par:.imetro restante (kd 0 ki), para que el sistema sea incondicionalmente

estable.

Solucion:

1.- Funciones de transferencia:

Cuando T(s) = a se tiene una realimentaci6n intema y una realimentaci6n externa a la hora de

encontrar In funci6n de transferencia.

Para el caso R(s)

La funcion de tral
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C(s)

(s)

C(s)

C(s)

4
Gp(s) =-(-)

s s+ I

4

10· Ge(s)

10· Ge(s)

S2 +( 1+ 10· kg )s+ IO·Ge(s)

4
)-_+1 Gp(s) =-(-.)

s s+]

R(s) ._~

+-,
L- ~

T(s)

'------4 Gf(S) = k gS 1--------4

G 1(s) = C(s)I
R(s) T(s)=O

G
2

(s) = C(S)I
T(s) R(s)=O

T(s) 4 C

+"""
Gp(s) =-(-)

s s+ I
-

12'S'(GC(S)+k g s) 1-

R(s)

3. Diselio de sistemas de control en tiempo continllo y discreto

Aplieando reglas de algebra de bloques:

obteniendo como resultado:

Para el easo R(s) = 0 se obtiene el siguiente diagrama de bloques:

La funei6n de transfereneia final resulta :
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2.- Gc(s) == kc :

G
2

(s) == C(S)j
T(s) R(s)=O

Teorfa de control. Diseiio electronico

4

3. Diseiio de sistema,

El valor estacion

Si se expresa el denominador en forma normalizada: En conclusion, el

obteniendo:

l+lO·k g
~== == 052.JWT: segun la especificaci6n del enunciado.

5.- Se debe esco~

error estacionaril
control integral il
modo el control e

POl' otra parte, observando la estructura del diagrama de bloques se puede decir que E(s) == -C(s), ya
que R(s) == O.

EI valor estacionario de la salida frente a un par perturbador del tipo escal6n unitario valdni:

Margen de valore

Denominador de

Aplicando CER :

4
e ss == css == --- == 0.05

10· k c
segun la especificaci6n del enunciado.

* Condie

*~

Notar que el error estacionario se debe medir en valor absoluto.

Con las dos ecuaciones planteadas se obtienen los valores:

kg == 0.79

3.- La realimentaci6n de velocidad no afecta al estado estacionario porque, observando su funci6n de
transferencia, vemos que introduce un cero en origen (acci6n derivativa) y se encuentra en el lazo de
realimentaci6n. Debido a ella, en estado estacionario se puede suprimir este lazo. Calculando el valor
en estado estacionario:

ess==lims·E(s)==lims· 2 ( 4) .~
s~O s--->O S + 1+10·k g s+lO.k c s

El termino procedente de la realimentaci6n de velocidad (kg's) se anulani al realizar el lfmite y no
afectara al regimen estacionario.

4.- Calculo del error en regimen estacionario frente a una entrada R(s) del tipo escal6n unitario, con
T(s) == O.

Para que no exist,-

Problema 7

Dado el sistema d

R(

1.- Para un contro:

1.1.- Dibujare



5.- Se debe escoger entre un control proporcional derivativo y uno proporcional integral, para anular el
error estacionario frente a un par perturbador del tipo escalon unitario. Se ha de recordar que el
control integral introduce una singularidad en origen que permite anular el error estacionario. De este
modo el control escogido es :

PLANTA

203

80 )10·k j

1

8.9

80-1.12· k j

lO·k j

S3 + 8.9s2 + 80s + 10'kj =0

. . lO·Gc(s) 1
c ss = 11m s·C(s) = lIm s· .- =1

5--->0 5--->0 s2 +(1+1O.k g )s+10.Gc(s) s

* Algoritmo de Routh:

EI valor estacionario de la salida:

3. Diseiio de sistemas de control en tiemf'o contillLlO y discreto

En conclusion, el error en regimen estacionario es nulo.

CONTROL 1
R(s) G(s) =...,..------,,----- C(s)

+tl Gce,) t1 (~+l)(Hl) 1----...---+

Aplicando CER :

Denominador de G2(s):

1.1.- Dibujar el lugar geometrico de las rakes del sistema.

Margen de valores de k; para que el sistema sea estable:

Gc(s) =kc + kJs

* Condicion necesaria: Todos los coeficiente presentes y positivos ::::::> k j > 0

Para que no existan cambios de signo en la primera columna, debe cumplirse: k j < 71.42.

Dado el sistema de la figura :

1.- Para un control proporcional (Gc(s) = k):

Problema 7
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3. Dise/lo de sistemas d

EI lugar geometrico de las rakes del sistema resultante es el que se muestra en la figura:

2.- Introduciendo un control proporcional-derivativo de la forma:

Ge(s) = k.(I+Td .s) = k.(I+O.05.s)

1.2.- Indicar que variaci6n debe seguir k para reducir el error estacionario de posici6n. Comprobar
analfticamente. 1.2

v
.3
P.,
E 0.8
<t:

0.6

0.4

0.2

0
0

10o

k, '

a, '

a, ,

-20 -10
Eje Real

... 0-

20[
15

toj
0 5~ I.~

I
c Ik2'0,

0C1l rE
(l)

W -5

-10

-15

-20 1

-40 -30

1.3.- Si k varia en dicho sentido, ~que ocurrini con el maximo sobreimpulso (Mp) del sistema?
Razonar la respuesta observando el LGR obtenido.

2.1.- Para este tipo de control, comentar, de forma cualitativa, la evolucion que sigue el maximo
sobreimpulso (Mp) al variar k desde k=k 1 hasta k=k2. Razonar la respuesta.

2.2.- Para k=2, los polos en lazo cerrado se situan en la posicion a, y para k=30 en la posicion a2.
Relacionando los panimetros t" tp, Mp Yessp con las posiciones de los polas en lazo cerrado,
indicar que figura (figura 1 0 figura 2) de respuesta temporal al escalon en lazo cerrado
corresponde a k=2 y cual a k=30. Razonar la respuesta.

EI lugar geomet

Para k=5, los pc

3.- Si el control es ahora del tipo proporcional integral derivativo: 3.1.- Para k=5, (

2 2
Ge(s)=k.TjTd·S +Tj .s+l=k.1.2s +2s+1

s s

Dadas las figun'

3.2.- ~Que gnifi
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31 2
Tiempo (seg)

0.6

Fig. 2

1 .

Fig. 4

°O'------~5'------1-:"0·

Tiempo (seg)

1.4

1.6r------~------,

1.2

0.8

0.6

0.4

0.2

"0

.S
~ 0.8
~

1 2
Tiempo (seg)

o"-----~---~-
o

0.6

0.4

Fig. 1

°0'-----~5c--------:-'1O'

Tiempo (seg)

0.2

Fig. 3

0.6

0.4

1.2

0.2

::f
1.2

"0

E
0..
E:
~ 0.8

"0
2
0.
E: 0.8
~

EI lugar geometrico de las rafces del sistema can este control es el que se muestra en Ia figura 5.

Para k=5, los palos en lazo cerrado se situan en a3, a4 Ya5'

3.1.- Para k=5, (,cuales seran los palos dominantes del sistema? Razonar la respuesta.

Dadas las figuras 3 y 4 de respuesta temporal al escalon en lazo cerrado :

3.2.- (,Que gr:ifica corresponde a 1a situacion de los palos can ganancia k=5? Razonar la respuesta.

3. Disei'io de sistemas de control en tiempo continuo y discreto
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0.8

0.6

0.4

0
.~ 0.2
c:: as'0,
en 0
i:: I
llJ -0.2rill

.OA
-0.6L

-08 •
-10. -20 -15 -5

Eje Real
o

2.2.- La grMica

(k=2), ya q

Solucion:
a.- La parte r

establecir

1.1.- Punta de ruptura en s = -2. Asfntota a 90°.

jlll

b.- La parte

mayor en

-3 -1

c.- El angulo

> ~2, que;

d.- Para los F
estacionar

jlll

Rafces de.

Rafces de

3.1.- Se puede a

qoos~fClrre.....

Si k aumenta =} essp disminuye.

cr

'~2
kl' ~' ..._

,;>~~'.>-..,
-3 -1

1 1
e -------

ssp - 1+ k - 1+k
p

1.3.- A medida que k aumenta, los palos se desplazan sabre Ia rama vertical (cr = -2), de manera que el

angulo 8 aumenta, can 10 que ~ disminuye (~ =cos 8). En consccuencia el M p aumentara.

1.2.- k p = limG LA (s) = k
s-->o

PorIa tanto, los·
corresponden can'

2.1.- EI M p crecera desde k=k l hasta alcanzar un valor maximo, desde el cual comenzara a decrecer
hasta llegar a cera en k=k2. El valor maximo se consigue para el punta en el cual la recta desde el

origen es tangente a la circunferencia, es decir, cuando 8 es maximo.

3.2.- El polo que'

respuesta ter

coincide cart
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G(s)H(s)

1+ G(s)H(s)

C(s)

R(s)

COd
~ =arctg­

0'

j())

a

1t-~
t =--

P COd

Rakes de 1+G(s)H(s) ==> Palos de lazo cerrado.

Rakes de G(s)H(s) ==> Ceros de lazo cerrado que coinciden can los ceros de lazo abierto.

a.- La parte real de los palos en at es inferior a la de los palos en a2, en consecuencia el tiempo de

establecimiento (ls = 4/0') sera mayor para aj.

b.- La parte imaginaria de los palos en aj es inferior a la de los palos en a2, can 10 cllal tp sera

mayor en al.

d.- Para los palos en aI, el valor de k cs inferior que para los palos en a2, par 10 tanto el error
estacionario al escalon sera mayor que en a2'

c.- El angulo 8 de los palos en a2 sera mayor que el de los palos en aj, 10 que significani que ~l

> ~2, que a su vez implica M pat < M pa2 '

3. Diseiio de sistemas de control en tiempo continuo y discreto

2.2.- La grafica de respuesta temporal de la figura I se corresponde can la posicion de los palos a1

(k=2), ya que:

3.1.- Se puede observar que los polos a3 Y a4 se encuentran situados sobre los ceros de lazo abierto,
que se corresponden can los ceros en lazo cerrado del sistema.

3.2.- B polo que tiene mas influencia es as. Se observa que que dicho polo es real, par 10 cual la
respuesta temporal del sistema correspondera a la de un sistema de primer orden. En este caso

coincide can la figura 3.

Par 10 tanto, los palos en lazo cerrado a3 Y a4 se anularan can los ceros de lazo cerrado que se
corresponden can los ceros de lazo abierto. ,En consecuencia, el polo dominante del sistema sera as.
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Problema 8

Dado el sistema de la figura:

R(s)

+

Teorfa de c01llrol. Disefio eleclrolliev

~ <:(s)-------IEJ~----,-..·
L-,.B...:....(s.:-)_-I H(s) = _1_ 1-__---'

s+2

3. Diseiio de sislem

Solucion:

1.-

Aplicando la cor

2.-

I1.- Diseflar un control proporcional derivativo (Oc(s) = k(s+a», e = --- = 0.1111 = ILl I% de
ssp 1+ K

p

forma que se cumplan las siguientes especifieaciones :

- M p =4.32 %

- ts = 1.33 seg.

2.- Caleular el valor del coeficiente estatico de posicion, asf como el error estacionario de posici6n

cometido.

3.- Dibujar el LOR del sistema disefiado. Indicar la posici6n de los polos en lazo eerrado del diseflo y

el valor de k asoeiado a los mismos.

4.- Dibujar Ia situaci6n de todos los polas y eeros en lazo cerrado del sistema disenado. l,Podra

caraeterizarse la respuesta transitoria segun las especificaciones anteriores? l,Por que?

5.- Sabiendo que Ia expresion de la respuesta temporal del sistema diseflado frente a una entrada del

tipo esca16n unitario es:

e(t) = 1.77-u(t) + 2e·3t·(0.6Icos(3t) + 1.27sin(3t»·u(t)

Obtener los valores de c(t) para los instantes t =0, 0.5, ts, 2 Y 4 seg.

A la vista de los resultados:

- l,Es viable el control PD en este sistema?

- l,Es H(s) transparente respecto al sistema?

- Si se desea que H(s) no afeete a la respuesta temporal, l,d6nde deberfa estar situado el polo

que introduce?

3.- EI LOR qued2

4.- Al tener un pol

Polos de Iat

Ceros de la,

La presencia del ce
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1.-

209

,2 -1

k=3

k=3

Sr,2 = -3±3j

Sj =-5.333 Y Sz = -2

1
e ssp =---=0.1111 = ILl 1%

" l+Kp

C(s) = 3(s + 5.33)(s + 2)

R(s) (s+I)(s+2)+3(s+5.33)

. . 3,(s+5.33)
K p = hm G(s)H(s) = lim ( ) ( ) = 8

s..--.O s..--.O s+ 1 . s +2

-4

-2

-~'=-5------.-,'10::-------.-:'::5--------::-0-----'

Eje Real

4

M p = 4.32% )
~ s=-3±3j

t s =1.33 seg.

6,.------,--------,--------,--------,

.g 2
d
>=:
eJ)
OJ

.§ 0 r-----------t-----o
Il.l -5.333
'-'
UJ

Ceras de lazo celTado en:

Palos de lazo cerrado en:

Aplicando la condici6n de angulo, se obtiene a = 5.33, Ymediante la condici6n de m6dulo k = 3.

2.-

SoIuci6n:

3.- EI LGR queda de la forma:

4.- AI tener un polo en H(s), este aparecera como cera de lazo cerrado.

La presencia del cera es la causa de que la respuesta temporal sea totalmente distinta a la esperada.
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5.-

Teorla de control. Disdio electr6nico

4~

3.5

3
"0

.~ 2.5
0..
E

<X:: 2

1.5~
I

1

0.5

~
00 0.5 1 1.5 2

Tiempo (8eg)

Fig. 1 Respuesta temporal al escall5n, del sistema disefiado

Instante t (seg.) Amplitud de la respuesta

0 2.99

0.5 2.35

ts=1.33 1.72

2 1.77

4 1.77

3. Diseiio de sisleml

1.- Calcular G[2

2.- Encontrar la

del plano S d

Representar e

i,Que zona de

3.- Se desea disel

muestras pOI' C

Encontrar Kp Y

Soluci6n:

1.-

La grafica de la respuesta temporal muestra el efecto que causa el cem. En consecuencia, el control
PD no es viable en este caso.

H(s) no es, par tanto, transparente, y para que no afecte ala respuesta temporal, el polo que introduce
debera estar 10 bastante alejado de las rakes de G(s) para que no modifique su respuesta.

Problema 9

Dado el siguiente sistema:

~--- G(s) ---~
Control

R(s) I I-~'I ;_'s-T" I -'1_es-+
2T

I
S

t--.--C_(s)Jr=~ Gdz] I " r

2.-
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-2rr~ CUd

Izi == eJ;-~'~},

a) wd ==0 c) ~=OS
WS Ws

b) wd = 0.25 d) Wd = 1
Ws Ws

o[z] == Tzf l_e-
Ts

e -2TS] == (1- z-l) .z-2 .TZ{-.l_} == 0.8641 s s+ 1 s(s+ I) z2(z-O.l35)

Encontrar Kp YK j •

l,Que zona de la curva sera util en el disefio del sistema?

Representar en el plano Z los siguientes puntas para ~ == 0.5:

1.- Calcular O[Z].

3. Disetl0 de sistemas de control en tiempo colllinuo y discreto

2.- Encontrar]a figura que describe en eI plano Z, en funcion de wJws , la transforrnac'ion de puntas

del plano S de coeficiente de amortiguamiento (~) constante.

3.- Se desea disefiar un control PI tal que los palos en lazo cerrado tengan un ~ == 0.5 Yel numero de

muestras por cicio de la oscilacion mantenida sinusoidal sea 10.

SoIucion:

1.-

2.-
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Calculo de los puntas can ~ = 0.5 :

Teorla de control. Disei'io electrollico 3. DisellO de sistem{

Aplicandc la COl

J Izi = 1

1(z =0 rad

JIzi = 00403

~ 1(z=~ rad

J Izi = 0.163

1(z = n rad

Im(z)

Wd ~ 0.25
Ws

Izi =0.0265

(z = 0 rad

Aplicando la Cal

Wd ~O

Ws

Re(z)

Para encontrar 1<

La zona util sera desde W
d

/ W
s

= 0 hastaw d / W s = 0.5 , ya que se cumple cl criteria de Nyquist.

3.-

Kp
z---"------

1 K p +K i z-a
GD[z]= K p +K j ----1 = (K p + K j )----''--- = K·--

l-z z-l z-l
K p +K; = K

Kp
--'---= a
K p +K;

TJ==lO ~ ~==O.l
T CDs

Izi = 0.6957 }
~ z =0.562 ± jOA09

L.Z =0.2n rad =36°

Im(z)

jOA09 --~-----:!,
,,': I·.· .

........ : .
I • "

• . I

.'. I

..\lP, :"' <P2 :

Problema 10

En la siguiente f<

0.135 0.562 a
Re(z)
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Solenoide

K p == 0.197

K j = 0.263

/1
//

Foto-detector

Iz - al· 0.864
K· =1

Izl2 ·jz -11·lz - 0.1351

K. 0.43·0.864 == 1 => K == 0.46
0.695 2

• 0.591· 0599

8 =:: 72.72°

0.409
72.720 == 180°- arctg => a == 0.429

a- 0.562

Control

v;,~~.~.
"'r1=-------+----_-L

/+-----------1
u

Ap1icandG In condici6n de angulo:

3. Disel10 de sistemas de control ell tiempo continuo y discreto

Aplicando la condici6n de m6dulo :

Para enconlrar Kp YKi :

En la siguiente figura se muestra un esquema de suspension magnetica elemenral:

Problema 10
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Las caracterfsticas del dispositivo anterior son:

* Para cambios pequefios de la bola cerca de la posicion de refercncia, la tensi6n e es proporcional
al desplazamiento x de la bola (en metros), tal que:

e = lOOx

* La fuerza de atracci6n hacia arriba (en Newtons) sobre la bola que provoca el solenoide debido
al paso de corriente i (en Amperes) viene dada aproximadamente por:

f = O.5i + 20x

* La masa de la bola es 20 gramos y la gravedad es de 9.8 N/Kg.

* EI amplificador de potencia es un dispositivo conversor de tension a corriente, de forma que:

i = Vo - u (Amperes)

* EI bloque de control es proporcional y verifica la ecuaci6n u Ke

Se pide:

1.- Escriba el conjunto de ecuaciones que rigen este sistema.

3.- Con los valore:
en lazo abierto

Nota: Partiend(

4.- Utilizando la f

lazo cerrado to:

5.- Tomando la est

5.1.- Dibujar el
del sistem

Para ella (

*

*

*
2.- Descomponiendo Ia tensi6n Vo en la forma Vo = Vete + V,ef

donde: Vele '" Tension de polarizaci6n. Es una tension continua que situa la bola en su
posicion de equilibrio en x = O.

V,er '" Tension de referencia. Tension que permite mover la bola hacia otra posicion.

5.2.- Suponer q
la tension

* Colocai
variacio
en su pa

La descomposicion de la tension Vo da lugar a que se pueda descomponer la corriente i en :
* Y si la

variacio'
equilibri

donde: iete - Corriente de polarizacion. Corriente necesaria para que la bola este en
equilibrio en x=O.

i,el - COl-riente que permite mover la bola hacia otra posicion 0 cOiTegir una
desviacion de posicion.

5.3.- Determin~

posicion

6.- De las siguientEi

\

Calcular los valores de iete y Vete de modo que la bola se encuentre en equilibrio en x=O,
considerando V,er= i,er = O.

Nota: Se considera que la bola esta en equilibrio cuando la suma de rodas las fuerzas sobre ella es
nula.

6.1.-l.Cualtsc:
anterior? }

6.2.- Con dicha



* Asfntotas.

6.2.- Con dieho control, dar la funci6n de transferencia U(S)/Tre'{s).

5.- Tomando la estructura obtenida en el apartado anterior:

215

2.- U(s) = K(s + a)· E(s)1.- K(s+a) .E(s)
s

Para ella especificar:

5.1.- Dibujar el lugar geometrico de las rakes en lazo cerrado, como una funci6n del panimetro K
del sistema.

Nota: Partiendo de la posicion de equilibria de Ia bola en x=O.

* y si la bola sufre alguna variacion de su posicion debido a alguna perturbaci6n extema 0

variacion de Vrer , ~evolucionara el sistema de manera que la bola adquiera una posicion de
equilibrio? Raz6nese la respuesta.

* Colocando la bola en su posici6n de equilibrio en x=O, y el sistema no sufre ninguna
variaeion en la tension de referencia (Vrer=O), ni perturbacion exterior. ~Permanecera ]a bola
en su posicion de equilibrio? Razonese la respuesta.

5.2.- Suponer que el comportamiento dinamico del desplazamiento de la bola (x) es proporcional a
la tensi6n u.

* Puntos de ruptura.

* LGR sobre el eje real.

TL!d 2:) = s2 y (s) _ sy' (0) - y(O)
dt-

5.3.- Determine el valor de K para el eual la bola oscilara con una frecueneia de 5Hz sobre la
posicion x=O.

3.- Con los valores de iete Y Vete obtenidos en el apartado anterior, cakular la funci6n de transferencia
en lazo abierto del sistema U(s)/Iret<s).

3. Disciio de sistemas de cO/ltrol ell tiempo continuo y discreto

4.- Utilizando la funci6n de transferencia U(s)/]ret\s), dibujar el diagrama de bloques del sistema en
lazo cerrado tomando U(s) eomo variable de salida y Vrercomo variable de entrada del sistema.

6.- De las siguientes leyes de control:

) 6.1.- ~Cual escogerfa para obtener un control mejorado con respecto al mostrado en el apartado
anterior? Razonese 1a respuesta.
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6.3.- Calcular los valores de a y K del control escogido para que, ante una variacion de la tension
de referencia (Vrer) en escal6n, la bola cambie de posici6n vertical con el siguiente
comportamiento din<imico de la tensi6n u:

3. Disel10 de sistem.

4.-

Mp =4.321%; ts = 1 seg

Soluci6n:

1.-

e = 100x

f = 0.5i+20x

i = Vo - u

u =K'e

m= 20gr = 20.10-3 Kg.

fg =9.8.20.10-3 =O.l96N

d 2x
f-f =m·--

g dt 2

d 2x
2.- En equilibrio x = 0 ::::::} -- = 0 ::::::} f = fg

dt 2

f
fg = f = O.5i + 20xl x=o = O.5i ::::::} iete = O~ = 0.392 A

i = V0 - ul x=o==}u=o = Vete ::::::} Vete = iete = 0.392 V

5.] .-

5.2.-* Permanecel

cOiTespond~

tension de f,

* No, puesto •
de K.

)

3.- F(s)=0.5·I(s)+20·X(s); I(s)=Vo(s)-U(s)

E(s) = 100· Xes) } E(s) U(s)
::::::}X(s)=--=--

U(s) = K· E(s) 100 100· K

F(s)-fg =ms2 ·X(s); 0.5.I(s)+20·X(s)-fg =ms2 ·X(s)

0.5.I(s)+20 U(s) -O.l96=20.1O-3s2~
100·K 100·K

20 20.10-3 2
IZU(s)+50.(Icte+lref(S»)-19.6= K s ·U(s)

W 20'1~
- U(s)+50.(0.392+ Iref(s»)- 19.6 = S2. U(s)
K K

50K

5.3.- 5 Hz ==} w=.
ens=±jlOn.

Aplicando la condit

)f
-31.62

6.1.- Se debeni esco
el semiplano i,
algunos valore1
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Aplicando la condici6n de modulo sobre este punta:
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Punta de ruptura en (J = 0

Asfntota sabre eje jeo.

2500K

s2 -1000

a

31.62 cr

31.62

jW

Vrel(s) Irels) 2500· K D(s)

+""" s2 -1000-

.pore

-31.62

-31.62

/

3. Diselio de sistemas de control en liel1lpo cOfllinuo y discreto

* No, puesto que, segun el LGR, el sistema es siempre inestable u oscilatoria para cualquier valor
de K.

4.-

5.1.-

5.2.-* Permanecera en equilibria, pues aunque la funci6n de transferencia es inestable, esta se

corresponde con el comportamienta dinamico del sistema, y no existe ninguna variaci6n en In
tensi6n de entrada ni perturbaci6n exterior que la modifique.

5.3.- 5 Hz ~ w= IOn: =::} Para que asci Ie can (JJ = lOn, los palos en lazo cerrado deben estar situadas

ens=±jlOn.

6.1- Se debera escoger el segundo control que se conesponde can un PD. A<;f se atrae las ramas hacia
el semiplano izquierdo del plano S, consiguiendo de esta forma que el sistema sea establc para
algunos valores de K.



Aplicando la condici6n de angulo al punta s == -4 + j4:

jW
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6.2.-

6.3.-

'r.--- j4,'., ".
'45?:'"

-4

U(s)

I reds)

a

Tporio de cOl/fro!. Diseiio electronico

2500K(s+a)

s2 -1000

Mp = 4.321 % ~ ~ == 0.7071 ~ (j =450

4
t s = - = 1 seg ~ cr = 4

cr

3. D;seiio de sistI

Donde:

T -

f -

eh -

Rm -

a. - ]

k - (

kM - (

-a

-E0')-'c:.·:,-·._._'.c.....:'-,,$:-.'X*"'0:-':_~"_"'\-,"~:..~,-;••_.,"'"'-.:'_'",_.,,+-!_~. .:..o.~~,*,~2 ~
-31.62 -4 31.62 a

4 4 4 .
arctg-- ~ arctg-- -180°+ arctg-- =±L80°

a-4 2~2 3i~

~ a = 128.61

1- Obtener las j

2,- Si la funci6n

/

Para calcular cl valor de K se aplica la condici6n de m6dulo:

Problema 11

I a Parte:

Dado el sistema de control de un motor de corricnte continua controlado par inducido de la figura:

e,(s)

compJeto COl

3.- Calcular Ia eJ

4.- Ca1cular el ~

siguientes:

5.- Sabiendo que,

disefio se ajus'

6.- l.Cual es la ,

dorninancia? :

7.- Si unadelasl

de los polos a.
igual a la sum

y Como criteri"

3'{M6dulo parte

maxima ganancia

apartado 4.



y como criterio de dominancia crftico se toma:
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kM - Cte. de proporcionalidad entre eh(s) Y la velocidad angular.

Donde:

T - Par del motor. J - Momento de inercia.

f - CoeEciente de Iricci6n. em Desplazamiento angular.

eh - Fuerza electromotriz. 1a - Corriente de inducido.

Rm Resistencia de inducido. Lm - Inductancia de inducido.

a - Parametro del deri vador. f3 - Parametro de ponderaci6n.

k - Ganancia del control. kT - Cte. de proporcionalidad entre T(s) e ia(s).

J. Diseiio de sistemas de control en tiempo continuo y discreto

1.- Obtener las funciones de transferencia M(s) = 8 m (s) / e j (s) y N(s) = er(s) / 8 m (s).

ts = 1.081 seg.

Mp = 1.14 %

3.- Calcular la expresi6n del error estacionario de posicion y de velocidad.

4.- Calcular el valor del parametro f3 y de la ganancia k para que se cumplan las especificaciones

siguientes:

2.- Si la funci6n de transferencia es: M(s) = ( ;t ) y a = I. Dibujar el diagrama de bloques
ss+l s+1O

completo correspondiente al sistema de la figura anterior.

5.- Sabiendo que la situaci6n del tercer polo del sistema en lazo cerrado es s = -3.6, comprobar si este
disefio se ajusta a las especificaciones anteriorcs.

6.- i,CuaJ es la acci6n mas sencilla sabre el control disefiado que haria cumplir la condicion de

dominancia?

7.- Si una de las propiedades del lugar geometrico de las rakes es su constancia, es decir, que la suma

de los polos de lazo cerrado permanece constante con independencia del valor de la ganancia k, e

igual a la suma de los polos de lazo abierto:

:l {M6dulo parte real polos dominantes} ~ {M6dulo parte real polos no dominantes}, calcular la

maxima ganancia que garantiza la situacion de dominancia, manteniendo el valor de f3 calculado en el

apartado 4.
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2' Parte: Solucion:

En la realimentacion del sistema anterior se ha producido un cambio, quedando el valor de 13 fijado a

13=2. Par tanto, como par<lmetros variables solo quedan a y la ganancia k. En esta nueva situacion se
pide:

l' Parte:

1.- Las ecuacior

1.- Calcular la expresion que toma la funcion de transferencia de lazo abierto.

2.- Calcular el valor de la ganancia k para que el coeficiente estatico de velocidad sea k, = 5.4 seg'J.

3.- Obtener la funcion de transferencia equivalente que pennite obtener el LGR del sistema en funcion

del parametro a. Operando se ob

4.- Si el LGR en funcion del parametro a es el de la figura siguiente:

2.- El diagrama

La realimentacif

o 2.>=:
'<!
~

'bI)
~

E-Q) 0 .->*<--------------------<0' ....
~

4.----,---,------,-----,-.,.----....,----,-----0

3

-1

-2

-3
3.- Por tener un

-10 -8 -6 -4
Eje Real

o

4.1.- Indicar cual es el valor de los polos en lazo cerrado que conseguirlan el mlnimo sobreimpulso
en la respuesta del sistema a una entrada del tipo escalon unitario, suponiendo aproximacion
por polos dominantes.

4.2.- Calcular el valor de a sabiendo que los polos en lazo abierto de la funcion de transferencia
equivalente del aparLado 3 estan ubicados en:

4.- Con las con~

en el plano de .

angulo, de tal rr;
ganancia que ajl

5.- No se puedt;
conjugados. No

4.4.- Calcular, aplicando el teorema de la constancia del LGR, el valor maximo de a que garantiza
dominancia. Dar la expresion completa del control.

4.3.- Sabiendo que la situacion del tercer polo es s =-3.71, comprobar si este disefio se ajusta a la
aproximacion por polos dominantes.

s1.2 = -0.232 ± 2.24j y S3 = -10.53
6.- El control d;
con las especifi~

disminuir la gal
desplazara haci,:

a partir del cual'



5.- No se puede aplicar dominancia. EI polo real esta en la misma posicion que los palos complejos
conjugados. No cumplinilas espccificaciones al quedar un sistema de tel~cer orden en lazo cerrado.

4.- Con las condiciones de tiempo de estahlecimiento y de maximo sobreimpulso, el punto rcsultante

en el plano de Laplace es s == -3.7 ± 2.6j. Este punto se ajusta aplicando la condie ion de modulo y

angulo, de tal manera que /3 == 1.98 y k == 3.7. Por tanto, se dispone de un cera en s == -1.98 y de la

ganancia que ajusta el punto en el plano de Laplace.
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ei(s)-eb(s)==(R m +Lms).ia(s)

T(s) == k T ·i a (s) == s·(1,s+f).8 mCs)

eb(s)==k M ·s·8 m(s)

8 m (s)

ej Cs)

en (s) 10 8,

+''''' s(s+ 1)(s+ 10)
-

e,Cs) I k,(s+/3) I
I I

. 10k/3
k y == hm s·G(s)H(s) == -- == k/3

S-;O 10

1a Parte:

1.- Las ecuaciones que definen al motor son:

3. Disello de sislemas de ("alUml ell liempo COlllilll/O v discrelo

Solucion:

Operando se obtiene :

2.- EI diagrama de bloques quedara de la forma:

La realimentacion sera:

3.- Por tener un polo de lazo abierto en el origen ~ essp == O.

6.- El control disefiado es un proporcional derivativo. La aceion mas sencilla es ser menos riguroso

con las especificaciones temporales y disminuir la ganancia. Segun el LGR del sistema disefiado, al

disminuir la ganancia, los polos complejos conjugados se acercan mas al eje jeD. y el polo real se
desplazara hacia la izquierda. En consecuencia, al reducir la ganancia, se llega a un valor de la misma
a partir del cual se cumplira la condici6n de dominancia especificada en el enunciado.

""'"
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7.- Para aplicar el criterio de dominancia, basta con que el modulo de la parte real de los polos no
dominantes sea tres veces mayor que el modulo de la parte real de los polos dominantes. Se pide la
maxima ganancia que permite la condici6n de dominancia; en consecuencia, se debe tomar como
condicion Ifmite la situacion en que el polo real se encuentre a una distancia del eje imaginario tres
veces mayor que la de los palos complejos conjugados.

jw

X······· .... bj

(J

x············ -bj

La situacion Ifmite para cumplir dominancia sera entonces: O'b:= 30',.

Aplicando 10 indicado sobre la constancia del LOR:

L PLA = -11 = L PLC = - 30' a - 20' a = -50' a

180°-,

Mediante la CI

2" Parte:

1.-

2.-

3.- De la ecua

4.1.- Queda c'
tangente al co

conjugados. E

Luego:
11

O' a =-= 2.2
5

y 0' b = 30' a = 6.6

Una vez se conoce la posicion de los polos de lazo cenado en la situacion lfmite de dominancia, resta
determinar la ganancia k para la que se obtiene esta disposicion de las rakes, as! como el valor de la
parte imaginaria de los palos complejos conjugados. Mediante la condieion de angulo:

.. ···-<:<1>3

-10

jW

.·t----- bj
I: "~.

I:', '.

:~ .........
I' •.
,: s··· ~.
::-.. ". 2"~ \<1>1

-2.2:-1.98-1
I
I
I
I
I
I

.------ -bj

(J

La situacion d

4.2.- Mediantl

4.3.- Si el terc



4.1.- Queda claro que el minimo sobreimpulso. segun el LGR mostrado. esta en el angulo de la recta
tangente al coda farmado par la rama que constituyen las distintas ubicaciones de los polos complejos
conjugados. Esto es asi ya que el minimo sobreimpulso se asocia con el minimo angulo (cos <jl = ~).
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o-2

<Pm';(~········l ....

-6 -4
Eje Real

10k .(as + 2)
G(s)H(s) = ( )( )

ss+l s+lO

k v = lim s·G(s)H(s) = 2k = 5.4 ~ k = 2.7
s~o

b b b b a
arctg - - arcto - - arcto-- - arcta - = 0 ~ b = 1.82

2.2 b 1.2 b 0.22 b 7.8

4

3

0 2
'ia
i=

'@)
~

.8 o --)(<U

W'
-1

-2

-3

-4
-10 -8

1800-arctg b _ ('1800-arctg~) _ ("1800- arctg _b__) _ arctg b == ±1800
2.2 -1.98 " 2.2 2.2 -1 10 - 2.2

3. Disel10 de sistemas de control ell tiempo contilluo y discreto

Mediante la condici6n de m6dulo se obtiene k == 2.719.

2" Parte:

1.-

27as
3.- De la ecuacion caracterfstica se obtiene: G(s)H(S)equivalente = --=-3-----:2::-----

5 + lIs +105+54

2.-

La situaci6n de los polos de lazo cerrado es aproximadamente: SI.2 = -3.65 ± 1.1j.

4.2.- Mediante la condici6n de modulo se obtiene a =1.16.

)4.3.- Si el tercer polo se encuentra en s = -3.71, rio es posible ap1icar dominancia.
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4.4.- Aplicando el teorema de la constancia del LGR:

Teor(a de cOlltrol. Disello electrollico 3. Diseiio de sistema,

A partir del LOR, la parte imaginaria sera bj = ±1.82j. De esta forma, aplicando la condicion de

modulo sobre sl.2 = -2.2 ± 1.82j, para calcular el valor maximo de u, se obtiene Umax = 1

La expresion completa del control:

D(s)=2.7.(s+2)

Problema 12

La compensacion en retardo-avance de fase permite mejorar el estado estacionario y la respuesta
transitoria manteniendo una determinada estabilidad relativa.

La siguiente figura muestra un sistema de control: 3.- Detenninar 10f

CONTROL

1------+1' Gc(s) 1 1

PLANTA

C(s) 1
O(s) = ------

s· (s + 6)· (s+ 10)

4.- Determinar el L

5.- Comentar, de·
controlador.

Por ultimo, se ana
de fase:

Suponiendo un control proporcional con ganancia proporcional k p = 192.064, Y conociendo que una de
las rafces en lazo cerrado se ubica en s = -12.413.

1.- Determinar los parametros de respuesta transitoria Mp, ts Y tp• Razonar por que puede aplicarse la
aproximacion de polos dominantes.

(2.- Calcular el error en estado estacionario de velocidad con este valor de ganancia.

Con el objetivo de mejorar la respuesta transitoria del sistema, se sustituye el control proporcional por
un control en adelanto de fase:

Oc(s) = k. (s + 6)
(s + p)

La siguiente figura muestra la respuesta en lazo cerrado obtenida para un escalon unitario de entrada.

donde k YP son 10,

6.- Calcular el val<:
que se tenia COl

7.- Indicar los val,
Razonar la resf

Solucion:

1.-



Por ultimo, se afiade al control anterior una etapa de retardo de fase para lograr una red retardo-avance
de fase:

225

...............-'-'..'-'""._~~~

, .
, ..................................... , .

.............: __ _- _-_ ;._ __ _- "._.---.
, ,
, ,, ,. ., ,
, ,, ,
, ,... -- - - .
, ,. ., .

1
G LA (s) = k p ·G(s) = 192.064·----­

s·(s+6)·(s+lO)

1 .

OLL...-------'--------'----------'
o 0.5 1.5

Tiempo (seg)

1.2.-----------=1"':::"""------.-----------,

0.4 .

0.2 .....

"0 0.8
.g
-a
~ 0.6 .

I + G LA (s) = s . (s + 6) . (s + 10) + 192.064 =0 => S
3 + 16s 2 + 60s + 192.064 = 0

3. Diseiio de sistemas de control en tiempo continuo y discreto

3.- Determinar los panimetros k y p del controlador utilizado.

4.- Determinar el error en estado estacionario de velocidad.

Gc(s)=k.(s+6). (s+q)
(s+p) (s+O.OI)

5.- Comentar, de forma adecuada, el funcionamiento y las mejoras introducidas por este tipo de
controlador.

donde k y p son los panimetros anteriormente calculados.

6.- Calcular el valor de z para reducir a una decima parte el error en estado estacionario de velocidad
que se fenfa con el control proporcional del inicio del ejercicio.

7,- Indicar los valores de los panimetros de respuesta transitoria cuando se utiliza este controlador.
Razonar la respuesta.

Soluci6n:

1.-
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(S+12.413)'(S2 +3.587S+15.4745) = 0

SI.2 =-1.7935±j3.5011 ; S3 =-12.413

Es posible aplicar dominancia, ya que: 1.7935« 12.413.

De esta forma:

Teorla de control. Diseiio electr6nico 3. Disello de sistel

Para calcular e

k·-

~

4.- kv

ncr
4

t s = - = 2.23 seg.
(j

1t
t p = - = 0.897 seg.

(Od

5.- Desplazami
el essv•

2.-
. 192.064 1

k y = hms·GLA(s)= =3.201 => e SSY =-=0.3124=31.24%
HO 6·10 k y

6.-

3.- De la gnlfica: 1:p = 0.46 seg. y Mp = 20%.

t p =~ => (Od = 6.83)
(Od

ncr

M =e rod => (j =35p

=> sl,2 = -3.5± j6.83

7.- Mp = 20%

1
GLA(s)=k·----­

s·(s+ 10) .(s+ p)

Ap1icando 1a condici6n de angulo sobre estos puntos:

-10 -p

.···.:::r·~----
I .

I
I
I
I

<ilz :

-3.5:
I
I
I
I
I
I.------

jro

j6.83

<ill

cr

-j6.83

Problema 13

Dado el sistem

6.83 6.83 ( 6.83)- arctg--- arctg - 180°- arctg-- = ±180°
p - 35 10 - 3.5 3.5

6.83
arctg-- = 16.4492° => P = 26.633

P -3.5

R(s)

----:t

Donde to es el



5.- Desplazamiento del LGR hacia el semiplano izquierdo manteniendo el Mp, 10 que permite mejorar
el essv .
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43.531.5 2 2.5
Tiempo (seg)

0.5

., .. .
_ - - _ __ ,_.- .. -

. .,
. -. . --. : . -.- :- -. -.. - -.:- --. -.: -. --.. ~ .. - ; --.. . -. - -.· . .. .· . .. .· . .. .

• I ., •· . ., ., , ,. ..· . . . . , ,
• - - •• - • t - - •••• - ..... - ••••• ',' - - - ••• - -.- •••••• - • ~ •• - • - ••• 1 • - - - ....... - - ••••• -

, . . . . , ,· . . . . , .
I I • • • , I
, . . . . . .
• • I • • I •· . . . . . .· . . . . , .

OLL---'---'----'---'----'---'----'----'
a

"0 0.8
.;
i5..
~ 0.6

k y =lims·G LA (s)==k· q =10·3.201 => q=0.0488453
HO lO·p·Om

R(s) T--+&I e'tos H[-:T'~ 10 C(s)
./ .... --

- s+lO

T = 0,01 seg.
to =0.01 seg.

· .
1.2 : ~ : ~ : : ~ .. , ., .,

• I •• .,· . .. ..· . .. ,.· . .. ... . "

1.4.------r---r---r--r----.---,.----.------,

\)~)l\ile4, es el tiempo que tarda el controlador D(z) en procesar las muestras de la sefial de error.

k. 1 =1 => k==1745.3514
~6.832 + (26.633 - 3.5)2 ~6.832 + (10- 3.5)2 ~6.832 + 3.52

3. Diseiio de sistemas de control en tiempo continuo y discreto

Para calcular el valor de k, se utiliza la condici6n de m6dulo:

4.- k y = lims·GLA(S)= 1745.3514 =6.5533 => e
SSY

=_1_=0.1526=15.26%
HO 10·26.633 k y

6.-

7.- Mp = 20% ; tp'" 0.46 seg.; t.s ~ 1.7 seg.

Problema 13

Dado el sistema de la figura:
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1.- Para un controlador proporcional D(z)=kp , calcular la funci6n de transferencia de law abierto yel
error en regimen estacionario cometido frente a una entrada escal6n unitario.

Para conseguir un error en regimen estacionario nul0 se desea afiadir una acci6n integral a la acci6n
proporcional ya existente, de la forma:

2.- Obtener la

metodos, t

anterior (k-

3.- Un controla

e(t)

E(s)

k j met)
s M(s)

~
+ Yes) yet) = k p . e(t) + k j •f e(t)dt

Obtener la expr

4.- Disefiar un I

maneraque:

Se desea discretizar la acci6n integral, por 10 que es posible ap1icar tres metodos diferentes:

I. Metodo de Tustin 0 de integraci6n trapezoidal:

e(kT

Donde se aproxima la curva del error mediante
trapecios.

(k-l)T kT

2. Metodo Forward de integraci6n rectangular:

Donde la altura del rectangu10 viene dada por la

amplitud de la muestra previa e[(k-l)T].

(k-l)T kT

3. Metodo Backward de integraci6n rectangular:

Soluci6n:

1.- D(Z)=kp• Call

to = T => Tearen.

De esta forma:

e

2.- Expresi6n de]

2.1.- Metoda'

Donde la altura del rectangulo viene dada por la
amplitud de la muestra actual e(kT).

Me
(k-I)T kT
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T z+1
-.--
2 z-1

M(z)

E(z)

ts = 0.72 seg.

K · 1· 0.095162
p = lIm G LA (z) = 1m k p' ( ) = k P

z--?l z--?l z· z - 0.904837

1
e =-­

ssp 1+ k
p

m[kT] = m((k-l)T]+ T {e[kT]+e[(k-l)T]}
2

GLA(z)=k .z-l'(l-Z-l).TZ! 10) =k. 0.095162
p s· (s+ 10) p z· (z - 0.904837)

T=O.01

1e =--_.
ssp 1+ K p ,

2.1.- Metoda Tustin:

3. Diseno de sistemas de control ell tiempo continuo y discreto

T
m[kT] = m[(k -1)T] + Te[(k -1)T] + 2"{e[kT] - e[(k -1)T]}

2.- Obtener la expresi6n del area calculada m[kT], hasta la muestra actual kT, can cada uno de los tres

metodos, tomando para ella m[(k-l)T] como el area calculada previamente hasta la muestra
anterior (k-l)T. Obtener la expresi6n en el plano Z de la acci6n integral como Gi(z)=M(z)/E(z).

D(z) = k' z + a
z-1

3.- Un controlador PI discreto se caracteriza par 1a expresi6n :

4.- Disefiar un controlador PI can la expresi6n general del apartado anterior (calculo de k' y a), de
manera que se cumplan las especificaciones siguientes:

Obtener la expresi6n de k' y de a para cada uno de los tres metodos de integraci6n.

to = T =} Teorema del desplazamiento =} Tz{e -Ts } = z-l

M p = 2.15 %

De esta forma:

Solucion:

2.- Expresi6n de la acci6n integral:
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2.2.- Metodo Forward:

m[kT] = m[(k -1)T] + Te[(k -1)T]

M(z)= z-lM(z)+Tz-1E(z) =} M(z) =T.~=T._1-
E(z) 1- z-l z-1

2.3.- Metodo Backward:

m[kT] = m[(k -1)T]+Te[kT]

M(z)= z-lM(z)+T.E(z) =} M(z) =T._
1
_=T._

z
-

E(z) l-z-1 z-1

3.- D(z) = k' z + a . Calcul0 de a y k' para cada metodo.
z-1

3.1.- Metodo Tustin:

T z+ 1 ,z+a
D(z) = k p +kj _.-- = k--

2 z-1 z-1

2kp (z-I)+k jT(z+ 1)
----"--'------'---2---'---'---- = k' (z+a)

2kp +kjT( k jT-2kp ] (
-~-_. z+ = k' z+a)

2 k jT+2k p

,2kp +k jT k jT-2kp
k= a=---':"'-

2 k jT+2kp

3.2.- Metodo Forward:

1 ,z+a
D(z) = k p +kjT·--= k--

z-1 z-1
k·T

k'=k p ; a=-I--1
k p

3.3.- Metodo Backward:

z ,z+a
D(z) = k p + kiT·-- = k--

z-1 z-1

4.- Disefiar PI I

Aplicando la cm

1ml

jO.042984

Mediante la COOl

La expresi6n del
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0.9048370.9449876 1 Re(z)-a

4
t s =- =O.72seg. => cr =5.555; M p =e (J)d =0.0215 => Wd =4.5455rad / s

cr

z =eTs =eT(-cr±jwd ) =e -crTe±jwdT =e -5.555·Te±j4.5455.T

D(z) = 0.1902685 z-O.73473
z-1

1tcr

Im(z)

S1,2 = -5.555 ± j4.5455

Zl,2 =0.9449876 ± jO.042984

jO.042984

3. Diseiio de sistemas de control en tiempo continuo y discreto

4.- Disefiar PI para cumplir caractensticas de respuesta transitoria especificadas:

Aplicando Ia condici6n de angulo sobre estos puntos del plano Z:

Mediante Ia condici6n de m6dulo => k' =0.1902685

La expresi6n del controlador:



Fig. 4.1 Sistema de tiempo continuo

4.1 Respuesta frecuenciaI de sistemas de tiempo continuo

Los margenes de fase y ganancia pueden considerarse extensiones del criterio de estabilidad de
Nyquist y permiten determinar la estabilidad relativa de un sistema de control.
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(4.1)

(4.2)

C(s)
~

E(s) ..I
- G(s)
"----

G(s) ,W
C(s) = ------,---,--

(s+ jW) .(s- jW)

kl k2
C(s) = ( .) + ( .) + Cg(s)

s+ JW s- JW

4. Analisis frecuencial de sistemas de control

4. Analisis frecuencial de sistemas de control

W W
donde: E(s) =L[sen(CDt)] = (2 2) = ( .) ( .)

S +W s- JW . s+ JW

En el presente capitulo se describira la metodologia de analisis basada en la respuesta frecuencial de
un sistema de control. Dicha metodologia requiere el conocimiento de la respuesta frecuencial del
sistema en lazo abierto (que puede obtenerse de un modo sencillo a partir de medidas de la respuesta
en regimen permanente senoidal) para, posteriormente, aplicar el criterio de estabilidad de Nyquist,
que permitini determinar la estabilidad absoluta del sistema en lazo cerrado.

Por ultimo, en este tema se expondran aquellas caracteristicas a tener en cuenta para desarrollar el
analisis de un sistema de control en tiempo discreto a partir de su respuesta frecuencial.

Dado el sistema de tiempo continuo de la figura 4.1:

Para obtener la antitransformada de Laplace debe desarrollarse C(s) en fracciones parciales.

"-En el sistema definido, se obtiene el regimen permanente senoidal (RPS) considerando la respuesta
del sistema estable cuando el tiempo tiende a infinito y se posee una sefial de entrada senoidal.
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Los dos primeros terminos del desarrollo son originados por las rakes de la transformada de Laplace
de la selial senoidal de entrada, mientras que Cg(s) contiene la serie de terrninos correspondientes al
desarrollo en fracciones parciales de los polos de G(s). El RPS unicamente existe en sistemas estables,
dado que ello implica que los terrninos temporales que caracterizan la respuesta transitoria del sistema
desaparecen cuando el tiempo crece suficientemente:

c 1[Cg(s)] = cg(t) ----7 0 cuando t ----7 00 •

Denorninando Css(s) a la transformada de Laplace de la selial que perdura cuando el tiempo crezca
infinitamente (estado estacionario):

m6dulo de la ri
fase de su respr
para deterrninai

Debe observars
es muy sencil
sincronismo de
experimentales

4.1.1 Formas (
kl k2

Css(s) = +---
(s+ jW) (s- jW)

Oilculo de los residuos:

(4.3) Las formas mas

- Diagrama de

frecuencial.

Debe observarse que: G(jw) = G(s)/s=jro es la respuesta frecuencial del sistema de tiempo continuo,

esto es, debe evaluarse la funci6n de transferencia en un punta del plano S ubicado sobre el eje
imaginario.

I
G(-jw)

kl=C(S).(s+jw) . =- ;
S=-Jro 2j

G(jw)
k2=--

2j
(4.4) - Diagrama pola:

4.2 se muestran
que puede extra\

A partir de la descripcion del procedimiento de calculo puede indicarse que G( jW) es una funcion de

variable compleja, y verifica:

G( . ) IG( . )1 jL o(- jro) !G(')I - jL O(jro)- JW = - JW . e = JW· e

Realizando la antitransformada de la ecuacion de Css(s), se obtiene:

Sustituyendo las expresiones de los residuos kl y k2:

I irot+LO(jro)) -iwt+LO(jro)) l
css(t)=IG(jw)l"l e ~; j=!G(jw)l.sen(wt+LG(jW))

(4.5)

(4.6)

(4.7)

(4.8)

En la figura 4.J
observar la eve'
respectivamente. j

manera que (00 <­
frecuencial en ul'

graficas separadf

En conclusi6n, la respuesta de un sistema de tiempo continuo en RPS es una senal senoidal con igual
frecuencia que la selial de entrada, con una amplitud igual al producto de la amplitud de entrada por el
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Fig. 4.2 Ejes diagrama polar.
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B(<m)

G(jCfu) = A(Cfu) + jB(Cfu) = jG(jeoo)1. e jL
G(j<m)

m6dulo de la respuesta frecuencial, y cuya fase es igual a la suma de fases de la sefial de entrada y la
fase de su respuesta frecuencial. De este modo, no es necesario realizar la antitransformada de Laplace
para determinar cual es la salida de un sistema de tiempo continuo estable en RPS.

Debe observarse que la obtenci6n de medidas experimentales de la respuesta frecuencial de un sistema
es muy sencilla, debido a que puede utilizarse la propia seiial de excitacion para realizar el
sincronismo de la medida. De este modo, se puede obtener la respuesta frecuencial a partir de medidas
experimentales sin necesidad de conocer la funcion de transferencia del sistema.

Las formas mas habituales de representar la respuesta frecuencial de un sistema son:

4.1.1 Formas de representaci6n de la respuesta frecuencial

- Diagrama polar: Diagrama de modulo y fase de G(jw) en el plano G(jw) (0::;; w < 00). En la figura

4.2 se muestran los ejes coordenados de un diagrama polar, as! como la informaci6n de modulo y fase
que puede extraerse de un punto de dicho diagrama.

- Diagrama de Bode en modulo y fase: Diagrama en m6dulo 0 fase de G(jw) respecto a un eje

frecuencial.

En la figura 4.3 se representa el diagrama polar de un sistema de tercer orden, donde se puede
observar la evolucion de la fase desde 0° hasta -270° correspondientes a ~O y ~oo,

respectivamente. Debe observarse que el diagrama posee un sentido en frecuencias crecientes, de
manera que (IX) < WI <W2. El diagrama polar posee la informacion de fase y modulo de la respuesta
frecuencial en urla unica representacion, a diferencia del diagrama de Bode que los representa en
graficas separadas.
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Eje Imaginario
0.5

En dicha figura,
o de paso par la

o -- 4.2 Criterio d

-0.5

-1

-1.5

Im[G(joH)]

G(jwl)i

~ase[G(jUl1)]

EI criteria de e:
invariante en el
estabilidad relal
sistema en lazo·
estabilidad de 1\
lazo cerrado) ql
cuando el result
sistemas en laze­
adelante.

4.2.1 Teoremai
0.5-1 -0.5

Eje Real

Fig. 4.3 Diagrama polar sistema de tercer orden.

-2 '---------'-------'-------'--------'
-1.5

Para mostrar la informacion contenida en un diagrama polar, pueden observarse las distintas
respuestas frecuenciales que se muestran en la figura 4.4, correspondientes al sistema de segundo
orden siguiente:

1
G(s) = 2

s + 2~s+ 1

EI criteria de e
teorema de la re'

* Transformaeic"
polos, todo earn
en una curva eer

La figura 4.5 m\

Eje Imaginario
0.5

Fig. 4.4 Diagrama polar de un sistema de segundo orden.

* Teorema del
multiplicidad, m
no pase par nin
plano F(s) en la

1.50.5

Eje Real
-0.5-1

o - - ---

-2.5
-1.5

-0.5

(
-1

-1.5

-2



4.2.1 Teoremas de la transformacion conforme y de la representacion
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Re[F(s)]

Im[(F(s)]

/' ----
( ")"---

'\
J"--

/

a

jw

Fig. 4.5 Teorema de la transformacion conforme.

- /,\-x-\

4. AllIilisisfrecuencial de sistemas de control

4.2 Criterio de estabilidad de Nyquist

En dicha figura se puede ver como el efecto de resonancia cuando ~<O, asf como la frecuencia natural
o de paso por la fase _90°.

El criterio de estabilidad de Nyquist permite determinar la estabilidad absoluta de un sistema lineal
invariante en el tiempo (SLIT) en law ceITado, y puede aprovecharse para introducir el concepto de
estabilidad relativa. Para su aplicaci6n, unicamente se necesita conocer la respuesta frecuencial del
sistema en law abierto. De hecho, a partir de la respuesta frecuencial en law abierto, el criterio de
estabilidad de Nyquist permite determinar el numero de rakes de la ecuaci6n caracterfstica (polos en
law cerrado) que existen en el semiplano derecho. Obviamente, el sistema es estable en law cerrado
cuando el resultado de la aplicacion del criterio de Nyquist es cero. Las consideraciones respecto a
sistemas en law cerrado oscilatorios tambien quedan totalmente determinadas como se mostranl mas
adelante.

*Transformaci6n conforme: Dada F(s) analftica (continua y derivable) en todo el plano S salvo en sus
polos, todo camino cerrado continuo en S que no pase por ningun punto singular de F(s) se transforma
en una curva cerrada continua en el plano F(s), preservandose distancias y angulos de corte.

La figura 4.5 muestra el teorema de la transformaci6n conforme de un modo grafico.

El criterio de estabilidad de Nyquist se basa en los teoremas de la transformacion conforme y el
teorema de la representaci6n, que a continuacion se exponen:

* Teorema de la Representaci6n: Dada F(s) con P polos y Z ceros, considerando inclusive su
ffiultiplicidad, incluidos en un contorno cerrado continuo del plano S recorrido en sentido horario que
no pase por ningun punto singular de F(s), este se transforma en una curva cerrada continua en el
plano F(s) en la cual se producen N rodeos en sentido horario al origen, tal que:

(



238 Teoria de control. Diseiio electr6nico

{
N > 0~ Sentido horario

N=Z-P; donde:
N < 0~ Sentido antihorario

4. Aruilisis frecuencit

En la figura 4.6 se muestra el teorema de la representaci6n de un modo gnifico. En dicha figura puede
observarse que se rodea un polo de la funci6n F(s) en sentido horario. Rodear un polo de una funci6n
en un sentido implica lograr un rodeo al origen en sentido contrario; este resuitado es 16gico al realizar
dicho polo una contribuci6n total de 3600 de fase en la funci6n (en oposici6n de fase debido a la
caracterfstica de un polo). El efecto contrario se verificarfa al evaluar un cero.

jw

cr
\

'x-

Irn[(F(s)]

./ '--, "J
'\ •Re[F(s)]

"'-
,/

La transformaci6J
estudiaran par sel

- Transformaci6n

Fig. 4.6 Teorema de La representaci6n.

El criterio de estabilidad de Nyquist escoge como funci6n evaluable el propio polinomio
caracterfstico, y evalua la existencia de ceros de dicho polinomio en un contorno que contiene todo el
semiplano derecho del plano S mediante la aplicaci6n del teorema de la representaci6n. Asf,
F(s)=I+G(s)H(s), donde se supone el conocimiento, a priori, de la funci6n de transferencia en lazo
abierto G(s)H(s) (de este modo, el panimetro P queda determinado como el numero de polos en lazo
abierto que se encuentran en el semiplano derecho del plano S).

Mediante la transformaci6n del contorno denominado recorrido de Nyquist (que contiene todo el
semiplano derecho del plano S) a traves de la funci6n F(s), se conocen el numero de rodeos al origen
en el plano F(s) (y su signo); y, por ultimo, aplicando el teorema de la representaci6n, se determina el
numero de ceros de la ecuaci6n caracterfstica Z (polos en lazo cerrado) que existen en semiplana

I derecho del plano S. Observese que, si bien este procedimiento es suficiente para determinar si un
sistema es estable, este metodo permitini ademas determinar la existencia de rakes de la ecuaci6n
caracterfstica sobre el eje imaginario.

4.2.2 Recorrido de Nyquist

Como ya se ha comentado, el recorrido de Nyquist, fig. 4.7., es un contorno cerrado continuo
recorrido en sentido horario que contiene todo el semiplano derecho en su interior. Debe conocerse la
transformaci6n de dicho recorrido mediante la funci6n F(s)=I+G(s)H(s) para determinar el numero de
rodeos al origen existentes en el plano F(s). Para poder aplicar la transformaci6n conforme es
necesario presuponer que no existen polos de F(s) (esto es, no existen polos en lazo abierto) en el eje
imaginario.

Dado que el sistel

Donde esta canst,:
numerador en la f
ABC (zona del t

porque implica ur
considerarse en e~

- Transformaci6n-

Como el trama C'

Lo cual canlIeva (
priori, esta repre:

modificaci6n en ~

punto -1+jO en el;

puede afirmarse t.
G(jeo)H(jco), irrir'

10 que el sistema f



- Transformaci6n del tramo ABC mediante la funci6n F(s)=l+G(s)H(s). (s~oo)

La transformaci6n del recorrido de Nyquist puede descomponerse en dos tramos que a continuaci6n se
estudianin por separado, tal y como muestra la figura 4.7.

Donde esta constante es igual :1 la unidad cuando el grado del denominador es mayor que el grado del
numerador en la funci6n de transferencia en lazo abierto. En conclusi6n, la transformaci6n del tramo

ABC (zona del recorrido de Nyquist trazada para s~oo) no puede proporcionar rodeos al origen
porque implica un unico punto en el plano F(s). De este modo la transformaci6n de este tramo no debe
considerarse en el amHisis del criterio de estabilidad de Nyquist.
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(4.9)

(4.10)

cr

'B

Recorrido de Nyquist

jW

A

C

Fig. 4.7 Recorrido de Nyquist.

lim 1+ G(s)H(s) = cte.
s-too

4. Andlisisjrecuencial de sistemas de control

Dado que el sistema en lazo abierto es causal se cumple:

Lo cual conlleva el estudio de la respuesta frecuencial del sistema en lazo abierto para - 00 < W < 00. A
priori, esta representaci6n es facil de realizar en el plano G( jw) H( jw), fig. 4.8. Aplicando una

modificaci6n en la observaci6n de los rodeos a origen en el plano 1+ G(jw)H(jw), por rodeos al

punta -1+jO en el plano G(jw)H(jw), pueden extraerse las mismas consideraciones. De este modo,

puede afirmarse que la existencia de rodeos al punta -1+jO par parte del diagrama polar en el plano
G(jw)H(jw), implica la existencia de palos en el semiplano derecho del plano S en lazo cerrado, par

10 que el sistema es inestable.

- Transformaci6n del tramo CA. (s=jw)

IComo el tramo CA, es en definitiva el eje imaginario del plano S, en este caso:

1+ G(S)H(s)!s=jW = 1+ G(jw)H(jw)
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4. Analisisfrecue

Fig. 4.8 Diagrama de Nyquist, a) en plano 1+ G(jeo)H(jeo) y b) en plano G(jeo)H(jeo).

a)

Re[I+(GUCl)HUUlJ

b)

Im[(G(M)HUUl]

Re[(G(jCl)H(jU)]

2) Hay uno 0

estable si el n
del plano S.

3) Hay uno O'

4.2.5 Existen

Cuando un sis
de Nyquist, dl
Nyquist consi,
imaginario, de

Se denomina diagrama de Nyquist a la transformaci6n del recorrido de Nyquist. El diagrama de
Nyquist (- 00::; eo < 00) se obtiene a partir del diagrama polar dado que se verifica la propiedad

1
jG(jeo)H(jeo)1 = IG(- jeo)H(- jeo)1

(0::; eo < 00 ):

L G(jeo)H(jeo) = - L G(- jeo)H(- jeo)
(4.11 )

)

En conclusi6n, el diagrama de Nyquist se realiza a partir del diagrama polar conjuntamente con su
simetrico respecto al eje real.

4.2.3 Criterio de estabilidad de Nyquist

Dada G(s)H(s) sin polos ni ceros en el eje imaginario s=jeo, si G(s)H(s) tiene k polos en semiplano

derecho del plano S y si lim G(s)H(s) = cte., para que el lugar G(jeo)H(jeo) tenga estabilidad al variar

co desde -00 a 00 deben producirse k rodeos al punto -1 +jO en sentido antihorario.

Esto es, definiendo:

N= numero de rodeos a-I +jO; en sentido horario (N)O) y sentido antihorario (N<O).

P= polos en law abierto en semiplano derecho del plano S.

Z= polos en law cerrado en semiplano derecho del plano S.

Para que un sistema sea estable debe cumplir la condici6n: Z=N+P=O.

4.2.4 Casos tipicos en el criterio de estabilidad de Nyquist

Al aplicar el criterio de estabilidad de Nyquist sobre un sistema de control se producira uno de los
siguientes casos:

1) No existe ningun rodeo a -l+jO. En este caso N=O, 10 que implica Z=P. De este modo, el sistema en
law cerrado es estable si tambien 10 es el sistema en lazo abierto.

La aparici6n d
transformado, I

del diagrama d

Ejemplo 4.1

Existe una estr'
de las ralces y (

RI



_ Recorrido de Nyquist

3) Hay uno 0 varios rodeos en sentido horario a -1+jO. El sistema lazo cerrado es inestable.
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n n
donde c~O. --:S 8:s-

2 2

(s+1)2
donde G(s) = K· 3

s

cr

jm

Fig. 4.9 Recorrido de Nyquist modificado.

Fig. 4.10 Sistema realimentado.

~--_I_~q,) -Lf---t~~ GC') ~ -

4. Analisisfrecuencial de sistemas de control

2) Hay uno 0 varios rodeos en sentido antihorario a -1 +jO. En este caso el sistema en lazo cerrado es
estable si el mimero de rodeos coincide con el nfunero de polos en lazo abierto en semiplano derecho
del plano S.

4.2.5 Existencia de singularidades en lazo abierto sobre el eje imaginario

Cuando un sistema tiene polos en lazo abierto en el eje imaginario, es necesario modificar el recorrido
de Nyquist, debido a que el teorema de la representaci6n no puede aplicarse. EI nuevo recorrido de
Nyquist considera todo el semiplano derecho del plano S, evitando las singularidades sobre el eje
imaginario, de modo que no deban contabilizarse en el parametro P, tal y como muestra la figura 4.9.

La aparici6n de singularidades sobre el eje imaginario conlIeva areos de radio infinito en el plano
transformado, que debenin considerarse en el estudio del numero de rodeos al punto -1+jO por parte
del diagrama de Nyquist.

Existe una estreeha relaei6n entre la estabilidad deducida mediante las tecnicas del lugar geometrieo
de las rakes y el criterio de estabilidad de Nyquist. Dado el sistema mostrado en la figura 4.10.

Ejemplo 4.1
..........
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a) Trazar el lugar geometrico de las rafces determinando: LGR sobre eje real, asfntotas, puntos de
ruptura y cortes del LGR con el eje imaginario. Determinar el rango de valores de K para el cual el
sistema es estable.

El corte con e

b) Obtener el diagrama polar del sistema en lazo abierto, descomponiendo, para ello, la respuesta
frecuencial en lazo abierto en parte real e imaginaria, y determinando los valores para 0)::::0, 0.5, 1,2,

5, 10 Y O}-+:>O. Trazal"el diagrama de Nyquist. Para considerar el trayecto 0 recorrido de Nyquist
modificado alrededor del origen en el plano S, realizar la transformaci6n de los puntos del plano S
que se muestran en la figura 4.11.

Recorrido de Nyquist

'Ss=ce J

jffi

s - ee j 0/3c

50= ce j
o/6

5 -ce jO

cr
donde £-70.

b) Diagrama po

FigA.ll Recorrido de Nyquist modificado. G(5) =.

Determinar la bstabilidad absoluta del sistema en lazo cerrado para K=0.25, 0.5 y 1, aplicando el
criterio de estabilidad de Nyquist.

c) Relacionar los resultados de los apartados a) y b). Razonar la respuesta. A partir de estas

Solucion:

Aplicando el algoritmo de Routh a la ecuaci6n caracterfstica:

a) El Lugar Geometrico de las rakes resultante puede observarse en la figura 4.12, donde unicamente
existe una asfntota que corresponde con el eje real y aparecen puntos de ruptura en 5=-3, como puede
comprobarse:

3
s dK 2 2 3 27

--2-=-;-= 0 ~ 3·s ·(s+ 1) -2· (s+I)· 5 = 0 ~ s= -3~ K =-
(s+l) ds 4

K=



EI corte can el eje imaginario ocurre para: s == ±j =}. K == 1/2. El sistema es estable para: K>1/2.

(s+I)2 (jUl+l)2 1+Ul2 +2jUl 2K l-Ul2

G(s) == K· 3 =} G(jUl) == K· . 3 == K· . 3 == - £.,2 +jK~
s -JUl -JUl ~ ~
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32o-1-2-3-4

3r----.----,.--,.-----r---r----.----,.-----,

2

2K l_Ul2

Re[G(jUl)] == --2;Im[G(jUl)] == K-3-Ul Ul

Tabla 4.1.

Fig. 4.12 Lugar geometrico de las raices.

-2

-3L-_--'-_--'-_--'__-'--

-5

-1

Re(GUUl)) Im(GUUl))

ffi=O _00 00

ffi=O.5 -8K 6K

ffi= 1 -2K 0

Ul=2 -Kl2 -3K18

Ul=5 -2K125 -24K1125

ffi=10 -2K1100 -94K11000

ffi=00 -0 -0

4. Analisis frecuencial de sistemas de control

b) Diagrama polar:

A partir de estas expresiones puede realizarse la tabla 4.1.
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4. Analisisfrecuen

En la figura 4.13 puede observarse el diagrama polar. El diagrarria de Nyquist se forma a partir del
diagrama polar realizando los rodeos en infinito adecuados, debido a la aparici6n de un polo en lazo
abierto en origen. Para ella, se realizan las transformaciones de los puntos (SA, SB, sc, SD y SE) que se

'8
muestra en el enunciado del problema. S =£ . eJ

(E'e j8 +1)2 e-j38

G(s) == K· '8 3 ~ K· -3- ya que E~ 0
(E'e J ) E

De este modo, se puede obtener la tabla 4.2.

* K==O.25. Cort

* K==O.5. Corte

* K==l. Corte
observarse que

c) Los resultad
Nyquist, deben
Por esta razon,
metodos.

Pto. Inicial Pto. Transformado

.~ 00' e jn
SA =E.e-J 3

.% '7iSB = E· e-J 6 00 • e J 2

Sc = £. e jO '0
00' eJ

.% '7iSD = E' e J 6 oo.e-J 2

.~ -jn
SE = E' e J 3

00· e

4.3 Cuantific:
Ganancia (MI

El cliterio de es
cerrado, observ
semiplano derec
punto -1 +jO (Ve

situaci6n, existe

GLA(jCOC)=-I, e&

oscilatorio.

Tabla 4.2.

6 "'""---.-------.----.------r---,-------.--.-------,

4

-2

-4
/0/

Para mostrar la J

las ralces (figura

o-1-2-3-4-5-6-7
-6L-_~_ ____'____'__ ___L.___'___ __L..__.L..__....J

-8

Fig, 4.13 Diagrama de Nyquist para K= 1 (linea continua) y simetrico (linea discontinua)

En conclusi6n, puede aplicarse el criterio de estabilidad de Nyquist resultando:
En estas gnificas
k=200 el sistema,



k

Fig. 4.14 Diagrama polar contiene al punta ~1+jO.
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Re[(G(j(QH(jO)]

* K=0.25. Corte del diagrama polar con el eje real en -0.5. N=2 YZ=N+P=2. Sistema inestable.

4. Analisisfrecuencial de sistenws de control

* K=0.5. Corte del diagrama polar con el eje real en -1. Sistema oscilatorio.

* K=1. Corte del diagrama polar con e1 eje real en -2. Z=N+P=-I+I=O. Sistema estable. Debe
observarse que en este caso existen dos rodeos (uno en sentido horario y otro en sentido antihorario).

GLA(S)=------­
(s+I)·(s+2)·(s+3)

4.3 Cuantificaci6n de la estabilidad relativa. Margen de Fase (MF) y Margen de
Ganancia (MG)

c) Los resultados obtenidos mediante el lugar geomdrico de las rafces y mediante el diagrama de
Nyquist, deben ofrecer las rnismas conclusiones respecto a la estabilidad del sistema en lazo cerrado.
Por esta razon, el margen de valores de K para el cual el sistema es estable es el mismo en ambos
metodos.

EI criterio de estabilidad de Nyquist permite determinar la estabilidad absoluta de un sistema en lazo
cerrado, observando, para ello, la cantidad de rafces de la ecuaci6n caracteristica existentes en
semiplano derecho del plano S. Cuando el diagrama polar del sistema en lazo abierto contenga al
punto -1 +jO (ver figura 4.14), el criterio de estabilidad de Nyquist queda indeterminado. En esta
situaci6n, existe una frecuencia para la cualla ecuaci6n caracteristica tiene una solucionde la forma
GLA(j(J)c)=-I, esto es, existe una raiz en s=j(J)c, 10 cual implica que el sistema en lazo cerrado es
oscilatorio.

Para mostrar la propiedadanteriormente comentada, observese, por ejemplo, el lugar geometrico de
las rakes (figura 4.15) y los diagramas de Nyquist (figura 4.16) del sistema:

En estas gnlficas se comprueba como para k=60 el sistema es oscilatorio, parak=lO es estable y para
k=200 el sistema es inestable.
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Eje Imaginario

k=10

--_ _ _..+ _ _ ---_.~- - -~-

-2

-4

-8
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* Margen de fa:

MF=1

donde Wt se den
se mide median!

De esle modo, e
permaneciendo e

-5 -4 -3 -2 -1

Eje Real

*Margen de gan

25 r---.----y--~_-.-.-.T:">-.-r.-.--.---.----.---,
Eje (maginario

Fig. 4.15 Lugar geomitrico de las ra{ces.

Eie ImaQinario

MG=~

dande Wi es la fre

- "

15

10

- ,~

·s

·10

·15

-2JJ

-25
-5-10 10 15

Eje Real
25

0" --.-~. ~ .-••-- _. --:7IF'-Pt

·1

-3

.5 '------''------'_~_~_~_---L_--'-_--'-_--'-_-'

35 ·5 -4 -3 -2 -1

Eje Real

De este modo, el ;
abierto pennaneci

Fig. 4.16 Diagramas de Nyquist para los valores k=1O,60 y 200.

En sistemas de fase minima, cuanto mas cerca se ubique el diagrama polar de GLACiw) del punto
1+jO, mas riesgo de inestabilidad presenta el sistema. De este modo, se puede utilizar la proximidad de

GLACiO)) al punta -1 +jO como una medida de la estabilidad relativa del sistema. Cuantitativamente se
puede definir la estabilidad relativa como una medida de la cercania del sistema a la inestabilidad. La
medida del margen de fase y margen de ganancia permite determinar el grado de estabilidad relativa
del sistema. Asi, cuando estos parametros adquieren un valor elevado, el sistema se encuentra alejado
de la inestabilidad y presentara una respuesta con un valor bajo de maximo sobreimpulso en su
dimimica. EI margen de fase y el margen de ganancia se definen: Fig. 4.17 Me



donde Wt se denomina frecuencia de transici6n del sistema y, como puede observarse en 1a expresi6n,
se mide mediante la funci6n de transferencia en lazo abierto.

De ~e modo, el margen de ganancia es la cantidad de ganancia que puede afiadirse al sistema en lazo
abierto permaneciendo estable e1 sistema en lazo cerrado.
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(4.12)

(4.13)

-0.2-04-0.-0.0-,-3'-----''------'----'------'------'-----''''--=-'
·1,4 -1,2

MF>O
Wi

IG(jWi)1 < 1~MG > 1

-2

{

MF > 0 => Sistema estable
Criterio:

MF < 0 => Sistema inestable

Eje Real

Fig. 4.17 Medicion del margen de lase y el margen de ganancia en el diagrama polar para k=30.

{
MG > 1 (MGdB > 0 dB) => Sistema estable

Criterio:
MG < 1 (MGdB < 0 dB) => Sistema inestable

-,
Wt

Eje Imaginario

* Margen de fase: MF.

4. Antilisis frecuencial de sistemas de control

* Margen de ganancia: MG.

De este modo, el margen de fase es 1a cantidad de fase que puede quitarse al sistema en lazo abierto
permaneciendo estable el sistema en lazo cerrado.

donde Wi es la frecuencia para lacual e1 sistema ellazo abierto adquiere ± 1800
•
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En las figuras 4.17-20 pueden observarse las mediciones del margen de fase y el margen de ganancia
en el diagrama polar y el diagrama de Bode para diversos valores de k del sistema:

k
GLA(S) = ------­

(s+ 1) '(s+2) ·(s+3)

Eje Imaginario
15

IG(jwi)I> 1~ MG < 1

0.5

o - - - - - -

.o5

-1

<D
."

"'iii
CJ -21

-41

·5C

-100
0>

"~ -150

~ -11
a. -200

-1.5
-3 -2.5 -2 -1.5

Eie Real
-1 -05 -250

Fig. 4.18 Medici6n del margen defase y el margen de ganancia en el diagrama polar para k=100.

/

20

Fig.4.20M/

Ejemplo4.2

ro
'C

"'OJ
CJ o

Md<o
- - - - - - - - - - - - - - - - - - -, , ,

" '.,< cot'
, ", I ,

Dado el sistema (

-20
10 10

Frequency (rad/sec)

10

-50

-100

0>.,
~ -150
gJ -180

ii: -200

-250

-C!.)i - MF<O

donde: G(s) =­
s'

1.- Supo~er un C(}

1.1.- Calcular -

1.2.- Determir
indicar Ii

1010 10
Frequency (rad/sec)

Fig. 4.19 Medici6n del margen de fase y el margen de ganancia en el diagrama de Bode para k=600.



1.2.- Determinar emil es el margen de fase del sistema can la k calculada en el apartado anterior e
indicar la estabilidad absoluta del sistema.

Fig. 4.20 Medicion del margen defase y el margen de ganancia en el diagrama de Bode para k=15.
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10

10

~--1- - -'

10

Frequency (rad/sec)

10
Frequency (rad/sec)

Fig. 4.21 Sistema de control.

y Gc(s) == funci6n de transferencia del control.

o

20 .----..__ -._.~~_-~~~....,.....,.--~~~~~:~::~:I

..•......•.•.. :::•. >0",,: .. : rTMci>o-1
.....;.. :::: :~

-40 .,
10

-250

-50

10

-100

to
U
<:
'iij
C!l -20

R(') )r__�_'-_~G-c_(S-)_-_-_-_~,'~~G~(S)==T

'"Q}

~ -150
If)

'" -180 - -
ff. -200

1.1.- Calcular el valor de k para tener un error estatico de velocidad dell %.

4. Antilisisfrecuencial de sistemas de control

Ejemplo 4.2

Dado el sistema de la figura 4.21:

donde: G(s) == 50
s·(s+5)·(s+1O)

1.- Supo~er un control Proporcional: Gc(s) == k.
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2.- Para mejorar la estabilidad relativa del sistema se introduce un control proporcional derivativo:

Gc(s) =k p + k d . s =k· (a' s+ 1)

2.1.- l,Que valor debe tener k para tener un error estatico de velocidad del 1%? Razonar la
respuesta.

2.2.- Calcular la frecuencia de transicion (Olt) y el margen de fase del sistema compensado para los
casos: a = 1 Y a = 0.2. l,Que valor de a de los proporcionados tomarfa usted? Razonar la
respuesta.

2.3.- En la figura 4.22 se adjuntan las respuestas de los sistemas anteriores para una entrada en
escalon. Indicar que figura corresponde a a=1 y cual a a=0.2. Razonar la respuesta.

1.8 1.8

1.6 1.6

1.4 1.4

1.2 1.2

'0 '0 \jvvv~ ~
0.. 0..
E E« 0.8 « 0.8

0.6 0.6

0.4 0.4

0.2 0.2

0 0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 0 0.2 0.4 0.6 0.8

Tiempo (seg) Tiempo (seg)

Figura] Figura 2

Fig. 4.22 Respuestas al escalOn de entrada para a=] y a=O.2.

Solucion:

1.1.- Error estacionario de velocidad de 1%.

eSSY = _1_~ k y = lim s.GLA(s) = lim s. 50· k = 100~ k = 100
k y s~o S~O s·(s+5)·(s+1O)

De este modo la f.

1.2.- Calculo del.

* Calculo de la fri

Debemos expresa

M6d

Fas•.

·1C

-1E

·2(

De este modo, a

20 log lOO-jG[;

Observese que d
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Fig. 4.23 Diagrama de Bode de fa pfanta.
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50

IGLAU CO )1 dB = 20 log 100 - 20 logco - 20 109/ j; + 11- 20 IOgl {~ + 11

FASE[GLAUCO)] = -900
- arctg CO - arctg~

5 10

Frecuencia (racVseg)

10 .,

100
GLA(s) = ------­

s·(0.2s+ 1)·(0.1s+ 1)

• , • • • •••• • •• '" " • I-50 .•••••• : •...: - ~ •... : .. ~ .• : .:.: :.:.: •..•••. : •...: .

-200

-150

-250

M6dulo (dB)
r-==o-~-~~~~,.-,-,--~-~~~~,-,---~~~~~~.,

Fase (grados)
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20 log 100 -IGLA(jffi)1dB = 20 log ~::::} IGLA(jffi)1 dB = 26dB; 14dB - OdB =60 log ~::::} ffi t =17.113
w=5 1 w=5 10

De este modo la funci6n de transferencia de la planta resulta:

* Calculo de la frecuencia de transici6n:

1.2.- Calculo del margen de fase.

4. Antilisis frecuencial de sistemas de control

Debemos expresar la respuesta frecuencial de la planta para poder realizar el diagrama de Bode:

De este modo, a partir del diagrama de Bode podemos calcular:

Observese que de 5 a 10 radlseg existe una octava a -40 dB/dec.
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* Calculo del margen de fase:
Cuando a=O.2:

EI margen de fase del sistema resulta negativo y par ella podemos decir que el sistema es inestable.

2.1.- La acci6n derivativa del control proporcional derivativo no afecta al estado estacionario del
sistema, por ella k debe tener el mismo valor que en el apartado anterior para garantizar el mismo
error estatico, as! k=100.

2.2.- Cuando a = 1:

G ()
100·(s+l)

LA s =--------­
s·(0.2s+ 1)·(O.ls+ 1)

Modulo (dB)
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Fig. 4.24 Diagramade Bode con a=l.
Debemos escogel
margen de fase, p

Frecuencia de transici6n y margen de fase:

IGLA(jCU)ldB = 40dB - 6dB ~ 34dB - OdB = 40 log CUt ~ CUt = 70.8 rad / seg
(1)=10 10

Observese que de 5 a 10 rad/seg existe una octava a -20 dB/dec.

2.3.- EI margen dl
punto de vista te

respuesta tempo!]
fase, esto es, a = ]

y con la velocida
mayor que eI siste
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Fig. 4.25 Diagrama de Bode con a=O.2.
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4. Analisis frecuencial de sistemas de control

Cuando a=0.2:

Frecuencia de transiei6n y margen de fase:

Debemos escoger aquel valor de a que nos proporcione mayor estabilidad relativa, esto es, mayor
margen de fase, por ella se eonsidera a = 0.2.

2.3.- EI margen de fase esta direetamente relacionado con la estabilidad relativa, 10 eual, visto desde el
punta de vista temporal, implica menor sobreimpulso de la· sefial amortiguada; de este modo, la
respuesta temporal de mayor sobreimpulso (Figura 2) eorresponde can el sistema de menor margen de
fase, esto es, a = 1. La freeueneia de transici6n esta relacionada con e1 ancho de banda en lazo cerrado
y con la velocidad de respuesta; aS1, el sistema de a =1 responde con una frecuencia amortiguada
mayor que el sistema de a = 0.2 (Figura 1) porque su freeuencia de transici6n es mayor.
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4.4 Respuesta frecuencial de sistemas de tiempo discreto

Dado el sistema discreto de la figura 4.26:

unidad y con fa:
Obviamente, la
utilizarse teCnicl

E(z) __I
- G(Z)
'-----'

C(z)
~

A partir de la d<

de variable coml

Fig, 4.26 Sistema realimentado de tiempo discreto.

]
z· seneroT)

donde: E(z) = Z[sen(ffit) = ( 'WT) ( -'WT)
z-eJ • z-e J

En el sistema definido, se obtiene eI regimen permanente senoidal considerando la respuesta del
sistema estable cuando el tiempo tiende a infinito y se posee una sefial de entrada senoidal.

Realizando la ani

Sustituyendo las I

(4.14)
G(z)· z· sen(roT)

C(z) = ( . iT) ( . T)z_eJw . z_e-Jw

Para obtener la antitransformada Z debe desarrollarse C(z) en fracciones parciales.

kl· z k2· z
C(z) = ( . iT) + ( _. iT) +Cg(z)z-eJw z-e JW

(4.15)
Css(kT)

Los dos primeros terminos del desarrollo son originados por las rakes de la transformada Z de la sefial
senoidal muestreada, mientras que Cg(z) contiene los tl~rminos debidos a los polos de G(z). Dado que
el RPS unicamente existe en sistemas estables:

Z-l[Cg(Z)] =cg(kT) ~ 0 cuandok ~oo.

En conclusion, l~

que la sefial de en
respuesta frecueJ:
respuesta frecuen­
emil es la salida d.

Denominando Css(z) a la transformada Z de la sefial que perdura cuando el tiempo crezca
infinitamente (estado estacionario):

Ejemplo4.3

Considerese el sis
kl· z k2· z

Css(z) = ( . iT) + ( _. iT)
z-eJw z-e JW

(4.16)

Oilculo de los residuos:
donde U(KT) es 1

xss(KT) cuando hi

( jWT)
kl = C(z). z - e

z
z=e jOlT

G(e-jWT)
k2 = - ---'---'-

2j
(4.17)

Solucion:

Debe observarse que G(e jWT) = G(z)/z=e jOlT es la respuesta frecuencial del sistema discreto; esto es,

debe evaluarse la funci6n de transferencia en Z en un punto del plano ubicado sobre el cfrculo de radio
sustituimos z = ei



Ejemplo 4.3

donde U(KT) es la entrada aI sistema y x(KT) es la salida. Obtenga la salida en regimen estacionario

xss(KT) cuando la entrada es U(KT)=A sin(KroT).

*;.
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(4.18)

(4.19)

(4.20)

O<a<1

G[z] = X[z] = I
U[z] 1- a. z-I

x(KT) = U(KT) + a x((K-I)T)

G(e jWT ) = IG(ejWT)I. e jL o(e
iUlT

)

G(e-jWT)= IG( e-jWT)I. ejL G(e-
jUlT

) = jG(e jwT )1. e-jL G(e
jUlT

)

4. Antilisis frecuencial de sistemas de control

Realizando la antitransformada de la ecuaci6n de Css(z) se obtiene:

Sustituyendo las expresiones de kl y k2:

r j(WkT+LG(e jUlT
)) -AWkT+LG(e jUlT

)) l
C"om = la(ej""IIe ;; J= la(ejwTll·«n(<d<T+ La(ejffiT))

(4.21)

unidad y con fase roT respecto a origen, donde existe una dependencia respecto a la sefial de entrada.
Obviamente, la evaluaci6n de la funci6n planteada en plano Z resulta dificil, debido a que no pueden
utilizarse tecnicas asint6ticas para resolverla.

A partir de la descripcion del procedimiento de calculo puede indicarse que G(ejWT ) es una funci6n

de variable compleja, y verifica:

En conclusion, la respuesta de un sistema discreto en RPS es una sefial senoidal con igual frecuencia
que la sefial de entrada, con amplitud igual al producto de la amplitud de entrada por el m6dulo de la
respuesta frecuencial y con fase igual a la suma de fases de la sefial de entrada y la fase de su
respuesta frecuenciaI. De este modo, no es necesario realizar la antitransformada Z para determinar
cual es la salida de un sistema discreto estable en RPS.

Considerese el sistema definido por :

X[z] = U[z] + a . z-IX[z]

Solucion:

sustituimos z = e
jWT
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j<.oT
G(e ) = . T

1- a . e- JU) 1- a . cos ffiT + j . a . sinffiT

IG(ejU)T)1 = M = --r====1====
~1+a2 -2.a,cosffiT

{
. T } a . sinffiT

fase G(eJ<.o ) =8=-arctg-----
1- a . cosffiT

Xss(KT)=A M sin(KffiT+8)

4.4.1 Caracteristicas de la respuesta frecuencial

Existen importantes diferencias entre la respuesta frecuencial de un sistema de tiempo continuo y la
respuesta frecuencial de un sistema de tiempo discreto; entre estas consideraciones a tener en cuenta,
destacan:

1- Es peri6dica de periodo COs, dado el efecto de bandas repetidas en plano S que se produce en un
sistema muestreado. As!, en conclusi6n, la respuesta frecuencial no debe evaluarse, en general, en
plano Z, debido a que se realizanin multiples vueltas sobre el circulo de radio unidad en plano Z a
medida que aumente 1a frecuencia de 1a selial de entrada.

2- La respuesta frecuencial trazada en plano transformado bilineal (W) no sera peri6dica, debido a que
unicamente contiene la informacion de la banda primaria del sistema discreto en plano S. Sin
embargo, esta sentencia no es muy importante, dado que, en su funcionamiento correcto, el sistema
discreto utilizara seliales que verificaran el teorema de Shannon. Ello conlleva un analisis detallado de
la evaluaci6n de la respuesta frecuencia1 mediante la transformada bilineal, debido a que 1a
informacion aparece con una distorsi6n en el eje frecuencial; en conclusion, debera considerarse la
relacion no lineal existente entre la frecuencia bilinea1 y la frecuencia real de 1a selia!.

3- Aplicando 1a transformada bilinea1:

T

G(w) = G(z)/z= l+~W ~ G(jffiw) = G(w)lw=j(»,>;' pueden trazarse mediante metodos asint6ticos los

l--w
2

diagramas de Bode de IG(jffiw)1 y L G(jffiw) , que ofrecen la informacion de la respuesta frecuencial

evaluada sobre la banda primaria, considerando:

(4.22)

Cuando el numero de muestras par ciclo sea elevado, el sistema continuo equivalente tendra un
diagrama de Bode similar, sin distorsi6n, al sistema discreto. Sin embargo, a medida que aumenta la
frecuencia de la selial de entrada, el numero de muestras por ciclo disminuye, observandose

4. Analisis frecuellC'

diferencias entre
la transforrnada

A partir del dial
modo es posible
en la transform
estabilidad absol
necesidad de cor
definirse los can<
bilineal (W), ami]

Si garantizamos
adecuadamente, c
disefio en el dOl
descripci6n de la]

Ejemplo4.4

Dado el sistema dt

de'

Se pide:

1.1- Can T=O.O

1.2,- Compara(
G(w) conI

1.3.- i,Queda di:
diagrama d

2.1.- Can T=l sf



Fig. 4.27 Sistema discreto en lazo abierto.

2.1.- Can T=l seg. encontrar la transformada bilineal de G(s) {G(w)}.

Dado el sistema de la figura 4.27:

257

10
Gp(s) = -(--); G(s) = Goh(s)· Gp(s)

s+1O

l-e-Ts
donde: Goh(s) =--­

s

4. Allalisis frecuellcial de sistemas de control

1.1- Can T=O.OI seg. encontrar la transformada bilineal de G(s) {G(w)}.

1.2.- Comparar los polos y ceros, asf como la ganancia en continua (para w=O, s=O) de la funci6n
G(w) con los de la funci6n Gp(s).

1.3.- z,Queda distorsionado el diagrama de Bode de la funci6n de transferencia G(w) respecto al
diagrama de Bode de Gp(s) a bajas frecuencias? Razonar la respuesta.

diferencias entre los diagramas de Bode del sistema continuo y del sistema discreto obtenido mediante
la transformada bilineal.

ZOH PLANTA

-1---+ll Gohes) H Gp(s) 11----+

A partir del diagrama de Bode, puede trazarse el diagrama polar de un sistema discreto, y de este
modo es posible aplicar el criterio de estabilidad de Nyquist. Debe observarse que la distorsi6n sufrida
en la transformaci6n de frecuencias no es relevante en el diagrama polar, deterrninandose la
estabilidad absoluta y relativa del sistema discreto sin ninguna consideraci6n adicional, es decir, sin
necesidad de conocer el numero de muestras por ciclo de la sefial de salida. En conclusi6n, podnin
definirse los conceptos de margen de fase (MF) y margen de ganancia (MG) en el plano transformado
bilineal (W), analogamente a como ocun-fa en sistemas de tiempo continuo.

Si garantizamos frecuencialmente una buena estabilidad relativa, el sistema discreto respondera
adecuadamente, con independencia del n° de muestras/ciclo y del n° de muestras/cte. de tiempo. En el
disefio en el dorninio temporal, estos parametros debfan observarse para garantizar una buena
descripci6n de la respuesta del sistema discreto.

Ejemplo 4.4

Se pide:
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2.2.- Comparar los polos y ceros, as! como la ganancia en continua (para w=O, s=O) de la funci6n
O(w) con los de la funci6n Opes).

4. Antilisis frecuen

2.3.- z,Queda distorsionado el diagrama de Bode de la funci6n de transferencia O(w) respecto al
diagrama de Bode de Opes) a bajas frecuencias? Razonar la respuesta.

Dado el sistema en lazo cerrado de la figura 4.28:

Gp(:

R(s)
--+

+

ZOH

'----.J

T
-I Goh(s)

PLANTA

C(s)

G[W

Ambas respues
continua. Pero
decir a altas free

Fig. 4.28 Sistema de control discreto en lazo cerrado.

3.- Encontrar la funci6n de transferencia C(s)lR(s) del sistema continuo, eliminando el muestreador y

el mantenedar de datos.

4.- Calcular el ntimero de muestras par constante de tiempo del sistema del apartado anterior si se
muestrea la sefial de salida con un periodo de T=O.OI seg. z,Y con T==l seg.? Relacionar los
resultados obtenidos con los apartados 1 y 2.

5.- Encontrar la funci6n de transferencia C(z)lR(z) para T=O.Ol seg. y para T==1 seg. Trazar los
diagramas polos-ceros en lazo cerrado (en ambos casos) y razonar los resultados, relacionandolos
con los obtenidos en los apartados anteriores.

Solucion:

1.- Para T = 0.01

2.- Para T == 1

G[z] =(1-

El cero que se if
la respuesta free,
asint6ticamente '

3.- Diagrama de;

-1 r 10 l 0.0952
O[z]==(I-z ).Zls(s+1O)J== z-0.9048;

0.0952
O[w] == 1+0.o05w

0.9048
1-0.005w

0.0952(1- O.o05w)

0.0952 + O.o095w

4.- Cte. de tie

Para T == I no 1:t

bilineal.



3.- Diagrama de bloques del sistema continuo:

Para T = 1 no tenemos ni una muestra par cte. de tiempo y por eso se distorsiona la transforrnada
bilineaL
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200

10

10

I 1- OSw
G[w]=------=--

1+0Sw -4S3.1O-5 1+0Sw
l~OSw

-26.02 ..... -.... -... -... -.-- ... -."'-.-----

!Para T ;::: 0.01 => .:.. = 0.05 = 5 muestras par cte. de tiempo
T 0.01

'r 0.05
Para T =1 => - =--=0.05 muestras par cte. de tiempo

T 1

RCs) -t-9__I
'_GPC_')~

L ~ C(s) 10-----
R(s) s+20

10
Gp(S)=-­

s+1O

G[w] = 0.0952(1-0.005w)
0.0952 + 0.0095w

I
Cte. de tiempo 'r =- =0.05;

20

G[z] =(l - Z-1 ) . Z [ 10 ] ;::: 1
s(s+ 10) z-4.53.1O-5 '

4. Andlisis frecuencial de sistemas de control

{
palo en w =-2

G[w]:
cera en w = 2

2.- Para T = I

Ambas respuestas frecuenciales mantienen la misma posicion respecto a sus polos y ganancia en
continua. Pero la funci6n G[w] tiene un cero finito mas, aunque esta situado muy a la derecha, es
decir a altas frecuencias, y par tanto el diagrama de Bode no queda distorsionado a bajas frecuencias.

EI cero que se introduce se situa sabre el polo produciendo una cancelaci6n cera-polo en el modulo de
la respuesta frecuencial, dando lugar a un diagrama de Bode plano en modulo y una variacion de fase
asint6ticamente a -180 grados. Con 10 cual S1 que se distorsiona el diagrama de Bode.

4.-
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Para T = 0.01 el mimero de muestras es suficiente y la transformada bilineal no queda distorsionada.

5.-

1. Ace

c[z]
R[z]

G[z] .

1+ G[z]' I
T = 0.01 ~ c[z] = 0.0952

R[z] z-0.8096

C[z] 1
T=l ~ --=--

R[z] z+ 1

3. Acc-

4. Acc

5. Acc:

(,Son todas las t
equivalente all

La zona donde deberfan ubicarse los polos para garantizar una buena simulaci6n an<iloga equivalente
es aquella que rodea al punto Z=1 en el interior del cfrculo de radio unidad.

* Para T = 0.01 ~ polo z = 0.809 ~ Se sitlia dentro de la zona.

• Para T = 1~ polo z ;:: -1 ~ Se situa fuera de la zona, y por esto el sistema continuo analogo
queda distorsionado.

4.5 Problemas

Problema 1

La ecuaci6n del controlador PID ana16gico es:

[
1 f t de(t)]m(t)=K· e(t)+-J, e(t)·dt+Td --

Tj 0 dt

donde e(t) es la entrada al controlador (senal de error) y met) es la salida del controlador (senal de
control).

La funci6n de transferencia del PID ana16gico es:

M(s) l 1 )G(s)=--=K· l+--+Td ·s
E(s) Ti . s

La funci6n de transferencia del PID digital es:

Nota:

• Dibujar TOm

• Para los diag~

presenta aliasi;

Solucion:

Para dibujar los I

La maxima frecut

1. Acci6n P ana16

[] M[z] K1 (-1)GD z =--= Kp+--+KD · 1-z
E[z] 1-z-1

donde
1

Kp = K--.K12

Se desea comparar el diagrama polar del controlador PID ana16gico con e1 controlador PID digital.
Para ello realizar los siguientes diagramas polares para los casos:



La maxima frecuencia a la que no se produce aliasing, segun el teorema del muestreo, es: (J)max = n
T

261

Re

1m

2. Acci6n I anal6gico:

Re

Im

K

Gp(j(J)) = K

I. Acci6n P ana10gica y accion P digital.

2. Acci6n I ana16gica y acci6n I digital.

3. Acci6n PI ana16gica y accion PI digital.

4. Accion D ana16gica y acci6n D digital.

S. Accion PID analogica y accion PID digital.

4. Analisis frecuencial de sistemas de colltrol

Nota:

G (
j(j)t) K KI(l' Sin((J).T)) K (1 ( ).. )D e = p +- - J' + D -cos ((J·T - J·sm((J)·T)

2 l-cos((J)·T)

1. Acci6n P anal6gico:

GSon todas las acciones analogicas y digitales equiva1entes? ~Es par tanto el PID ana16gico lOlalmeme
equivalenle a1 PID digital? Razonar las respuestas.

Para dibujar los diagramas polares calculamos:
\

• Dibujar TOnOS los diagramas polares en funci6n de la frecuencia real roo
• Para los diagramas polares de los controles digitalcs dibujar hasta la maxima frecuencia que no

presenta aliasing, sahiendo que el periodo de muestreo es T.

Solucion:
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3, Acci6n PI ana16gico:

1m

Teorfa de control. Diset10 electronico

w = O~ Gp(jW) =-00

W = 00 ~ Gp(jW) = 0

4. Acci6n D ana16gico:

1m

4. Alllilisis frecuel,

3. Acci6n PI di

K
Re Re

\

Coincide con la suma de las dos graficas anteriores.

5, Acci6n PID ana16gico:

1m

GD(jW) = K·Td · jw

W = 0~ GD(jw) = 0

(0 = 00 ~ GD(jW) = 00

K Re

1. Acci6n P digital:

Sera la suma de las graficas que contienen las acciones PI+D,

2. Acci6n I digital:
Problema 2

1m

Re

1m

Re

El convertidor d'
presenta en la .

convertidor digit:

Senai
Discreta

G (
jUlt) _ KI (1 " sin((O' T) )

D e -- - J'
I 2 1- cos((0 . T)

1
K p = K--·KI2
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Selial
Anal6eica

R-C=T

1m

w =0 => GD (joo) =00
[

00 = 1t => GD (joo) = K l

T I 2

00 = 0 => GDD (jw) =0

W=~=>GD Uoo)=2·KDT D

4. Acci6n D digital:

Re
K

1m

K

Coincide con la suma de las grdficas PI+D

Figura I

1m

4. Andlisis frecuencial de sistemas de control

GD (e jUlt )= K p + K I (I_ j' sin(oo·T) )
PI 2 1- cos(00 •T)

1
Kp=K--·Kl

2

\ (
jUlt) . Kl sinew· T)

GD e =K-J'
PI 2 1- cos(oo· T)

5. Acci6n PID digital:

3. Acci6n PI digital:

Problema 2

EI convertidor digital-anal6gico "DIA Linear-Interpolator hold circuit", cuyo esquema circuital se
presenta en la figura I, ofrece mayor atenuaci6n dea los arm6nicos de alta frecuencia que el
convertidor digital-anal6gico mas usual, Mantenedor de Orden Cera (ZOR).
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La funci6n de transferencia ideal del convertidor digital-anal6gico "DIA Linear-Interpolator hold
circuit" es:

(
1 _TS)2

G (s) = -'.--_e-----"...!..­
T·s2

En algunas aplicaciones practicas el convertidor digital-anal6gico "DIA Linear-Interpolator hold
circuit" se aproxima por un circuito mas simple utilizando la tecnica de "Oversampling". En la figura
2 se puede observar un esquema circuital de este tipo de convertidor digital-anaI6gico.

Obtener la I

• (()=-
]

Calcular par

4R

Serial
Discreta

e"(T/4)S

e"(T/2)S

e"(3T/4)S ZOH-"\I\I\I\~~

Figura 2

R

Serial

>-""----A_n_a16gica

• EI nti

• EI de

• GPan
respu

3.- Para mejora
muestra en l;

r(t)=
1.- Demostrar que la funci6n de transferencia entrada-salida de un convertidor digital-anal6gico "DIA

Linear-Interpolator hold circuit" utilizando'la citada tecnica de "Oversampling" es:

Go(z)=z+3
4·z

2.- Se desea demostrar que la tecnica de "Oversampling" utilizada ofrece una buena aproximaci6n del
conversor digital-anal6gico "DIA Linear-Interpolator hold circuit", para ello obtener la respuesta
muestreada de los sistemas de la figura 3:

3.1.- Calculat

3.2.- Sabiend'

r(t)=A'sen(rot)

r(t)=A· sen(rot)

DIA Linear-Interpolator
hold circuit sin Oversampling

:>(
·1

c(t)
G(8) •

T

D/A Linear-Interpolator
hold circuit con Oversampling

:>(
·1 GO(8) I co (t)

•
T

Figura 3

Calcular

casos ar:
ejercicic

Solucion

1.- Observando t

entrada-salida:
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Soluci6n

Gr{z)
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T
T=-

8

Fittro

1 Cf(t)f---". F(s) = -- J--'-----t
l+T's

Figura 4

T . T
1 (l--w) (3.68842+4-w)

Gf(w) == _ 2 2
4 T T

(l+-w) (l+-w)
2 2

D/A Linear-Interpolator hold circuit
con Oversampling

r(t)==A' sen(cot) X: I
-----/T\~ Go(s)

2·n
-co=--

8·T

2·n
- co==--

16·T

- El numero de muestras por ciclo de 1a selial senoidal.

- El desfase entre las senoides de entrada y salida en los dos casos anteriores.

- i,Para cual de las dos frecuencias utilizadas se obtiene mejor aproximaci6n? Razonar la
respuesta.

Calcular de nuevo el desfase obtenido en la selial de salida para las mismas frecuencias de los
casos anteriores. Comparar los resultados obtenidos, i,que conclusi6n puede obtenerse del
ejercicio? Razonar la respuesta.

Obtener la respuesta para los casos:

Calcular para cada uno de los sistemas:

3.1.- Calcular Gf(z).

3.2.- Sabiendo que la transformada bilineal de Gf(z) es:

4. Analisis frecuencial de sistemas de control

3.- Para mejorar el rango de validez de la aproximaci6n considerese un filtrado posterior como se
muestra en la figura 4:

1.- Observando el esquema circuital de la figura 2 puede obtenerse facilmente la siguiente relaci6n
entrada-salida:
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Aplicando transformada Z:

Teoria de control. Disefio electronico

C(s) 1 (l_e-Ts ) [ _!s _!s _3T s]
--=-.-'----..:..... l+e 4 +e 2 +e 4
R(s) 4 s

4. AllIilisis frecuen.

• Numero dem

·00=-
l

·00=-
1

El caicu10 de la transformada Z modificada se reduce a:

E1 numero de n

respuesta frecue

Respuesta del si

z[e-~s1 = Z~I!] =_1s "ls z-1

Ahalogamente ocurre en e1 resto de los casos.

En conclusion, se obtiene como resultado:

C(z) 1 -I I z 3 l
Go(z)=-=-'(l-z )'L-+-J

R(z) 4 z-l z-l

con m=1-L1=3/4

z+3
Go(z)=-­

4·z

donde: (G(joo1

• Desfase entre

• 00 =-'
]

Respuesta mues1

2.- Respuesta muestreada del D/A Linear-Interpolator hold circuit sin Oversampling:
Analogamente a

Conocemos:
(
1 -TS)2

G(s) = -'---_e---:::--"-­
T·s2

Aplicando transl

Aplicando transformada Z:

Aplicando transformada bilineal:

T·z

(z-1)2

1

z
• Numero de mu_

2
·00=-

8·

T
l--·w

G(w) = i
l+-·w

2

.T
I-J-'{Ow

G(jUlw) = 2

1
.T

+ J-'{Ow
2

2
·00=-.

l{

Respuesta del sis



El numero de muestras es mayor 0 igual a 8, 10 cual nos permite calcular el m6dulo y la fase de la

respuesta frecuencial discreta del sistema mediante la transformada bilineal tomando ffiw=W.

e Desfase entre la senoide de entrada y la senoide de salida:

Respuesta muestreada del D/A Linear-Interpolator hold circuit con Oversampling:
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.T
1- j-'ww

Go(jww) = ~
1+ j_·ww

2

T
l--·w

4
T

l+-·w
2

z+3
Go(z) =--

4·z

16 muestras por cicio

8 muestras por cicio

g muestras por ciclo

16 muestras por cicIo

/ . 2'1[ T 1[ 0
\G(jCDw) = -2·arctg(-·_) = -2· arctg(-) = -42.88

g·T 2 8

c(kT) = A ·IG(jCDw)1· sin(CDkT +{G(jWw))

c(kT) = A '/Go(jWw )1· sin(CDkT +{Go(jww»

. 2'1[ T 1[. 0
~ {G(jCDw) =-2·arctg(--·_) = -2·arctg(-) = -22.22

16·T 2 16

4-T·wGo(w) =--,----,-

4{1+f·wJ

2·1[
ew=-- ~

16·T

2·1[
e w=-- ~

8·T

2'1[
eCD=--

g·T

2·1[
e W=--

16·T

2 .1[
eCD=::-- ~

g·T

2 .1[
e CD=-- ~

16·T

\

e Numero de muestras por cicio:

4. Analisis frecuencial de sistemas de control

Respuesta del sistema:

donde: {G(jww) = -2· arctg(CDw' T)
2

Aplicando transformada bilineal:

Amilogamente al caso anterior:

e Numero de muestras por cicIo:

Respuesta del sistema:
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donde: (GO(jCDw) = -arctg(CDw' T) - arctg(CDw . .:!:.)
2 4

• Desfase entre la senoide de entrada y la senoide de salida:

4. Alldlisis frecuenci

2·7[
·CD=--

S·T

2'7[
• CD=--

16·T

Conclusi6n:

~ (Go(jCDw ) =-arctg(~) - arctg(~) = -32.54 a
S 16

~ (Go(jCDW) = -arctg(~) - arctg(~) = -16.71 0

16 32

3.2.- Desfase obt

Conociendo la ti

Confarme aumenta el numero de muestras par ciclo, la aproximaclOn mejora. De hecho, la
aproximaci6n es valida a partir del numero de muestras necesarias para reproducir con fidelidad la

sefial de entrada al conversor digital-ana16gico.

3.1.- Oilculo de Gf(z):

Analogamente al apartado 1, la expresi6n de la transformada Z de la relaci6n entrada-salida es:

• CD =-
1

En conclusion, e'

Problema 3

Las funciones de
conjugados muy'
amartiguarnientc

Esta caracterfstk

Dado el sistema
sobre la dinarnic

+

a) Suponiendo u.

donde m=I-Ll=3/4

Realizando calculos analogos para los restantes casos y considerando 'r=T/S se obtiene:

1- Ellu

2- Angl.

3- Punti



Dado el sistema de control de la figura 1, se pretende es tudiar el efecto de la resonancia estructural
sobre la dinamica resultante. Para ello, resuelva:

Las funciones de transferencia de muchos procesos contienen uno 0 ll<is pares de polos complejo­
conjugados muy cercanos al eje imaginario del plano S. Estos sistemas presentan una relaci6n de
amortiguamiento muy pequefia y, por esta raz6n, se denominan sistemas con resonancia estructural.
Esta caracterfstica provoca la utilizaci6n de nuevas estructuras controladoras.
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Gp(s) = s+ 75
(s+ 1)'(s2 + 0.12 ·s+ 9)

PLANTA

Figura 1

. T T 4
(G f (jWw) = -3· arctg(ww ._) + arctg(ww .-. )

2 2 3.68842

===> (Gf(jWw)==-3.arctg(~)+arctg( 7l: )==-21.3°
16 4·3.68842

===> (G f (jww) = -3· arctg(~)+ arctg( 7l: ) == -41.25°
8 2 ·3.68842

CONTROL

G (
1 3.84355·z-0.155123

f z) =_. --------,-
4 z'(z-3.3546.1O-4

)

G 1 1 [(4 -8 -4 -2 -6) -2 -4 -6 3 -8 ]f(z)=-, . -e -e -e -e 'z+e +e +e - ·e
4 z.(z-e-8 )

2'7l:
e W=--

8·T

2'7l:
ew==--

16·T

1- Ellugar geometrico de las rakes sobre eje real.

2- Angulos de las asfntotas y el punto de intersecci6n de las mismas con el eje real.

3- Puntos de corte dellugar geometrico de las rakes con el eje imaginario.

4. An6lisisfrecuencial de sistemas de control

3.2.- Desfase obtenido en esta situaci6n:

Conociendo la transformada bilineal de Gr(z) puede obtenerse el desfase mediante la expresi6n:

En conclusion, el filtro afiade el desfase necesario para mejorar la aproximaci6n.

Problema 3

a) Suponiendo un control proporcional obtener ellugar geometrico de las rakes ca1culando:
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4- Angulos de arranque.

Teorfa de control. Diseilo eleetronico 4. Analisisfrecue~

Para finalizar
disenada, para I

Ei

Observando el trazado del lugar geometrico de las rakes razonar el efecto de la resonancia estructural
sobre la dimimica del sistema en lazo cerrado.

Para evitar el efecto anterior se anade en cascada a la planta la red electronica que se muestra en la
figura 2 para formar el sistema de control de la figura 3.

~
I

Eo

----

Figura 2

CONTROL REDELECTRONICA PLANTA=[1 Ge,,) H Ge,,) H G,r,) T
Figura 3

La funcion de transferencia de la red electronica es:

d) Trazar el dia

En la figura 4 sl

e) Determinar Ii
red electronica ;
de la red electrO

-10100

·15(

·20(-

2 ~_ 2
Gc2(S) = Eo(s) = s + 2· ~.Ulnz, S+ COnz

Ei(S) s2 + 2· ~p'Ulnp' S+ Ulnp2
donde: j

Ulnp = Ulnz

~ _1+2'9
2

~p - 2·/;2

·250

SoIuci6n:

b) Disenar la red electronica anterior de manera que cancele la resonancia estructural de la planta.

Suponiendo un control proporcional, obtener ellugar geometrico de las rakes calculando los pasos 1 y
2 del apartado a).

Razonar las ventajas que proporciona la utilizacion de este tipo de estructura controladora.

c) Disenar un control proporcional integral derivativo para eliminar el error estacionario de posicion y

lograr unas especificaciones de respuesta transitoria de tiempo de establecimiento de 4 segundos y

maximo sobreimpulso del 20 %.

a) Lugar geometric

La funci6n de tran~

Op(s) =--;

(~

(s+a)'(s+b)
Gcl(s)=k·-----

s
Considerese b=0.06.

Los angulos de las,
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10

sc = -75

1.0

10

que posee rakes en: sp = -1

Figura 4

10

Frecuencia (radlseg.)

10

- ,- ., .,.,., ,."·20

.,
10

·60

Fase (grados)

,0

·50

·40

·100

-150

-200

·250

Gp(s) = s+75
(s+I).(s2 +0.12·s+9)

4. Analisisfrecuencia/ de sistemas de control

20 ._.._-_....~.... :-;···i;·'-....::,.·:...,'-::-·r..:r-.~.. ,..:;..-..:....

spl,2 = -0.06 ± j3

40

En la figura 4 se muestra el diagrama de Bode en modulo y fase de la planta.

Para finalizar el analisis, estudiar el efecto sabre la respuesta frecuencial de la red electronica
disefiada, para ella:

d) Trazar el diagrama de Bode asint6tico en m6dulo y fase de la red electronica disefiada.

e) Determinar la frecuencia de transici6n, el margen de fase y el margen de ganancia del sistema sin
red eJectronica ni control proporcional integral derivativo. l,Cual es el efecto cualitativo de la adicion
de la red electr6nica sabre el margen de fase y el margen de ganancia? Razonar la respuesta.

Solucion:

a) Lugar geometrico de las rafces:

La funcion de transferencia en lazo abierto es:

Los angulos de las asfntotas son de ±90o y el punta de intersecci6n de las mismas can el eje real es:
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0a = -1- 2 ·0.06+ 75 = 36.94
2

Debe observarse que este punto se encuentra en semiplano derecho en el plano transformado de
Laplace.

La intersecci6n del lugar geometrica de las rakes can el eje imaginario ocurre para el valor de
ganancia que proporciona estabilidad limite; de este modo, aplicando el algoritmo de Routh sabre la
ecuaci6n caracterlstica:

A partir del 11
conjugadas al
pequefios; el d
de estas ralces

b) Para cancel;
complejo-conjl
de la aplicaci61

(s + 1)· (s2 + 0.12· s + 9) + k· (s + 75) = 0 => s3 + 1.12· s2 + (9.12 + k)· s + 75· k + 9 = 0

-73.88·k+ 1.2144
s1 => k = 0.0164375 => sl,2 = ±j3.022

1.12

sO 75·k+9

1.12

9.12 + k

75· k +9
\

G ()
EO(i

c2 s =--
Ei(S

de este modo la

Lugar Geometrico de las Rafces de la Planla

Los angulos de arranque son todos conocidos exceptuando los correspondientes a las rakes complejo­
conjugadas, para este caso:

3 3
arct -arct -90o -8=±180°=>8=19.7°

75 - 0.06 1- 0.06

En la siguiente figura se muestra ellugar geometrico resultante.

Eje Imaginario
10 r----,----,--,-----r---,--,-----r----,,..--i---.-------,

6

4

--';""-

-2

x
·4

·6

Para trazar el n
el eje real y las

-8

-10
-80 -70 ·60 -50 -40 ·30

Eje Real
·20 ·10

.
10 20

Los angulos de
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50

2
1+ 2 ·0.02 = 25.02

2·0.02

S2 +0.12'5+9

(5 + 0.06) . (s + 150.06)

!
wnp = Wnz = 3

donde: _ 1+2.~z2

~p- 2'9

-100 -50
Eje Real

-150

2
G ()

s +0.12·s+9
c2 5 = ----=-------

52 +150.12'5+9

s+75
GT(s) = Gp(s)· Gc2(S) =--------­

(s+0.06) ·(s+ 1) '(s+ 150.06)

·100

·150
·200

4. Analisis ji-ecuencial de sistemas de control

-50

Eje Imag. Lugar Geometrico de las Rafces del Sistema con

150 ~-----,-------,-----,--------,-----,

()

A partir del lugar geometrico puede afirmarse que, debido a la proximidad de las ralces complejo­
conjugadas al eje imaginario, el sistema en lazo cerrado entra en la inestabilidad para valores de k muy
pequefios; el disefio de estructuras de control partiendo de este tipo de plantas conlleva la cancelaci6n
de estas rakes complejo-conjugadas previas al disefio de la estructura controladora.

b) Para cancelar la resonancia estructural, deben igualarse los ceros de la red electr6nica can los palos
complejo-conjugados de la planta; a su vez, los polos de la red electr6nica aparecen'in como resultado
de la aplicaci6n de las expresiones que ofrece la propia red.

de este modo la funci6n de transferencia en lazo abierto final resulta:

Para trazar el nuevo lugar geometrico de las rakes es necesario determinar ellugar geometrico sabre
el eje real y las asintotas:

Los iingulos de las asfntotas son de ±90o y el punta de intersecci6n de las mismas can el eje real es:

-GC2(S) = Eo(s) = s2 +0.12·s+9
Ei(S) s2 + 2· ~p'Wnp' S+ Wnp2
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(ja = -1- 0.06 -150.06 + 75 = -38.06
2

Teorfa de control. Disel10 electronico 4. Andlisisfrecuen,

M,

Debe observarse que este punto se encuentra en semiplano izquierdo en el plano transformado de
Laplace. Dado que el sistema debe tener un punto de ruptura ubicado entre las rakes s=-0.06 y s=-I,
segun las caracteristicas obtenidas de la asfntotas, puede afirmarse que el sistema en lazo cerrado es
siempre estable (rigurosamente, es necesario determinar la no existencia de puntos de intersecci6n del
lugar geometrico de las rafces can el eje imaginario, pero dado que el punta de intersecci6n de las
rafces con el eje real se encuentra muy alejado del punto de ruptura, puede suponerse que esta
condici6n se verifica).

c) Disefio del control proporcional integral derivativo.

-E

-8

1C

Gcl(S) = k. (s+a)·(s+ b)
s

Segun las especificaciones de disefio:

b=0.06.

-51

4
ts = - = 4 seg => (j = 1

(j

Mp = e-rtcr/(J)d = 0.2 => Old = 1.952 -100

La funci6n de transferencia en lazo abierto resulta:

k'(s+a)'(s+75)
GT(s) = Gp(s)' Gc2(S)' Gcl(S) =------­

s· (s+ 1)' (s+ 150.06)

Efectuando el disefio en el plano transformado de Laplace mediante la imposici6n de las condiciones
de angulo y m6dulo sobre los puntos deseados se obtiene:

d) La figura antE
para cancelar la
asint6ticos y real;

e) Observando el

los valores del m
disefiado, obtenie"

[
1.952] [1.952] [1.952] 0 0 [1.952] 0arctg -- + arctg -- - arctg - 90 - 180 + arctg -- = ±180 .
a-I 75-1 150.06-1 l' a=4.938

• Frecue'

• Marge~

Gcl(S) = 1.9615. (s+ 0.06)· (s + 4.938)
s

k'~(4.938-1)2 +1.9522 .~(75-1)2 +1.952 2

1.952.~1+ 1.9522 .~(l50.06-1)2 + 1.9522

Control PID disefiado:

= 1=> k = 1.9615
• Marge]

Debe observarse

de mas de 1200

abierto. La red elc
reduciendo m6du:
margen de gananc



• Frecuencia de transici6n: Wt := 5 rad / seg
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Frecuencia (rad/seo)

Diagrama de Bode del Corrector
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o

50

·40
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-60
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-80
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-50

100
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4. Analisisfrecuencial de sistemas de control

!

• Margen de fase: MF = 180
0

- 250
0

= -70
0

• Margen de ganancia: MG:= -35 dB determinados en Wi =3 rad / seg

d) La figura anterior muestra el diagrama de Bode en m6dulo y fase de la red electr6nica disei'iada
para cancelar la resonancia estructural de la planta (debe observarse que se han trazado diagramas
asint6ticos y reales).

e) Observando el diagrama de Bode en m6dulo y fase de la planta, pueden determinarse graficamente
los valores del margen de fase y el margen de ganancia del sistema sin la red electr6nica ni el control
disenado, obteniendo:

Debe observarse el efecto desestabilizador de la resonancia estructural que provoca una disminuci6n

de mas de 1200 en fase y un aumento de 30 dB en el modulo de la respuesta frecuencial en law
abierto. La red electr6nica anadida al sistema compensa este efecto desestabilizador afiadiendo fase y
reduciendo modulo en la frecuencia de resonancia; de este modo, aumenta el margen de fase y el
margen de ganancia total.
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Problema 4

Los sistemas de fase minima son aquellos que poseen algun polo 0 cera de su funci6n de transferencia
en el semiplano derecho del plano S. Suponer el siguiente sistema en lazo cerrado:

g) Comparando
criterio de Nyqu

h) i,Como varf2

aumenta? J.:,

Nota: Utiliza

Solucion:

donde:
(s+ a)

G(s) =----'-------'­
s·(s+b)

* Caso 1: G(s) '=

Se pretende estudiar la estabilidad del sistema en lazo cerrado segtin la ubicaci6n de sus
singularidades. Analizar los siguientes casos:

l.a=-l;b=l

2. a = 1; b = 1

3.a=l;b=-1

Para ella, realizar los siguientes apartados en cada uno de los casos:

a) Obtener la respuesta frecuencial del sistema y descomponerla en la forma:

G(jw) = Re[G(jw)]+ jlm[G(jw)]

b) Caicular la siguiente tabla:

W Re[O(jw)] Im[O(jw)]

0

0.1

1

10
00

c) Dibujar el diagrama polar utilizando los valores calculados anteriormente.

d) Dibujar el diagrama de Nyquist (-oo<eo<oo).

e) Caicular el margen de fase y el margen de ganancia.

f) Determinar la estabilidad del sistema en lazo cerrado aplicando el criterio de Nyquist.

a) Respuesta free

G( .) (jOJ­
JW =-­

jOJ· (jeo

b) Tabla:

c) Diagrama polal



g) Comparando los resultados de margen de fase y margen de ganancia con el resultado de aplicar el
criterio de Nyquist, Lque conclusi6n obtiene de esta comparaci6n? Razonar la respuesta.

h) LComo varIa la estabilidad en lazo cerrado si la ganancia en continua del sistema en lazo abierto
aumenta? l,Que conclusi6n obtiene de este apartado? Razonar la respuesta.
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21.505

/',', /,.,,/-
~J~-~"";

~,:,:",:';".:::::::",.~:,:_::::...:~.,~~.~.",._-~:-~--:--~,- - - -

o

6 '

4 '

8 '

2 '

o -

10r---~--~---~--~~==

::f :

,:[:---~--~---~----'-~~=
-0.5

co Re[G(jUl)] rm[G(jUl)]

0 2 00

0.1 1.98 0.9

1 1 0

10 0.0198 -0.098
00 0 0

2co + j(1- co2 )

ro(l+W2)

Diagrama polar Caso I (Unea continua) y simetrico ([{Ilea discolltinua)

. (jco -1)
G(JCO) = . (. 1)

JCO' JW+

Nota: Utilizar ellugar geometrico de las ralces (de forma aproximada) si 10 considera necesario.

(s -1)
* Caso 1: G(s) =--­

s·(s+l)

4. 11ndlisisji-ecuencial de sistemas de control

a) Rcspuesta frecuenciaI:

Solucion:

b) Tabla:

c) Diagrama polar:
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d) Diagrama de Nyquist

Teor[a de control. Disefio electr6nico 4. Analisisfrecue

h) Variaci6n d

Para trazar el diagrama de Nyquist unicamente debemos trazar el simetrico del diagrama polar
respecto al eje real, as! como trazar el recorrido de radio infinito correspondiente a la transformaci6n
del recorrido de Nyquist alrededor del polo en origen del plano S. Este reconido de radio infinito se
recorre en sentido horario porque el polo en origen es rodeado en sentido antihorario par el recorrido
de Nyquist.

Si la ganancia
LGR, aparece
cerrado.

* Caso 2: G(s

ReG

a) Respuesta fr

b) Tabla:

Diagrama de Nyquist Caso J.

e) Obtenci6n del margen de fase y el margen de ganancia:

Para calcular el margen de fase unicamente debemos encontrar la intersecci6n entre el diagrama polar

y el circulo de radio unidad. Esta interseccion ocurre para COt=lrad/seg en el punto 1, resultando de
este modo un valor de MF=±180°.

EI margen de ganancia se obtiene buscando la frecuencia para la cual la respuesta frecuencia en lazo
abierto presenta 180°, no produciendose esta situaci6n para ningun valor de frecuencia (exceptuando
para (j):::=oo), obteniendo MG=O.

f) Aplicaci6n del criterio de Nyquist

En el diagrama de Nyquist se observa un rodeo en sentido horario al punto -1 +jO, 10 que implica N=l.
EI sistema en laze abierto no posee ningun polo en semiplano derecho, P=O (porque el polo en origen
no se encuentra en el interior del recorrido de Nyquist). De este modo: Z=N+P=l. EI sistema en lazo
cerrado posee un polo en semiplano derecho, siendo, de este modo, inestable.

g) Comparando los resultados anteriores comprobamos que en sistemas de fase no minima no es
posible aplicar los conceptos de margen de fase y margen de ganancia para cuantificar la estabilidad
relativa porque son contradictorios con el resultado del criterio de Nyquist. Fijemonos que,
aparentemente, el sistema en lazo cerrado es estable observando los valores de margen de fase y
margen de ganancia, cuando realmente es inestable, como sabemos a partir del criterio de estabilidad
absoluta.

c) Diagrama po!



Si la ganancia en continua aumenta el sistema permanece siendo inestable debido a que, observando el
LGR, aparece una rama en semiplano derecho que es originaria de la inestabilidad del sistema en lazo
cerrado.
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0.5

JRe[ G(jW)] = 0
1lIm[G(jw)] = - w

o

8

6

4

2

o
-2

-4

-6

-8

10r----····················

W Re[G(jW)] Im[G(jw)]

0 0 -00

0.1 0 -10

1 0 -1

10 0 -0.1
00 0 -0

-10 '---------.---'-------.------'
-0.5

1 1
G(jw) = -. = - j-; G(jw) = Re[G(jw)] + jlm[G(jw)];

JW W

Diagrama polar Caso 2 (linea continua) y sinuitrico (/{nea discontinua)

h) Variaci6n de la estabilidad en funci6n de la ganancia en continua:

(s + 1)* Caso 2: G(s) = -'---'--
~ s'(s+l) s

a) Respuesta frecuencial:

4. Analisisfrecuencial de sistemas de control

b) Tabla:

c) Diagrama polar:
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d) Diagrama de Nyquist:

Teoria de control. Diseiio electr6nico 4. Anrilisis jrecu,

* Caso 3: G(
Para trazar el diagrama de Nyquist unicamente debemos trazar eI simetrico del diagrama polar
respecto al eje real, aSl como trazar el recorrido de radio infinito correspondiente a la transformaci6n
del recorrido de Nyquist alrededor del polo en origen del plano S.

a) Respuesta f

-I ReG

G

b) Tabla:

Diagrama de Nyquist Caso 2.

e) Obtenci6n del margen de fase y el margen de ganancia:

La intersecci6n entre el diagrama polar y el circulo de radio unidad ocurre para ffil=lrad/seg en el
punto -j, resultando de este modo un valor de MF=90°. Analogamente al caso anterior se obtiene
MG=oo.

f) Aplicaci6n del criterio de Nyquist:

En el diagrama de Nyquist se observa que no se produce ningun rodeo al punto -I +jO, 10 que implica
N=O. El sistema en lazo abierto no posee ningun polo en serniplano derecho, P=O. De este modo:
Z=:N+P=O. El sistema en lazo cerrado es estable.

g) Comparando los resultados anteriores comprobamos que en sistemas de fase rnfnima sl es posible
aplicar los conceptos de margen de fase y margen de ganancia para cuantificar la estabilidad relativa
porque coinciden con el resultado del cliterio de Nyquist.

h) Variaci6n de la estabilidad en funci6n de la ganancia en continua:

Si la ganancia en continua aumenta, el sistema permanece estable proporcionando una constante de
tiempo mas pequefia.

c) Diagrama pot.



Diagrama polar Caso 3 ([{nea continua) y sinu!trico (linea discontinua)
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o-0.5-1-1.5

-2w+ j(I-W2
)

( )
; G(jw) = Re[G(jw)]+ jIm[G(jw)];

w I+w2

-2

- - ., - - - - - . - . - - - - -, ,

, ,- - - - - - - - - - -

:::\
'\

---:\--
----:--~--.......

, -- ~:.,.-=---~~:.....?:-«+;;.:.:"...~~ .:......~: ::' .. ':' .; ....;,.' ';".

4 ­

2 -

6 -

8 -

o -

-2

-4

-6

-8

10r--'===r==~-'-----'---"'-----,,I

W Re[G(j(j))J Im[G(j(j))J

0 -2 00

0.1 -1.98 0.9

I -I 0
10 -0.0198 -0.098
00 -0 0

- .,'- - - - - 1

'f-10 L..c===.L===.L..-__-'- -'--__......J
-2.5

(s+ I)
* Caso 3: G(s) = --=------'­

s·(s-I)

G(jw) = (jw + I)
jW . (jw - I)

a) Respuesta frecuencial:

b) Tabla:

c) Diagrama polar:
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d) Diagrama de Nyquist:

Teoria de control. Diseno electrollico 4. Analisis frecuellciall

Problema 5

Trazando el simetnco del diagrama polar respecto al eje real, as! como el recorrido de radio infinito
correspondiente a la transformaci6n del contomo del recorrido de Nyquist alrededor del polo en
origen del plano S, se obtiene el diagrama de Nyquist.

""

EI "Simple-Hold 1

comun en la pnl(
transferencia es:

[mG

ReG

Sin embargo, en d
Interpolator hold c

Senal
Discreta

Diagrama de Nyquist Caso 3.

e) Obtenci6n del margen de fase yel margen de ganancia:

Para calcular el margen de fase unicamente debemos encontrar la intersecci6n entre el diagrama polar

y el circulo de radio unidad. Esta intersecci6n ocurre para COt=lrad/seg en el punto -1, resultando de
este modo un valor de MF=O°.

EI margen de ganancia se obtiene buscando la frecuencia para la cual la respuesta frecuencia en lazo

abierto presenta 180°, produciendose esta situaci6n para coo=lrad/seg obteniendo MG=O.

f) Aplicaci6n del criterio de Nyquist:

EI diagrama de Nyquist cruza por el punto -1+jO; de este modo el sistema ellazo cerrado presenta
polos en el eje imaginario del plano S, por 10 que es, de este modo, oscilatorio.

g) Comparando los resultados anteriores, comprabamos un resultado conocido: los sistemas
oscilatorios en lazo cerrado presentan un margen de fase de cera grados y un margen de ganancia de
cero dB's.

h) Vanaci6n de la estabilidad en funci6n de la ganancia en continua:

Si la ganancia en continua aumenta, el sistema pasa de la inestabilidad (para k<l) ala estabilidad (para
k>1), comportamiento totalmente opuesto al de un sistema de fase minima.

a) Demostrar qU(

Interpolator hold (.

Se pretende comp'.
anal6gico (D/A). F

b) Calcular la exp

(rad/seg) en la eutl'
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Figura 1
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Seiial
AnaloRica

R·C=T

1 -Ts
Goh(s)= _-...;;..e_

s

~-·I D/A' ·1 Hp(s)I~
H(z)

(
1 -TS)2

G(s) = -'----_e_--'-­
T·s2

Figura 2

1- e-Ts
Gah(s) =--­

s

Hp(s) = we; cumpliendose: T <~
s we

4. Aniilisis frecuencial de sistemas de control

El "Simple-Hold D/A Converter" es el convertidor digital-anal6gico mas sencillo (tambien el mas
comun en la practica) y se caracteriza como un mantenedor de orden cero cuya funci6n de
transferencia es:

\

Problema 5

Sin embargo, en deterrninadas aplicaciones se utiliza el convertidor digital-ana16gico "D/A Linear­
Interpolator hold circuit", cuyo esquema circuital se presenta en la Figura 1.

a) Demostrar que la funci6n de transferencia del convertidor digital-anal6gico "D/A Linear­
Interpolator hold circuit" es:

Se pretende comparar los efectos en el dominio frecuencial de estos dos tipo de convertidores digital­
anal6gico (D/A). Para este estudio se propone el sistema:

b) Calcular la expresi6n de la atenuaci6n que sufre una selial ruidosa senoidal de frecuencia co=lOlT
(rad/seg) en la entrada del convertidor, en funci6n de we y T, para los dos tipos de convertidores D/A.
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Nota: Suponer que la frecuencia de la selial de ruido en el plano transfonnado W es aproximadamente
igual a la frecuencia real.

Considerese el sistema en lazo cerrado siguiente:

Sefia! discrel~C_I_H_(_z)__jfiai discrela •

c) Obtener la relaci6n que debe existir entre We y T para tener un margen de ganancia igual a 14 dB en
los dos tipos de convertidores D/A. Calcular el margen de fase que se obtiene en estas situaciones.

d) Indicar las ventajas y desventajas de los dos tipos de convertidores estudiados. Razonar la
respuesta.

Solucion:

a) Para demostrar la funci6n de transferencia del "D/A Lineal-Interpolator hold circuit" , unicamente
debemos resolver la funci6n de transferencia circuital propuesto :

Transfonnada bi

u:
H(w) =-;:'

,

Nos indican que,
a la frecuencia

unicamente deb~

ganancia en la fn

1

RCs Ts

-TsConociendo que un retardo de una muestra equivale a una funci6n transformada e ,tenemos, en
conclusi6n, la funci6n de transferencia final:

b) Debemos calcular la expresi6n de la atenuaci6n que sufre una sefial ruidosa senoidal de frecuencia

co = 101T (rad/seg) en la entrada del convertidor, en funci6n de coe y T. Para ello recordemos que
la atenuaci6n de una sefial senoidal en un sistema lineal e invariante en el tiempo coincide con la
inversa del m6dulo de la respuesta frecuencial del sistema (en unidades lineales) ala frecuencia de la
sefial senoidaI.

De este modo, previamente, se debenin calcular la transfonnada Z y la transformada bilineal, pues se
trata de un sistema discreto.

* Para "D/A Linear-Interpolator hold circuit":

El diagrama de 1:
frecuencia de co

pendiente -20dF
atenuaci6n result

* Para "Simple-

H(s) = Goh(s)'

Transfonnada bi~

( )
21 -Ts

H(s) =O(s)' Hp(s) = We - e 2
s Ts
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T·(()c

z-l

H(w) = roc _(l--,--_~__W_),-

W{l+~W )

10
=20·log-­

roc·T

H(z) = (1- z -1). (()c. Z[_l] = _z_-_l . (()c. _T_z_
s2 z (z-1)2

1- e -Ts (()c
H(s) = Goh(s)' Hp(s) = .-

s s

H(z) = roc T
2

(z+l) = roc T (z+l)
T 2 z(z-l) 2 z(z-l)

4. AlUilisis frecuencial de sistemas de control

Transformada bilineal:

ww=IO/T

Nos indican que 1a frecuencia de la senal de ruido transformada al plano W es aproximadamente igual
a la frecuencia real; ello conlleva que, para poder conocer la atenuacion sufrida por esta serial,
unicamente debemos trazar el diagrama de Bode en el plano transformado y mirar el valor de la

ganancia en la frecuencia: (Ow = 10fT.

EI diagrama de Bode es en este caso muy sencillo, pues las contribuciones de cera y polo reales de
frecuencia de corte 2IT se cancelan entre sf en modulo; el resultado es unicamente una recta de

pendiente -20dBfdec que pasa por el punto 20log roc para la frecuencia (Ow = 1. En conclusion, la
atenuacion resultante es:

* Para "Simple-hold D/A converter":

Transformada bilineal:



w
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T
1 l--w

H(w) = T·(()c·----= T.(()c. 2
T T T

l+-w 1+-w-l+-w
2 2 2
T

l--w
2

Amilogamente al caso anterior:

Teorfa de control. Dise/lo electronico

T T
l--w l--w

H(w)=T.(()c.--=2-=(()c. 2
T·w

4. AntilisisfrecuenCi

* Para "Simple-

1
. T

- J-cow
H(jcow) = (()c. 2

jcow

En este caso, debemos observar que el valor del modulo en la frecuencia lOfT es igual al valor del
modulo en la frecuencia 2fT (asint6ticamente), dado que la pendiente a partir de la frecuencia 2fT es
de OdB/dec. De este modo la atenuacion resulta ser:

El margen de fasl

Donde la frecuem

2
=20·log-­

(()c. T
lJlw~IO!T

c) Obtenci6n de la relacion que debe existir entre COc Y T para tener un margen de ganancia igual a 14
dB.

Para resolver este apartado deben observarse, de nuevo, los diagramas de Bode para cada uno de los
convertidores D/A.

* Para "DIA Linear-Interpolator hold circuit":

El margen de ganancia se obtiene en la frecuencia de paso por una fase de -180°, en este caso. esto
ocurre para la frecuencia:

FASE[H(jcowO] = -900-2 arctg T COwO = -1800~ COwO = ~
2 . T

COwO 2
MG=201og -:;= 20 log --=14dB:::::}T·(()c=OA

(()c T· (()c

EI margen de fase obtenido en este caso es:

Donde la frecuencia de transici6n es: COwt =(()C.

d) Conclusiones

EI "Simple-hold j

ofrece menos red



El "Simple-hold DIA converter" ofrece mayor margen de fase (para igual margen de ganancia), pero

ofrece menos rechazo (menor inmunidad) al ruido que el "DIA Linear-Interpolator hold circuit".

4. Andlisisfrecuencial de sistemas de control

0.4
MF =90"-2 arctg - =67.38°

2

* Para "Simple-hold DIA converter":

FASE[H(jQlWO)] =-90°- arctg T QlwO =-180°=> QlwO = 00

2

2
MG =20 log --=14 dB => T·Qlc =0.4

T·Qlc

El margen de fase obtenido en este caso es:

T T
MF = 180°-90°- arctg - Qlwt =90"- arctg - Qlwt

2 2

Donde la frecuencia de transici6n es: Qlwt =(()c.

0.4
MF =90°- arctg - =78.69°

2

d) Conclusiones:
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Una ventaja que tiene el disefio mediante la respuesta frecuenciaI de los sistemas, ademas de ser uti!
para aquellos sistemas de dificil caracterizaci6n, consiste en que se puede extender a algunos sistemas
no lineales, empleando para ello la tecnica definida "funci6n descriptiva".

Aunque hasta el momenta se ha utilizado el termino "controlador" para definir al conjunto de acciones
que se utilizan para actuar sobre el proceso; el terrnino mas empleado en la bibliografia existente es el
de "compensador", de manera que es frecuente referirse al control PI como compensador PI. y al
control PID como compensador PID, etc.

En este tema se estudiani el disefio de los controladores temporales mas habituales (controladores P,
PI, PD YPID), desde un punto de vista frecuencial (compensadores P, PI, PD YPID). Se insistira en Ia
relaci6n existente entre las caracteristicas frecuenciales de los sistemas y las caracteristicas de las
respuestas temporales obtenidas (tiempo de establecimiento, maximo sobreimpulso y velocidad en la
respuesta), y se expondran nuevos compensadores, fruto de la observaci6n del sistema desde un punto
de vista frecuencial, como son el compensador en adelanto y en atraso.

2895. Disefio de sistemas de control en el dominio frecuencial

5. Disefio de sistemas de control en el dominio frecuencial

5.1 Introduccion

EI diseiio de los panimetros de los controladores que se han desarrollado hasta el momenta se ha
basado en tecnicas temporales, efectuando las especificaciones del disefio a nivel temporal, mediante
el maximo sobreimpulso, el tiempo de establecimiento, etc. Estas especificaciones se han trasladado al
plano de Laplace, posibilitando eI uso de las herramientas y tecnicas de disefio disponibIes en este
plano. No obstante, en el disefio realizado se ha tenido pleno conocimiento de las caracterfsticas de la
planta 0 proceso que se pretende controIar, pues sin este conocimiento el disefiador no tiene ningun
indicativo de la forma de llevar a cabo el control adecuado del sistema, 10 cual se extiende a aquellos
sistemas de los que se desconoce la funci6n de transferencia 0 en los que esta es diffciI de caracterizar.
Para estos sistemas, una altemativa de disefio consiste, en primer lugar, en obtener informaci6n de la
planta 0 proceso mediante su respuesta frecuencial, que es posible obtener de una manera
experimental. Posteriormente, se puede realizar el disefio del controlador mediante tecnicas de disefio
basadas en la respuesta frecuencial del sistema que hay que controlar. En este tema se pretende
explicar las diferentes tecnicas de disefio que utilizan la respuesta frecuencial como base, cuyas
caracteristicas, margenes de fase y de ganancia, ancho de banda y ganancia en continua, perrnitinin
realizar el disefio de los controles mas adecuados para una planta deterrninada.
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5.2 Compensacion serie y compensacion paraIeIo

Teorfa de control. Disefio electronico 5. Diseiio de sisten

5.3 Relaci6n

La compensaci6n de un sistema se puede realizar mediante la compensaci6n serie, figura 5.1a, 0

mediante la compensaci6n paralelo, figura 5.lb. En la compensaci6n serie se situa el compensador
~

D(s) en serie entre la selial de error e(s) y la funeion de transfereneia de la planta G(s), mientras que

en la compensaei6n paralelo se situa el eompensador D(s) en un bucle interno de realimentaci6n.

Antes de abord
relaciones exis
estacionario, et(
ancho de banda,
frecuenciales qu

a)
Res) +

b)

R(s) +

C(s)

C(s)

5.3.1 Ganancia

A traves de la g
en regimen esta(
debido a que el
corresponde con
posici6n, el de VI

Como ejemplo, f
constante, can un

Fig. 5.1 (a) Compensaci6n serie; (b) Compensaci6n paralelo.

En general, la compensaci6n serie es mas seneilia que la paralelo, puesto que al llevar a cabo la
compensaci6n el modulo y la fase de la respuesta frecuencial del compensador serie D(s) se pueden
sumar directamente con el m6dulo y la fase, respeetivas, de la respuesta freeueneial del sistema que
hay que compensar G(s) ,.10 que facilita la tarea del disefio. Esto no ocurre asi en la compensaci6n en

paralelo, puesto que es una eompensaci6n mas eomplieada de llevar a cabo.

En la cornpensaci6n serie, la respuesta freeuencial de la funcion de transfereneia en lazo abierto,
considerando el eompesador, fig. 5.1a, es en m6dulo:

Y, en fase:

LGLA (jeo) = LD(jeo) + LG(jeo)

Por tanto, en el disefio del eompensador serie se debe considerar que su respuesta freeuencial en
modulo y en fase se suma de forma directa a la respuesta frecuencial del sistema que se debe
compensar, 10 que determinani, claramente, el efecto del eompensador sobre el sistema. Se debe tener
en cuenta que todos los compensadores que se exponen en este capitulo estan concebidos como
compensadores en serie, por 10 que deben situarse segun la forma indicada en la figura 5.la.

De esta funci6n d
sistema tendra un

Sin embargo, si
efectuar la norma

En esta norrnaliza
(5.2). En consecu
termino en la resp

Cuando la funci6'
tiene eorresponde
tiene un par de



Sin embargo, si se trata de analizar la respuesta frecuencial de este sistema, previamente se debe
efectuar la normalizaci6n de su funci6n de transferencia :

Como ejemplo, puede tomarse un sistema cualquiera constituido por tres polos, dos ceras y un termino
constante, con una funci6n de transferencia de lazo abierto:

De esta funci6n de transferencia puede deducirse que, puesto que carece de elementos integradores, el
sistema tendra un error en regimen estacionario no nulo frente a una entrada escal6n, de valor:
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(5.1)

(5.2)

(5.3)

1
e :=-­

ssp 1+k
p

, lO·a·b
k p == hm G1(s) == ---

s---?o n ·m·p

G1(s):= lO(s + a)(s + b)
(s + n)(s + m)(s + p)

(
jO) 1)( jO) I)

G1(j0))==G1(s)!_. == lO·a.b .. --;-+. b+.
s-JW n . m . p (JO) )( JO) )( JO) )--+1 -+1 -+1

n m p

5. Diseno de sistemas de control en el dominio frecuencial

5.3 Relacion respuesta frecuencial - caracteristicas temporales

Antes de abordar a fondo el diseiio de los compensadores, es conveniente tratar de establecer que
relaciones existen entre las caracteristicas temporales (maximo sobreimpulso, error en regimen
estacionario, etc..) y las caracteristicas frecuenciales de un sistema (margenes de fase y de ganancia,
ancho de banda, etc .. ). Entender esta relaci6n es vital, puesto que el conocimiento de las caracterfsticas
frecuenciales que deben optimizarse en el diseiio depende de ello.

5.3.1 Ganancia normalizada en Bode y error en regimen estacionario

A traves de la ganancia normalizada del diagrama de Bode de un sistema puede establecerse el error
en regimen estacionario que este va a cometer frente a un determinado tipo de entrada. Este hecho es
debido a que el termino constante normalizado del m6dulo de la respuesta frecuencial en lazo abierto
corresponde con uno de los coeficientes estaticos de error, que puede ser el coeficiente estatico de
posici6n, el de velocidad 0 el de aceleraci6n.

En esta normalizaci6n se observa como el termino constante es igual al coeficiente estatico de posicion
(5.2). En consecuencia, el error en regimen estacionario de posicion puede deducirse a partir de este
termino en la respuesta frecuencial del sistema.

Cuando la funcion de transferencia tiene un polo s:=O, el coeficiente estatico de velocidad es el que
tiene correspondencia con la ganancia normalizada, ec. (5.4) y (5.6). Si la funcion de transferencia
tiene un par de polos en s:=O, ee. (5.5), entonees es el coefieiente estatico de aceleracion quien
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corresponde con la ganancia normalizada, ec. (5.7). Considerando las funciones de transferencia
definidas por las ecuaciones (5.1), (5.4) y (5.5), se puede realizar la tabla 5.1, donde se muestran la
expresi6n de sus correspondientes coeficientes estaticos en funci6n del ntimero de polos en s=O.

'"

frecuencia de (JF::(

regimen estacionru

G
2

(s) = lO(s+a)(s+b)
s(s + n)(s + m)(s + p)

G
3
(s) = lO(s+a)(s+b)

s2(s + n)(s + m)(s + p)

El valor del coeficiente estatico para las funciones (5.4) y (5.5):

lO·a·b
k v = Hms·G2(s)=---

s~o n 'm'p
2 lO·a·b

k a = Hms 'G3(s)=---
s~O n 'm'p

Funci6n G1(s) G2(s) G3(s)

kp
lO·a·b

00 00

n'm'p

k v 0 lO'a' b
00

n·m·p

k a 0 0 lO'a' b
n·m·p

Ganancia lO'a' b lO·a· b lO·a· b
normalizada n·m·p n'm'p n·m·p

(5.4)

(5.5)

(5.6)

(5.7)

Para eI caso de la

este sistema tiene
contribuci6n en (j)::

corresponde con h
normalizada carre
estacionario de vel

5.3.2 Margen de I

El margen de fas
sobreimpulso que
existente entre el n
fase aumenta, el m
maximo sabreimp~

mejora del sobreil
ernpeorarniento d~

ejemplo la funci6n;

Tabla 5.1 Expresion de los coeficientes estaticos de posicion, velocidad y aceleracion y ganancia normalizada

de Bode de lafunciones G1(s), G 2(s) y G3(s).

A nivel gnifico, se debe deducir la ganancia narmalizada y el ntimero de polos en s=O que existen en el
m6dulo de la respuesta frecuencial. Cuando existe un polo en s=O en la respuesta frecuencial de un
sistema, este se distingue par los tramos con pendiente -20db/decada 0 -6db/octava en la zona de bajas
frecuencias del diagrama de Bode en m6dulo de un sistema. En el caso de un par de polos en s=O, se
distingue de la misma farma, pero por los tramos de -40db/decada. Y, en general, para un ntimero n de
polos en s=O, se distinguen por los tramos con -n' 20 db/dec.

Las figuras 5.2 y 5.3 muestran el m6dulo de los respectivos diagramas de Bode de las funciones G1(s)

y G2(s), para a=5, b=16, n=2, m=4 y p=lO.

Segtin la figura 5.2, el nivel en decibelios (db) a bajas frecuencias tiende a ser constante y de valor
20db, par tanto ya se observa en esta figura que el sistema, del cual se supone que s6lo se conoce la
respuesta frecuencial mostrada, no tiene polos en s=O y, en consecuencia, el nivel de 20db a la

, ",,,
10

-10 - - - - -

-20L-~~~~...t.

10-'

Fig. 5.2 Respuestd



-20'----~~~~~'-----~~~~~-~~~~'-'-'" -60'----~~~~~'-----~~~~~'----~~~~~

10" 10° 10' 10' 10"

frecuencia de (0::::0.1 rad/seg corresponde al coeficiente estatico de posici6n, por 10 que el error en
regimen estacionario en lazo cerrado que tiene este sistema frente a una entrada escal6n :
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(5.8)

Fig. 5.3 Respuestafrecuencial en modulo de G2 ( s)

20 -

-20 -, -

-40

. k'
O(s)=---­

s(s + 6)(s + 18)

Fig. 5.2 Respuestafrecuencial en modulo de Gj (s)

5. Diseiio de sistemas de control en el dominio frecuencial

10

Para el caso de la figura 5.3, se distingue una pendiente a frecuencias bajas de -20db/dec, por 10 que
este sistema tiene un polo en s=O. Como la contribuci6n de este polo en (0::::1 rad/seg es 0 db y la

contribuci6n en (0::::0.1 rad/seg es de 20 db (pendiente -20 db/dec), el termino de ganancia norrnalizada
corresponde con la diferencia 40db - 20 db= 20db. Como el sistema tiene un polo en s=O, la ganancia
norrnalizada corresponde con el coeficiente estatico de velocidad, por 10 que el error en regimen
estacionario de velocidad sera:

k p =Oanancia normalizada =10

1 1
e =--=--=0.09

ssp 1+k 1+10p

1 1
eSSY =- =- = 0.1

k y 10

5.3.2 Margen de Case y maximo sobreimpulso

El margen de fase de la respuesta frecuencial de un sistema proporciona una cierta idea del
sobreimpulso que este cometera cuando sea realimentado, frente una entrada escal6n. La relaci6n
existente entre el margen de fase y el maximo sobreimpulso es inversa, es decir, cuando el margen de
fase aumenta, el maximo sobreimpulso disminuye, y viceversa, cuando el margen de fase disminuye, el
maximo sobreimpulso aumenta. Puede d.ecirse que un incremento del margen de fase se traduce en una
mejora del sobreimpulso y, al contrario, que un decremento del margen de fase se traduce en un
empeoramiento del sobreimpulso. Para ilustrar mejor este comportamiento se tomara a modo de
ejemplo la funci6n de transferencia siguiente :

-10 -
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5.3.3 Margen

EI margen de .
soportar un si
transferencia (~

por 1800 de

IG(jW-180·)/ ==

ganancia en el
igual a 0 db. Es
es :

Las figuras 5
respectivamentf
polos complejo
decirse que pan
comprendido en

B 10
Tiempo (seg)

6
Tiempo (seg)

4

4 6
Tiempo (seg)

4

2

2 Am litud

o L_.. ~ .~_ ___'

o

1.5

0.5

0.8

0.6

1 Amplitud

k'=1080

00, =6,3
MF= 23.4°

k'=11O.14

Wl = 1
MF= 77.3°

k'=367.76 Amplitud
1.2r----~---~----_,

W l =3
MF= 53,9° 1

k'=2381

00,=10

MF=2.12'

k'=1080

00,=6,3

10' 102

Frecuencia (rad/seg)

k'=367.76

00,=3

MF= 77.3°
-135'

k'=110,14

W,=l

-180' --~-

-225° .

-270" '____~~~~~'____~~~~~L_..~~~~_'__'_'_'

10"

Fig. 5.4 Respuestafrecuencial del sistema confunci6n de transferencia (5.8). En la graficas se distinguen el
margen defase y la respuesta temporal en lazo cerrado para las valores k'=2381, 1080,367.76 y 110.14

Para disponer de diferentes margenes de fase, se obtendni la respuesta frecuencial para varios valores
del termino constante de la ecuacion (5.8): k' =2381,1080,367.76 Y 110.14. La figura 5.4 muestra
como empeora la respuesta a una entrada escalon a medida que el margen de fase es menor,
obteniendo cada vez un mayor sobreimpulso y un numero mayor de oscilaciones hasta alcanzar el
regimen estacionario. Vista esta relacion entre sobreimpulso y margen de fase, el objetivo a conseguir
por un control frecuencial ha de ser mejorar, en la medida de 10 posible, el margen de fase del
sistema.

0.4

2 4 Tiempo (seg) 6

Fig. 5.5 Respue,
del sis

5.3.4 Frecuenci

La frecuenc~a d
puesto que un in:
para un sistema'
reducci6n en la
crecimiento, figJi

La figura 5.7 mt'
ultima grafica, f
unitaria del esc~

regimen estaciof
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_225°

. , . , ., .,., ·135°20 .

-20 .

-40 l.-~~~~....J..._~~~~.L-~~---'--'~~_270·

10-1 10° 10 1 102

(radlseg)

Fig. 5.6 Respuesta temporal a una entrada escal6n
para k'=1080, CI ( t), y para k'=2592, C2 ( t).

2 3 4
(seg)

Fig. 5.5 Respuestafrecuencial en m6dulo yfase
del sistema (5.8) para k'=1080.

5. Disefto de sistemas de control en el dominio frecuencial

5.3.3 Margen de ganancia y maximo incremento de ganancia permisible.

El margen de ganancia indica de forma directa el incremento de ganancia que todavia es capaz de
soportar un sistema realimentado hasta llegar al borde de la inestabilidad. Con la funci6n de
transferencia (5.8) y observando la figura 5.4 para k'=1080, puede deducirse una frecuencia de cruce
por 1800 dew_Iso. == 10.2 rad / seg, y un valor de ganancia para esta frecuencia de

IG(jW-18o.)1 == -7.6db, por tanto el margen de ganancia es de 7.6 db. De esta manera, el aumento de

ganancia en el sistema realimentado todavia puede ser de 7.6 db, para que el margen de ganancia sea
igual a 0 db. Este aumento se corresponde linealmente con 2.4, asi que la maxima ganancia permisible
es:

Las figuras 5.5 y 5.6 muestran la respuesta temporal obtenida para k'=1080 y k'=2592,
respectivamente. Queda claro que la ultima ganancia proporciona una respuesta oscilatoria y que los
polos complejo-conjugados en lazo cerrado, en este caso, son imaginarios puros. Tambien, puede
decirse que para el sistema descrito por la funci6n de transferencia (5.8), el margen de estabilidad esta
comprendido entre 0 < k' < 2592.

k = k'·2.4 == 2592

La figura 5.7 muestra el tiempo de crecimiento yel tiempo de pico para diferentes valores de k'. En la
ultima grafica, para k'=110.14, al carecer de sobreimpulso y no sobrepasar la respuesta la amplitud
unitaria del escal6n, el tiempo de crecimiento se mide al 90 % del valor de salida alcanzado en

regimen estacionario. Para las frecuencias de transici6n wt = 1, 3, 6.3 y 10 rad/seg se obtienen unos

5.3.4 Frecuencia de transicion y rapidez en Ia respuesta temporal.

La frecuencia de transici6n y la rapidez en la respuesta temporal estan directamente relacionados,
puesto que un incremento de la frecuencia de transici6n implica una velocidad de reacci6n mas rapida
para un sistema determinado y, por contra, un decremento en la frecuencia de t:ransici6n implica una
reducci6n en la velocidad de respuesta. Esta relaci6n puede observarse determinando el tiempo de
crecimiento, figura 5.7, para las cuatro respuestas temporales de la figura 5.4.
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tiempos de crecimiento de t r = 2, 0.85, 0.5 y 0.2 seg, respectivamente, por 10 se observa de manera

clara esta relacion existente entre la frecuencia de transicion y la velocidad del respuesta del sistema.

compensador ai
sistema, yen fa:

2
k' = 2381 co,= 10 radlse 1.6 k' = 1080 co, = 6.3 radlse

1.5

0.5

1.4

0.6

0.2

Observando la
termino de gan:

emplear a modo

o oLL---+--+-----~-----....J1.5

(seg)
00 0.4 0.6

t r= 0.2 tp= 0.27

1.2
k' = 367.76 COt = 3 radlseg

0.6

0.8 1
(seg)

0.8

0.6

0.4

t r =0.3

k'=110.14

tp=0.5

CO l = 1 radlseg

90%

Con esta funci6

367.76, 1080 y
con estos valoR

mostradas en la'

valores de gana'

figura 5.7 para j

valores de ganar

figura 5.7 para k

El compensador proporcional amplifica directamente la sefial de error, de forma que:

5.4 Compensador proporcional (P)

En cuanto a rapi"
ganancia y la fre

odB y el tiempo
un incremento (;

incremento de 1<
produce una disr;

A nivel tempon

aumento del mar

que la relaci6n ~

disminuci6n de .

sobreimpulso.

o 0l.L...----~----+----3~---....J4

(seg)

0.2

ooLL---O--'-.-5-+--+~---~1"=.5------'2
(seg)

t r= 0.65 tp= 0.85 t r= 2

Fig. 5.7 Respuesta temporal al escalon en lazo cerrado para valores k'=2381, 1080,367.76 y 110.14 de la
juncion (5.8). En las graficas se distinguen el tiempo de erecimiento t r Y el tiempo de pico tp' excepto para

k'=110.14 donde no existe sobreimpulso.

0.2

A nive! frecuencial se deben considerar los efectos en modulo y en fase del compensador sobre un

sistema cualquiera. Luego, si la respuesta en modulo del control proporcional es constante, ec. (5.10),

y su contribucion en fase es nula, para un valor positivo de ganancia, entonces, en modulo el

met) = k p ·e(t)

D(s) = M(s) =k
E(s) p

(5.9) En definitiva, ta'

proporcional tier:
y de ganancia y
considerarse qu{
ganancia). A la .

incremetando 10

ralentizando la VI:



compensador afiadin'i 0 restan'i una cantidad constante en decibelios a la respuesta frecuencial de un
sistema, y en fase no modifican'i su respuesta frecuencial.

Observando la figura 5.4, considerando una constante k'=1080 en la ecuaci6n (5.8) y afiadiendo un
termino de ganancia proporcional a esta ecuaci6n, puede tomarse como funci6n de transferencia a
emplear a modo de ejemplo:

A nivel temporal, los efectos del control son evidentes, puesto que un aumento de k p implica un

aumento del margen de fase y, al mismo tiempo, una disminuci6n del maximo sobreimpulso, debido a
que la relaci6n entre el margen de fase y el maximo sobreimpulso es inversa. De forma similar, una
disminuci6n de la ganancia implica un aumento del margen de fase y una disminuci6n del maximo
sobreimpulso.
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(5.10)

(5.11)

ID(jm)1 = 2010gkp (db)

LD(jm) = 0°

1080· kpG(s) = -0-_

s(s + 6)(s + 18)

5. Diseiio de sistemas de contro! ell e! dominio frecuellcia!

Con esta funci6n de transferencia, los valores de kp que corresponden a las constantes k'=110.14,

367.76, 1080 y 2381 de la funci6n (5.8), son 0.10198, 0.3405, 1 y 2.2046, respectivamente, es decir,
con estos valores de ganancia se obtienen las mismas respuestas frecuenciales y temporales que las
mostradas en la figura 5.4 . En consecuencia, en cuanto a estabilidad relativa, se observa que para
valores de ganancia menores que la unidad, kp < 1 , los margenes de fase y de ganancia aumentan,

figura 5.7 para k'=110.14 y k'=367.76, mejorando as! la estabilidad del sistema. Sin embargo, para

valores de ganancia mayores que la unidad, kp > 1, los margenes de fase y de ganancia disminuyen,

figura 5.7 para k'=2381, empeorando la estabilidad del sistema.

En cuanto a rapidez en la respuesta temporal, se debe tener en cuenta que la relaci6n existente entre la
ganancia y la frecuencia de cruce por 0 db es directa, y que la relaci6n entre la frecuencia de cruce por
odB y el tiempo de crecimiento 0 el tiempo de pico es directa tambien, vease la figura 5.4. Por tanto,
un incremento de la ganancia produce un incremento en la frecuencia de cruce por 0 dB y un
incremento de los tiempos de crecimiento y de pica; y a la inversa, una disminuci6n de la ganancia
produce una disminuci6n de la frecuencia de cruce y de los tiempos de crecimiento y de pico.

En definitiva, tal como muestran las figuras 5.4, 5.6 y 5.7, un aumento en la ganancia del control
proporcional tiende a empeorar la estabilidad relativa del sistema disminuyendo los margenes de fase
y de ganancia y aumentando el maximo sobreimpulso y la velocidad de respuesta del sistema (debe
considerarse que el maximo incremento de ganancia posible consiste en el valor del margen de
ganancia). A la inversa, una disminuci6n de la ganancia mejora la estabilidad relativa del sistema
incremetando los margenes de fase y de ganancia y disrninuyendo el maximo sobreimpulso y
ralentizando la velocidad de respuesta del sistema.



La compensaci6n proporcional-integral consiste en el diseiio del mismo controlador PI temporal
explicado con anterioridad, capftulo 3. No obstante, este diseiio se realizara ahora desde el punto de
vista frecuenciaI. La acci6n de control y la funci6n de transferencia del compensador PI es:

La figura 5.8 muestra la respuesta frecuencial de un compensador PI para un valor de a=0.5 y k=l,
donde se observa como el compensador tiene una contribuci6n negativa en fase, restando fase, y como
en m6dulo tiene una caracterfstica decreciente, atenuando la respuesta frecuenciai.

\
298

5.5 Compensador proporcional-integral (PI)

met) = k p . e(t) + k i fe(t)dt

l k J1+-P S

D(s)= M(s) = k +~= k. k j

E(s) PSI S

k
Tomando a = ---.E- y k = ki , la expresi6n del compensador PI es:

k i

D(jro) = k (1 ~ jroa)
Jro

ID(jro)1 = 20 log k + 20 logll + jroal- 20logUro/

LD(jro) = -900 + arctg(aro)

-20 db/Dec
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(5.12)

(5.13)

(5.14)

(5.15)

(5.16)
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Fig. 5.8 Respuestafrecuencial de un compensador PI con el cero situado en Jla = 2 rad/seg.

El disefio del compensador PI viene determinado principalmente por la sustracci6n de fase que realiza
a bajas frecuencias, 10 que limita en gran medida el grado de libertad de este. EI compensador PI

En la curva de

la frecuencia c

la curva de fa:

MFa a MFd )'



El modulo y la fase de la respuesta frecuencial del sistema compensado corresponden con la suma de
los modulos y fases del sistema sin compensar G(s) y del compensador PI D(s), de forma que el
modulo y la fase del sistema compensado son:

introduce un polo en s=O, cuyo efecto en fase es restar 90° en la respuesta frecuencial, figura 5.8,
aunque el cera del compensador PI tiende a contrarrestar este efecto afiadiendo fase al sistema, de
manera que a altas frecuencias el compensador PI apenas tiene influencia sobre el sistema que se desea
compensar.

En la curva de modulo de la figura 5.9, se observa como el compensador PI causa una disminuci6n de

la frecuencia de transicion en el sistema compensado (pasa de wOdb a wOdb )' factor que, observando

la curva de fase, se traduce ,en un aumento del margen de fase para el sistema compensado (pasa de

MFo a MFd ) respecto del sistema sin compensar.
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(5.17)

(5.18)

IG LA (jW)1 = ID(jW)1 +IG(jw)1

LG LA (jw) = LD(jw) +LG(jw)

5. Disefio de sistemas de control en el dominio frecuencial

Para aumentar el margen de fase del sistema compensado, se consideran los siguientes factores:
primero el hecho de que la respuesta frecuencial de la mayor parte de los sistemas tiene una
caracterfstica de fase decreciente, (un mayor numero de polos que de ceros), y segundo, el hecho de
que el compensador PI atenua el modulo de la respuesta frecuencial en aquellas frecuencias que estan
por encima de la posicion del cero (l/a). En consecuencia, para mejorar el margen de fase del sistema
a compensar, se debe situar el cero del compensador par debajo de la nueva frecuencia de transicion 0

de cruce por Odb, a una distancia prudencial en que el compensador tenga poco efecto en fase sobre
esta. Ademas, como el compensador atenua la respuesta en modulo en las frecuencias por encima de la
situaci6n del cero, figura 5.9, la frecuencia de transicion del sistema compensado sera menor que la
frecuencia de transicion del sistema sin compensar, 10 que causa que el margen· de fase del sistema
compensado sea mayor que el margen de fase del sistema sin compensar, debido al caracter
decreciente de la curva de fase del sistema sin compensar.

El disefio del compensador PI se debe realizar con el proposito de mejorar el margen de fase del
sistema; no obstante, este proposito parece inicialmente diffcil de conseguir, puesto que el
compensador PI resta fase al sistema. Por tanto, para minimizar el efecto del compensador es
conveniente que el cero del PI este situado por debajo de la frecuencia de cruce por Odb del sistema,
de forma que el compensador reste la menor cantidad de grados posible sobre el nuevo margen de fase
del sistema compensado.

En definitiva, el compensador PI reduce la frecuencia de transicion, ralentizando la respuesta temporal
del sistema compensado, e incrementa el margen de fase, mejorando la estabilidad relativa y
disminuyendo el maximo sobreimpulso. En la figura 5.9 se observan los diagramas de Bode en
m6dulo y fase del sistema sin compensar (planta), con la funcion de transferencia mostrada en la ec.
(5.1l), del compensador PI con el cero situado en lIa=O.3 rad/seg y del sistema compensado (planta
mas control PI, mostrado en lfnea gruesa).

\
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Fig. 5.9 Diagrama de Bode en modulo y fase del sistema sin compensar, ec. (5.11 )(planta), del compensador PI
(cero en lla=0.3 radlseg) y del sistema compensado (planta mas compensador PI. en trazo grueso).

La ubicaci6n del cero del compensador es tal que en la curva de fase de la respuesta frecuencial, fig.

5.9, se observa como se produce una resta de casi 90° en la frecuencia (0:::0.1 rad/seg. Esta resta va
disminuyendo a medida que aumenta la frecuencia hasta Ilegar a la frecuencia de cruce por -180°, a
partir de la cual se observa un solapamiento entre la fase del sistema compensado, ec. (5.17), y la fase
del sistema sin compensar, ec. (5.10).

Justo encima del margen de fase obtenido en el sistema compensado, MFd , se subraya la diferencia en

grados, e, entre la curva de fase del sistema compensado (planta mas compensador PI) y la curva de
fase del sistema sin compensar (s6lo planta). El valor de esta diferencia depende de cmin alejado este
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(5.19)
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Fig. 5.10 Diagrama de Bode en modulo y jase de La juncion de transjerencia (5.19).

5. Diseiio de sistemas de control en el dominio frecuencial

el cero del compensador, l/a, de la nueva frecuencia de transici6n, 0) Odb • Al panimetro e se Ie

denomina "remanente de fase" y para que tenga un valor pequefio se debe situar el cera del
compensador PI, lIa, a una distancia alejada de la nueva frecuencia de transici6n. Como criterio de
disefio, se sittia el cero del compensador a una decada de la nueva frecuencia de transici6n

(Ul cero = Ul Odb /10), de manera que se puede estimar aproximadamente un valor de 10° para el

remanente de fase e. Este valor es valido para cualquier sistema donde se aplique el compensador PI,
puesto que la estimaci6n es empfrica, tomando un valor por encima de 10 habitual.

El disefio del compensador PI utiliza como base la curva de fase de la respuesta frecuencial del

sistema que se desea compensar, ya que en la nueva frecuencia de transici6n, 0) Odb ' s610 es necesario

considerar el remanente de fase, e, para tener el margen de fase deseado MFd . De hecho, debe

considerarse que la respuesta frecuencial del sistema sin compensar es el tinico dato real que el
disefiador dispone para abordar el disefio del compensador PI.

El disefio completo del compensador PI utilizado en la figura 5.9 se explicara de forma detallada en el
siguiente ejemplo, donde ademas se mostraran las respuestas temporales del sistema sin compensar,
ec. (5.19) y la del sistema compensado (planta mas compensador PI).

Ejemplo 5.1

Se desea disefiar un compensador PI con el fin de conseguir un margen de fase de 45° para un sistema
cuya funci6n de transferencia es:

\
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En la figura 5.10 se muestra el diagrama de Bode en m6dulo y fase de la respuesta frecuencial del
sistema (5.19), donde se observa que la frecuencia de transici6n es de wOdb =6.4 rad/seg y un margen

de fase de MFa =23°, aproximadamente.

La nueva frecuencia de transici6n se obtiene sobre la curva de fase de la respuesta frecuencial de la
figura 5.10, donde es necesario buscar la frecuencia que perrnite el margen de fase deseado de 45°.
Para ello, teniendo en cuenta que el margen de fase se rnide desde la linea de -180° y que el remanente

de fase para el PI es de 8 =10° (tomando Weera = WOdb /10), el valor de la fase del sistema sin

compensar es:

nueva frecuenc

parametro depel
de la posici6n d,

ZOdb·

LG(jw) = -180+ MFd + 8 = -125° (5.20)

Luego la nueva frecuencia de transici6n, w Odb ' sera aquella que tenga -125° en la curva de fase del

sistema sin compensar. Observando la curva de fase, figura 5.10, esta frecuencia es aproximadamente
W "" 3 rad/seg. En esta nueva frecuencia de transici6n el m6dulo del compensador y el m6dulo del
sistema sin compensar deben cumplir:

Z(

(5.21)

La nueva frecuencia de transici6n se puede obtener tambien analiticamente si se conoce la funci6n de
transferencia del sistema a compensar, como es en este caso. A partir de la funci6n de transferencia se
puede plantear la expresi6n analitica de la fase del sistema:

Fig. 5.11 Diag'

En la relaci6n (5.21) es precise conocer el valor del m6dulo del compensador PI en la nueva
frecuencia de transici6n, luego la ec. (5.21) se puede reescribir en:

La ecuaci6n (5.22) es una ecuaci6n no lineal y debe resolverse mediante metodos de calculo numerico,

aunque la forma mas sencilla consiste en probar varios valores de w Odb hasta que, tras sucesivos

intentos, se llegue a un valor aproximado de la cantidad de grados esperada (-125°). Resolviendo
(5.22) se obtiene aproximadamente el valor de 3 rad/seg, que coincide con el valor obtenido
graficamente en la figura 5.10.

W' W'
LG(jw' ) = -900

- arctg~ - arctg~ = -1250

Odb 6 18
(5.22)

(5.23)

Observando la (
para una ubicac
la expresi6n de \

Por tanto, la at~

k p ' ec. (5.24),

Observando la figura 5.10, el m6dulo de la respuesta frecuencial en la nueva frecuencia de transici6n,

w Odb = 3 rad/seg, es aproximadamente 9.4db. En consecuencia, el compensador PI debera atenuar

esta cantidad para que la frecuencia de 3 rad/seg sea, en realidad, la nueva frecuencia de transici6n.
Como el cero del compensador PI, Weera = 1/ a, se situa, como criterio de disefio, a una decada de la

La expresi6n fit
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(5.24)

(5.25)

(5.26)

ID(jw)1 >11 = 20 log k - 20 log~ = 20 log k P
ClL a a

ID(jw)1 = 0.3388 + 0.1016 = 0.1016 (3.33s +1)
s s

/

Frecuencia (radlseg)

Fig. 5.11 Diagrama de Bode en modulo para un compensador PI con un cera y un valor de k determinados.

20db + 20 log k

-20 db/dec

W=lIa :::

Modulo (db)

5. Diseno de sistemas de control en el dominio frecuencial

nueva frecuencia de transici6n, (w cero = wOdb /10= 0.3 rad/seg), es necesario conocer de que

panimetro depende la atenuaci6n que causa el compensador PI en las frecuencias que estan por encima
de la posici6n del cero.

Por tanto, la atenuaci6n que causa el compensador PI tan s610 depende de la ganancia proporcional

kp ' ec. (5.24), pudiendo reescribir la ec. (5.20) :

Observando la curva asint6tica en m6dulo de la respuesta frecuencial del compensador PI, figura.5 .11,
para una ubicaci6n determinada del cero, 1/a, y para un valor de k deterrninado, es posible deterrninar
la expresi6n de la atenuaci6n del compensador .

Y como IG(jW Odb tb = 9.4db , entonces se obtiene kp =0.3388 Y k i = 0.1016.

La expresi6n final del compensador PI:
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Fig. 5.12 Diagrama de Bode en modulo y fase del sistema sin compensar, G(jm), y del sistema compensado, GLA

(jm) (planta mas compensador). 5.6 Compens~

La expresi6n final del sistema compensado (planta mas PI): La funci6n de tr:

0LA (s) =D(s)' O(s) = 109.785 . (3.33s + 1)
s(s + 6)(s +18). s

(5.27)

La figura 5.12 muestra el diagrama de Bode en m6dulo y fase del sistema inicial, O(s), y del sistema
compensado, D(s). La figura 5.13 muestra la respuesta temporal del sistema inicial, O(s), y la del
sistema compensado, D(s), de forma que puede observarse el efecto temporal del compensador PI.



5.6 Compensador proporcional-derivativo (PD)

Amplitud
1.6,-----,-----,-----,,-----,-----,-----,
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(5.28)

(5.29)

5 6
Tiempo (seg)

4

. "

32

d
met) = k p •e(t) + kd . -e(t)

dt

M(s) ( k d )D(s)=--=k +k d ·s=k 1+-·s
E(s) p p k

p

5. Diseno de sistemas de control en el dominio frecuencial

Fig. 5.13 Respuesta temporal en lazo cerrado frente a una entrada del tipo escalon unitario, para el sistema sin
compensar, CI(t), y del sistema compensado, C2(t) (planta mas compensador).

1.2

0.8

El remanente de fase eque aparece en la figura 5.12 es de 5.7°, por 10 que la estimaci6n del remanente
se ha realizado por encima de su valor real, repercutiendo ello en el incremento de unos pocos grados
en el margen de fase.

En la figura 5.13, se observa como el compensador PI, al reducir la frecuencia de cruce por 0 db,
aumenta los tiempos de crecirniento, 1:,- , y de pica, tp , en la respuesta temporal. Ademas, tambien
aumenta el margen de fase del sistema compensado, par 10 que se disrninuye el sobreimpulso. El
compensador PI mejora el error en regimen estacionario, puesto que introduce un polo en s=O. En la
figura 5.13, el tiempo de pico en el sistema sin compensar, G(s), es de 0.5 seg., mientras que para el

sistema compensado, GLA (s), el tiempo de pico es de 0.9 seg, aproximadamente. El maximo

sobreimpulso para G(s) es del 50%, rnientras que para G LA (s) es del 24%, aproximadamente

La funci6n de transferencia del compensador PD es:

/
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k
Tomando a == i y k == k p , la expresi6n del compensador es;

k p

D(jw) == k(l + jwa)

ID(jw)1 = 20 log k + 2010g11 + jwal

LD(jw) =arctg(aw)

Teorfa de control. Diseiio electronico

(5.30)

(5.31)

(5.32)

5. Diseiio de sister.

gran aumento (
que incrementi
teniendo un inc

La figura 5.14 muestra la respuesta frecuencial del compensador PD para un valor de a=0.5 y k=l. En
esta figura se puede ver como el compensador PD afiade fase al sistema, por 10 que puede incrementar
en gran medida el margen de fase del sistema a compensar. Ademas, el compensador PD afiade 20
db/dec en m6dulo a partir de las frecuencias que estan par encima de la posici6n del cera del
compensador (lIa).

30 90·
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-10 '---~~~~~~--~~~~~""""'--~~~~~'--'--' o·
10-
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2

Fig. 5.14 Respuestafrecuencial de un compensador PD con el cera situado en 1/a=2 radlseg.

Con el compensador PD se consigue, pues, aumentar el margen de fase del sistema, mejorando la
estabilidad relativa de este. El disefio del compensador debe realizarse para que la aportaci6n de fase
que realiza sobre el sistema sea 10 maxima posible, aunque esta depended principalmente de la
ubicaci6n del cero del compensador, Va, puesto que puede incrementar la frecuencia de cruce por Odb
en el m6dulo de la respuesta frecuencial.

La figura 5.15 muestra el diagrama de Bode en m6dulo y fase del sistema cuya funci6n de
transferencia se definfa en la ecuaci6n (5.19), al que se aplica un compensador PD con distintas
situaciones del cero (lIa== 1, 10 y 20 rad/seg). En esta figura, cuando el cera del compensador PD se
situa por debajo de la frecuencia de transici6n del sistema sin compensar (6.4 rad/seg), pravoca un
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-22-

-27

Fig. 5.15 Dial'

El maximo mat
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del sistema, dis i

de pico y de ere;



gran aumento de la frecuencia de transici6n del sistema compensado, que pasa a ser de 30 rad/seg, ya
que incrementa la curva en m6dulo en un factor de 20 db/dec. Asf, el margen de fase no acaba
teniendo un incremento del margen de fase tan significativo como el que cabfa esperar.

El maximo margen de fase (MF=53°) se obtiene en este caso con el cera en lIa=lO rad/seg. A nivel
temporal, figura 5.16, el compensador PD, al aumentar el margen de fase y la frecuencia de transici6n
del sistema, disminuye el maximo sobreimpulso y acelera la respuesta temporal, por 10 que los tiempos
de pico y de crecimiento disminuyen.
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Fig. 5.15 Diagrama de Bode en modulo y fase de sistema, ec. (5.19), can un compensador PD can distintas
ubicaciones del cera 11a= 0, 1, 10 y 20 rad/seg.

5. Disefio de sistemas de control en el dominio frecuencial
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En la figura 5.16 se muestran las respuestas temporales frente a una entrada del tipo escalon unitario
para las situaciones del cero del compensador en lIa = 1, 10 y 20 rad/seg. La respuesta temporal C1(t)
es la correspondiente al sistema sin compensar, ec. (5.19), y las respuestas C2(t), C3(t) y C4(t),
corresponden a las situaciones del cero en 1, 10 Y 20 rad/seg, respectivamente.

La repuesta temporal C2(t) es la mas rapida de todas, puesto que la frecuencia de transicion para lIa=l
rad/seg es de 30 rad/seg, siendo bastante mayor que la del sistema inicial (6.4 rad/seg). En las
respuestas temporales de C2(t), C3(t) y C4(t), se observa un menor sobreimpulso que en C1(t), debido
a que tienen un mayor margen de fase. En la figura 5.16, tambien se observa como la respuesta C3(t),
lIa=20 rad/seg, es ligeramente mas rapida que C4(t), lIa=1O rad/seg, debido a que la frecuencia de
transici6n de C3(t), 7.3 rad/seg, es mayor que la frecuencia de transici6n de C4(t), 6.6 radl seg.

1.6 ,-------------,,--------------,,------------,

1.2

0.8

A nivel frecuel
manera que se 1

Luego, a nivell,
cascada de un .
caracterfsticas c

El compensado
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combinaci6n d(
mejorando, al If

0.4 - - - - - -

Si al compensa{
figura 5.15, par:
mayor margen (
sistema as! con'
compensador PI

Otra forma de f

mismo tiempo q,
compensar. Para'
45° para el siste:
5.15 con lIa=]
transferencia (pI,

32

01fL.-----_----'- ....L- -----'

o Tiempo (seg)

Fig. 5.16 Respuesta temporalfrente a una entrada escalon unitario del sistema sin compensar, C1(t), con un
compensador PD con distintas ubicaciones del cero 11a= 0, 1, 10 y 20 rad/seg que corresponden a las

respuestas temporales C2(t), C3(t) y C4(t), respectivamente.

El compensador PD mejora las caracterfsticas temporales del sistema que se debe compensar, aunque
hay que procurar que el disefio del compensador no afecte demasiado al valor de la nueva frecuencia
de transici6n. En este apartado se ha efectuado un disefio del compensador situando el cero en distintas
posiciones lIa= 1, 10 y 20 rad/seg, obteniendo los mejores resultados en lIa = 10 rad/seg.

5.7 Compensador proporcional-integral-derivativo (PID)

La funcion de transferencia del compensador PID es: La funci6n de tn,

d
met) = k p . e(t) + k d .-e(t) + k i .Je(t)dt

dt
(5.33)



A nivel frecuencial, la funci6n de transferencia (5.34) del compensador PID se puede reescribir de
manera que se puede tomar como el praducto de un compensador PD con un compensador PI :

Luego, a nivel frecuencial, el diseiio de un compensador PID se realiza como una imp1ementaci6n en
cascada de un compensador PI junto con un compensador PD, por 10 que se deben considerar las
caracteristicas de ambos compensadores en el diseiio.

Si al compensador PI disefiado anteriormente, ec. (5.25) y (5.26), se Ie aiiade el compensador PD de la
figura 5.15, para 1Ia= 10 rad/seg, se dispone en definitiva de un compensador PID, que consigue un
mayor margen de fase que el inicialmente especificado (MF = 45°). La frecuencia de transici6n del
sistema as! compensado es la que impone el compensador PI, 3 rad/seg, fig. 5.17, puesto que el
compensador PD tiene el cera en 1Ia=10 rad/seg y apenas afecta en m6dulo a esta frecuencia.
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(5.34)

(5.35)

(5.36)

M(s) k jD(s)=--=k p +kd ·S+-
E(s) s

M(s) ( { k i2 )D(s)=--= l+kd ·s k p2 +-
E(s) s

D(jro) =k (1 + j(Oa)
s

Ijl~+I)
G(s) = 1080 (01 1) '1. .s+ = (s )( s )s(s+6)(s+18) s -+1 -+1

6 18

5. Disefio de sistemas de control en el dominio frecuencial

EI compensador PI aumenta el margen de fase y reduce la frecuencia de transici6n del sistema,
mientras que el compensador PD tambien aumenta el margen de fase y aumenta la frecuencia de
transici6n del sistema. En consecuencia, con un compensador PID es posible obtener un margen de
fase mucho mayor que el obtenido con un compensador PI 0 un compensador PD individualmente. La
combinaci6n de ambos compensadores debe permitir un mayor margen de fase, manteniendo 0

mejorando;-al mismo tiempo, la velocidad de respuesta original del sistema.
""

Otra forma de diseiiar un compensador PID consiste en mejorar el margen de fase del sistema al
mismo tiempo que se trata de mantener el valor de la frecuencia de transici6n del sistema que hay que
compensar. Para ello, se propone el siguiente ejemplo de diseiio, donde se desea un margen de fase de
45° para el sistema definido por la ecuaci6n (5.18) y donde se utiliza el compensador PD de la figura
5.15 con l/a=lO rad/seg. Luego, se diseiiani un compensador sobre la siguiente funci6n de
transferencia (planta mas compensador PD) :

La funci6n de transferencia del compensador PI que se ha de disefiar es :
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Fig. 5.17 Diagrama de Bode en modulo yJase para el sistema de la ec. (5.18) con el compensador PI de la ec.
~25) y el compensador PD de la fig. 5.15 para l/a= 10 rad/seg. El margen de Jase es de 65 grados. La respuesta fj
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mostrado en la

20 _112°

-125°

-40 '---~~-~~~-'--~-~~~~-'-'---~~~~~-'-'-'-180°

10-1 10° 10 1
. 102

Frecuencla (rad/seg)

Fig. 5.18 Respuesta frecuencial en modulo y Jase del sistema deserito por la funcion de transJerencia (5.36).

Para obtener un margen de fase de 45°, considerando que eI remanente de fase para eI PI es de 8==10°,
aplicando Ia ecuaci6n (5.20) se debe cumplir :

Fig. 5.19 ro

Tal como se 0;

el disefio dell
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Fig. 5.19 Respuestafrecuencial en modulo y fase del sistema compensado seglin el P1D de La ec. (5.37).

Observando la respuesta frecuencial, fig. 5.18, de la funcion de transferencia (5.36), se obtiene que la
frecuencia de CO ~ 6.8 rad/seg es la que tiene -125° de fase, por 10 que se disefiani el compensador PI
para que esta frecuencia sea la nueva frecuencia de transicion, teniendo el compensador que atenuar
los 2.26 db que hay en modulo para esta frecuencia:

ID(jCO)10)~1/a = -2.26 db = 2010gk p ~ k p = 0.77

Ademas, como por criterio el cero del compensador PI se debe colocar a una decada de la nueva
frecuencia de transici6n, el valor de la ganancia integral sera:

Segtin el disefio efectuado, la funcion de transferencia del compensador PID es :

G pID (s) = 0.5236· (O.ls +1){ (11 0.~8)S + 1J (5.37)

La re,p~,\frecllencial del ,'''erna oornpen<ado, ee (5.37), " mlle<ITa en 1a fig"m 5.19. La'e<plle"a
temporal, CI(t), del sistema sin compensar, ec. (5.18), junto con la respuesta temporal, C2(t), del PID
mostrado en la figura 5.17 y del PID propuesto en la ec. (5.37), C3(t), se muestran en la figura 5.20.

Tal como se observa en la figura 5.20, la respuesta temporal C3(t) es mas rapida que C2(t), puesto que
el disefio del PID obtiene una frecuencia de transici6n de 6 rad/seg, bastante proxima a la frecuencia

I
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de transicion del sistema original, Cl(t). La respuesta temporal C2(t) tiene menor sobreimpulso al
tener un mayor margen de fase, MF=65°.

30

5.8 Compensacion en adelanto de fase

Fig. 5.20 Respuesta temporaljrente a una entrada escalon unitario para el sistema sin compensar, GI(t), ec.
(5.18), para el P1D de lafigura 5.17, G2(t), y para el P1D propuesto en la ec. (5.37), G3(t).
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EI compensador en adelanto tiene la caracterfstica de introducir un cem y un polo en el sistema a

compensar, con una separacion que depende de un panimetro a de disefio. La funci6n de transferencia
normalizada del compensador en adelanto es :

Es importante, Ii
adquiere en fun(,
mediante el diag

1
s+-

D(s)=M(s)=a I+Ts =__T_
E(s) 1+ aTs s + _1_

aT

a<1 (5.38)

D( ') 1 + jwTJW = a '----"--
l+jwaT

(5.39)

En esta funcion de transferencia se puede observar como el polo del compensador esta siempre situado
a una frecuencia mayor que la posicion del cero, estando el cero y el polo del compensador

distanciados por una separacion que depende del valor de a. En la figura 5.21 se puede ver el efecto
que tiene en frecuencia el compensador en adelanto, observandose como afiade fase al sistema y afecta
al modulo dela respuesta frecuencial, incrementandolo en aquellas frecuencias que estan por encima
de la posicion del cero delcompensador. Por tanto, el compensador en adelanto se empleani
directamente en mejorar el margen de fase del sistema que se desea compensar.



Es importante, pues, determinar la frecuencia en que se produce el maximo desfase y el valor que
adquiere en funci6n de la situaci6n del cero y del polo del compensador. Este analisis se realizara
mediante el diagrama polar del compensador en adelanto, cuya expresi6n es :
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Fig. 5.22: Diagrama polar de un compensador en adelanto.

1+ (WT)2
D(jw) == ex L [arctg (roT) - arctg (UJ<XT)]

I +(UJ<XT)2

0L--~===""'~~~-~~---""'-~~~c.L-_~~~~~~

10'1 10
1

Frecuencia (rad/seg)

Fig. 5~J:{espuestafrecuencial de un compensador en adelanto con el cero situado en 1 rad/seg y el polo en 10
'rad/seg (a == 0.1). La atenuacion en modulo debido al factor a no se ha considerado.
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/

En la figura 5.21 se observa como el compensador en adelanto afiadini fase al sistema, siendo <l>m la

maxima cantidad de fase que el compensador puede afiadir. A esta cantidad, <l>m' se Ie denomina

"maximo desfase", siendo un dato importante en el disefio del compensador, pues como criterio de

disefio se situara <l>m en la nueva frecuencia de transici6n, tratando as! de afiadir la maxima cantidad

de fase posible al margen de fase del sistema compensado.
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Realizando un analisis asint6tico de la ec. (5.40) :

OJ~oo

D(jOJ)~ a L 0°

D(jOJ)~ 1 L 0°

Teoria de control. Diseiio electr6nico 5. Diseiio de sisterru.

Ejemplo5.2

Se desea disefim
fin de conseguir

Desarrollando la parte real e imaginaria de la ec. (5.39) se puede llegar a la expresi6n de un circu10,

fig. 5.22, cuyo centro esta situado en el eje real en (l +a)/2 y con un radio de valor (l-a)l2.

A partir del diagrama polar de la figura 5.22, puede determinarse la expresi6n del maximo desfase

Q>m que se produce en la frecuencia COm' en que 1a fase del diagrama polar del compensador es

maxima:

Tal y como apa

frecuencia de tra

La frecuencia com esta en una posici6n intermedia entre la posici6n del cero y la posici6n del polo del

compensador en adelanto, fig. 5.21. Teniendo en cuenta que la escala frecuencial del diagrama de
Bode es logarftmica se puede deducir:

Para que la fase afiadida por el compensador en adelanto sea 10 mas efectiva posible, como criterio de

disefio es preciso que co m coincida con la nueva frecuencia de transici6n del sistema compensado;,

por ella es necesario conocer el efecto en m6dulo que tiene el compensador en adelanto a la frecuencia

intermedia COm' A partir del m6dulo de la ecuaci6n (5.40) para co = com' se obtiene :

sen Q> = (1 - a) / 2 = 1- a
m (1+a)/2 J+a

I-a
Q>m = arcsen --

l+a
(5.41)

(5.42)

(5.43)

Para conseguir u
maximo <!>m en

EI problema de

desconocido y, e,

unica soluci6n es

por encima de OJ

de la curva de fa

como -180+ MF~

debido a la pendi

siendo habitual t
conveniente que'
posible error COlI

Con la ecuaciones (5.39), (5.41), (5.42) y (5.43) se esta en disposici6n de realizar el disefio de un
compensador en adelanto. No obstante, el compensador atenua la respuesta frecuencial en modulo del
sistema, debido a que el factor a de la ec. (5.39) es siempre menor que la unidad, 10 que implica un
deterioro en el error en regimen estacionario del sistema. Esta atenuaci6n puede evitarse con una
implementacion electr6nica adecuada del compensador. Si el compensador se implementa con una red
pasiva, se puede conectar esta a un amplificador de ganancia l/a, demanera que la atenuacion quede
eliminada. De esta forma, al evitar la atenuacion, las ecuaciones de disefio del compensador (5.39) y
(5.43) pasan a ser:

D (jco) = D(jco) = 1+ jcoT
a a l+jcoaT

1
IDa(jCO(l=w

m
= r

va

(5.44)

(5.45)

El maximo desfa:



Fig. 5.23.

315

(5.47)

Ejemplo 5.2

5. Diseiio de sistemas de control en el dominio frecuencial

G
LA

(s) = 10_80__
s(s + 6)(s + 18)

Se desea disefiar un compensador en adelanto para el sistema definido por la ecuaci6n (5.18), con el
fin de conseguir un margen de fase de 45°.

Para conseguir un margen de fase de 45°, el compensador en adelanto debera incorporar un desfase

mrximo <Pm en la nueva frecuencia de t~ansici6n del sist~m~ compensado de:

I <Pm - MFd - LGLA (J(Oo db) (5.46)

Tal y como aparece en la figura 5.10, el margen de fase de este sistema es de MFa =23° Y la

frecuencia de transici6n es de (00 db = 6.4 rad/seg.

EI problema de hallar <Pm reside en que el valor de la nueva frecuencia de transici6n es todavia

desconocido y, en consecuencia, no se puede tener un valor exacto de la fase del sistema en (00 db . La

tinica soluci6n estriba en efectuar una estimaci6n de la fase sabiendo que (00 db estani siempre situada

por encima de (00 db . Segtin la figura 5.23, en la estimaci6n de la fase debe considerarse la pendiente

de la curva de fase en (00 db ' por 10 que la fase en la nueva frecuencia de transici6n se podni tomar

como -180+ MFa mas una cantidad estimativa de la perdida sufrida en grados, "remanente de fase 8",

debido a la pendiente negativa de la curva de fase. El valor del remanente de fase 8 debera estimarse,
siendo habitual asignarle 5° si la pendiente es suave, 0 12° si, por contra, la pendiente es fuerte. Es
conveniente que la estimaci6n se realice en exceso, de manera que exista margen para subsanar el
posible error cometido en el disefio.

EI maximo desfase, <P m ' a la nueva frecuencia de transici6n sera:

/
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Tomando un remanente de fase 8 de 12°, por considerar una pendiente alta en la curva de la fase, fig.
5.10, de la respuesta frecuencial del sistema que se desea compensar:

=> a. = 0.2827

Despejando de la ecuacion (5.41) se obtiene el valor de a. :

1- sen <l>ma. = ------'~

1+ sen <l>m

Con este valor, como debe cumplirse la relacion:

Sustituyendo (5.45) en (5.49), se obtiene:

para

(5.48)

(5.49)

(5.50)

Luego, la nueva frecuencia de transicion sera aquella que en el modulo de la respuesta frecuencial del
sistema sin compensar, ec. (5.18), tenga un modulo de -5.48 db. A partir de la figura 5.10 se deduce,
de forma aproximada, que esta frecuencia corresponde con 9 rad/seg, pasando a ser la nueva
frecuencia de transicion. El valor del cero y del polo del compensador en adelanto, se obtienen
utilizando la ec. (5.42) :

yDe donde: ~=4.78
T

1
0) ill = C = 0)0 db = 9 rad / seg

Tva.

_1_=19.92
Ta.

-I

La expresion del compensador en adelanto es :

D a (j0)) = 35373 s + 4.78
s + 19.92

(5.51)

En la respuesta frecuencial del sistema compensado, fig. 5.24, se observa como el margen de fase
obtenido en el sistema compensado es de 43°, dos grados por debajo de la especificacion de 45°. Este
error es debido a que la pendiente en tomo a la frecuencia de transicion del sistema sin compensar es
mas fuerte de 10 estimado, por 10 que se debfa haber tornado un mayor valor de remanente de fase 8.

La respuesta temporal del sistema compensado en adelanto, C2(t) fig. 5.25 , es mas rapida que la
respuesta del sistema sin compensar, Cl(t), ya que tiene una mayor frecuencia de transicion.

En definitiva, el compensador en adelanto mejora la estabilidad relativa, puesto que aumenta el
margen de fase. El compensador incrementa la frecuencia de transicion y, en consecuencia, incrementa
tambien la velocidad de respuesta del sistema. No obstante, debe tenerse en cuenta que un
compensador en adelanto tiene un efecto paso-alto en frecuencia, 10 que conlleva a un incremento del
ruido en el sistema.

-2

Fig. 5.24 Diagra~
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Fig. 5.24 Diagrama de Bode en modulo y fase para el sistema de la ec. (5.18) con el compensador en adelanto
de la ec. (5.51).

5. Diseno de sistemas de control en el dominio frecuencial

Se debe ir con cautela cuando se pretende conseguir un maximo desfase cuyo valor este por encima de
los 60°, ya que el valor que adquiere a es muy pequeno, 10 que implica una separaci6n excesiva entre
el cero y el polo del compensador. Esta situaci6n incrementa mucho el ruido del sistema, puesto que la
frecuencia de transici6n aumenta demasiado y el cero del compensador se situa cada vez mas cerca de
las bajas frecuencias, conllevando efectos no deseables en el control del sistema. Una posible soluci6n
consiste en utilizar varios compensadores en adelanto identicos conectados en cascada, de forma que
la compensaci6n quede repartida de forma igual entre los compensadores y, por tanto, la separaci6n
entre cero y polo no ha de ser tan grande como en el caso de un unico compensador.

\
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Fig. 5.26 Respue

Fig. 5.25 Respuesta temporalfrente a una entrada escalon del sistema compensado en adelanto C2(t) y del
sistema sin compensar Cl(t).

5.9 Compensacion en retraso de fase

Un compensador en retraso de fase es bastante parecido a un compensador PI y su disefio se realiza de
forma similar. EI compensador en retraso de fase situa un polo y un cera en frecuencia, con una

separaci6n que depende de un parametro de disefio B. EI polo del compensador tiene la caracterlstica
de estar ubicado a una frecuencia menor que la posici6n del cera. La expresi6n normalizada de la
funci6n de transferencia del compensador es :

1
s+-

D(s)= M(s) =.!..__T_= I+Ts
E(s) B s+_1 1+BTs

BT

D(jOl) = 1+ jOlT
l+jOlBT

B>1 (5.52)

(5.53)

EI compensadoJ;
transici6n del si:
posible sobre el
compensador en
compensado, pu;
la curva de fase .

EI cera del '

(Olcero = (00 db

compensado. Ef
compensador. F
remanente de 1~

Para determinllL
este introduce e
ello es necesar
compensador, fr

En la figura 5.26 puede verse como tambien el compensador en retraso en frecuencia, al igual que el
compensador PI, resta fase al sistema. Ademas, decrementa el m6dulo de la respuesta frecuencial, por
10 que disminuye la frecuencia de transici6n del sistema compensado y, en consecuencia, ralentiza la
respuesta temporal.

Teniendo en cu,
compensador, ~

m6dulo del COIl,
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(5.54)
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5. Dise,io de sistemas de comrol en el dominio jrecuencial

Fig. 5.26 Respuestafrecl/encial de un compensador en relraso can el polo sill/ado en 1 rad/seg y el cera en 10
rad/seg (f3 = 10).

EI compensador en retraso de fase debe disefiarse situando el cero por debajo de la frecuencia de
transici6n del sistema compensado, de manera que el compensador reste la minima cantidad de grados
posible sobre el margen de fase del sistema compensado. La mejora del margen de fase por parte del
compensador en retraso es debida a la reducci6n que causa en la frecuencia de transici6n del sistema
compensado, puesto que atenua el modulo de la respuesta temporal, y a la caracteristica decreciente de
la curva de fase en la respuesta frecuencial de los sistemas.

EI cero del compensador, por tanto, se situa como criterio de disefio a una decada

(cocero = COb db /10) 0 a una octava (co eero = COo db /2) de la frecuencia de transici6n del sistema

compensado. EI valor del remanente de fase 8 es estimativo y depende de la posici6n del cero del
compensador. Para una decada se toma un remanente de 5 grados y para una octava se toma un
remanente de 12 grados.

Para determinar el parametro f3 del compensador en retraso es importante conocer la atenuacion que
este introduce en las frecuencias que estan por encima de la posicion del cero del compensador. Para
ella es necesario hacer un amllisis a nivel asint6tico del m6dulo de la respuesta frecuencial del
compensador, fig. 5.27.

Teniendo en cuenta la pendiente asintotica de -20 db/dec, fig. 5.27, la posicion del polo y del cero del
compensador, y que el eje frecuencial de la fig. 5.27 es logarftmico, se puede determinar que el
m6dulo del compensador para las frecuencias que estan por encima de la posici6n del cero es:
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1/f3T

Fig. 5.27.

Teorfa de control. Disefio electronico

log (t)

5. Diselio de sisten

Para exponer de una manera clara el disefio de un compensador en retraso, se solucionani el mismo
epPlo propuesto con el compensador en adelanto, de manera que al final sea posible realizar una

!omparativa de la respuesta temporal de ambos tipos de compensadores.

Ejemplo 5.3

Se desea disefiar un compensador en retraso de fase para el sistema definido par la ecuaci6n (5.19),
para que el margen de fasesea de 45°.

El primer paso en el disefio del compensador consiste en determinar que frecuencia de la curva de fase
del sistema sin compensar permite el margen de fase especificado, considerando para ella e1 remanente
de fase del compensador. Posteriormente, se debe situar esta frecuencia como 1a nueva frecuencia de
transici6n del sistema compensado. El compensador puede ubicarse, como criterio de disefio, con e1
cero a una decada 0 a una octava, indistintamente, de 1a nueva frecuencia de transici6n. En este caso se

opta por situar e1 cero a una decada, debiendo considerar, en consecuencia, un remanente de fase e de
5°.

Para tener un margen de fase de 45°, 1a nueva frecuencia de transici6n, en la curva de fase del sistema
sin compensar, debe tener una fase :

A partir de la curva de fase de 1a figura 5.10 se observa como, aproximadamente, 1a frecuencia de 3.3
rad/seg tiene _130°, por 10 que se tomara como 1a nueva frecuencia de transici6n para e1 sistema
compensado. La posici6n del cero del compensador sera, pues :

1 (t)'

(t)cero = - =~ = 0.33 rad / seg
T 10

Esta frecuencia sera la nueva frecuencia de transici6n si se cumple 1a misma condici6n de 1a ec. (5.20):

(5.55)

-r

-,

Fig. 5.28 Diagn~

Despejando de f

decibe1ios que el

Uti1izando 1a ec.



Fig. 5.28 Diagrama de Bode en modulo yfase para el sistema de Ia ec. (5.18) eompensado en retraso defase
con el eompensador de Ia ee. (5.56).
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5. Disell0 de sistemas de control ell el domillio frecuencial

Utilizando la ec. (5.54) se obtiene :

Despejando de esta ecuaci6n y con la curva de m6dulo de la figura 5.10, se establece l:l cantidad de
decibelios que el compensador en retraso debe atenuar :
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Con el dato de ~ la posici6n del polo es : 5.10 Aplicacil

_ 1 _ Ulcera _
Ulpolo - - - -- == 0.112 rad / seg

~T ~

La expresi6n final del compensador en retraso es :

D(s) == _1_. s+ 0.33
2.95 s+0.112

(5.56)

Los compensal
discretizados, fI

directa. Para ei
frecuencial, es
compensar. En
aplicaci6n perm
del cfrculo de ra

1.6,--------------,--------,----------,
Amplitud

En definitiva, el compensador en retraso mejora la estabilidad relativa del sistema, puesto que aumenta
el margen de fase. Este compensador decrementa la frecuencia de transici6n, ralentizando la velocidad
de respuesta del sistema.

R(

La transformada

transferencia er

equivalente del:

obtener la respm
compensador frE
inverso sobre la
compensador y,
proceso consiste

La aplicaci6n de
frecuenciales ya:
ganancia, penni~

sistema discreto.-

Ejemplo 5.4

Se pretende dise
para conseguir 1

frecuencia de tn
prop6sito de fiy
sistema debido ~

32

0.4

0.8

1.2

La figura 5.29 muestra como la respuesta temporal del sistema compensado en retraso, C2(t), es mas
lenta que la respuesta del sistema sin compensar, Cl(t), puesto que tiene una menor frecuencia de
transici6n. En esta figura tambien se incluye la respuesta temporal del compensador en adelanto de la
figura 5.25, C3(t), de forma que quede claro el efecto de ambos compensadores sobre la respuesta
temporal del sistema.

~a respuesta frecuencial del sistema compensado, fig. 5.28, se observa como la frecuencia nueva de
/transici6n 110 es exactamente 3.3 rad/seg como se pretendfa, 10 que es debido a las aproximaciones

realizadas y a las imprecisiones en la obtenci6n de valores de la figura 5.10. No obstante, el margen de
fase obtenido es de 45°, por 10 que el disefio cumple con la especificaci6n proporcionada.

Tiempo (seg)

Fig. 5.29 Respuesta temporalfrente a una entrada escalon del sistema compensado en retraso C2(t), del sistema
sin compensar Cl(t) y del sistema compensado en adelanto C3(t).



Ejemplo 5.4

La aplicaci6n de la transformada bilineal a un sistema discreto permitini, ademas, utilizar los criterios
frecuenciales ya conocidos sobre el sistema a compensar, como son el margen de fase y el margen de
ganancia, permitiendo, de esta manera, tener tambien un grada indicativo de la estabilidad relativa del
sistema discreto.
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(5.57)

C(s)

PLA.r-iTAMantenedar

Fig. 5.30.

Campensadar
Discreta

2 z-lw=_·­
T z+l

R(s) +

5. Disefio de sistemas de control en el dominio frecuencial

5.10 Aplicacion discreta de compensadores frecuenciales

Los compensadores frecuenciales pueden aplicarse a sistemas discretos 0 que hayan sido
discretizados, realizando las mismas tecnicas de diseno expuestas en este capitulo de forma casi
directa. Para ella, debido a que el disefio de los compensadores se ha basado en la respuesta
frecuencial, es necesario conocer la respuesta frecuencial del sistema discreto que se pretende
compensar. En este sentido, una herramienta imprescindible es la "transformada bilineal", cuya
aplicaci6n permite pasar el sistema discreto a un plano transformado w, mediante la transformaci6n
del cfrculo de radio unidad del plano z. La expresi6n de la transformada bilineal es:

La transformada bilineal debe aplicarse, como transformacion 0 cambio de variable, a la funcion de
transferencia en lazo abierto del sistema discreto, G LA (z), obteniendo, asi, la expresi6n del

equivalente del sistema discreto, G LA (w). Con esta funci6n en lazo abierto transformada, se puede

obtener la respuesta frecuencial del sistema discreto y, por tanto, sobre esta, puede disefiarse cualquier
compensador frecuencial. Una vez terminado el diseiio del compensador solo hay que hacer el paso
inverso sobre la expresi6n obtenida del compensador, aplicando la transfonnada bilineal inversa al
compensador y, en consecuencia, obteniendo su expresi6n discreta. La mejor manera de explicar este
proceso consiste en llevar a cabo un ejemplos ilustrativo.

Se pretende disefiar un compensador en adelanto de fase sobre el sistema discretizado de la figura 5.30
para conseguir un margen de fase de 60°. En este diseiio se impone la restriccion de que la nueva
frecuencia de transicion del sistema compensado no debe superar el valor limite de 2 rad/seg, con el
proposito de fijar de esta manera una cota al ruido de alta frecuencia que podria introducirse en el
sistema debido al efecto del compesador sobre este.
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\
La funcion de transferencia discreta en lazo abierto de este sistema, para D(z)=:l, es :

G(Z)=:TZ!l-e-
TS

. 1.42 1 =:7.076.10-5 (z+0.996672)
s s·(s+l) (z-I)(z-0.990049)

T=O.OI

(5.58)

EI primer paso
para que la nUf
5.31, el compel
unos 10 db, es I

Sobre el sistema definido por (5.58) se debe aplicar la transformada bilineal, para obtener, entonces, la
respuesta frecuencial de este y poder diseiiar el compensador en adelanto. Aplicando, por tanto, la
transformada bilineal, se obtiene:

Por 10 que:

G( ) G( )1 59166 10
-8 (w + 120000)(w - 200)

w = z 1-(TI2)w = - . .
z 1+(T/2)w w'(w+l)

(5.59)
Teniendo en Cl

pendiente de 20
La respuesta frecuencial de (5.59) se muestra en la figura 5.31, donde se observa que la fase a la
frecuencia de 1 rad/seg es de -135°, 10 que supone que, inicialmente, el sistema tiene un margen de
fase de 45°. Debido a que la nueva frecuencia de transicion del sistema compensado no puede superar
la frecuencia de 2 rad/seg, por el proposito de acotar el ruido de alta frecuencia como criterio de
diseiio, se puede tomar esta frecuencia como la nueva frecuencia de transicion del sistema
compensado, 10 que supone que la fase del sistema a considerar en dicha frecuencia es de,
aproximadamente a partir de la figura 5.31, -155°. Luego el compensador en adelanto, para conseguir
un margen de fase de 60° a 2 rad/seg, debera aportar en la curva de fase de la figura 5.31:

I
I 10 d~

k
Ulcera

(5.60) I,

Fi.

Con la posicion.
compensador ell;
frecuencia de tp
figura 5.33, y cc:
es:

U
I

0) cera

-144°

-162°

Modulo
~ -" I-
I' "

\
'\ - .

'.'

>,
,---

, '--:
----:

' ............ ' "

MF=45°

. ·1
---. , , .~ Fase
~'~""

-. -,,'

-15

15

-30

Como la nueva frecuencia de transicion en este ejemplo se ha fijado a 2 rad/seg, la forma de diseiiar el
compensador en adelanto expuesta en el apartado 5.8 de este capitulo no puede aplicarse, por 10 que se
disefiani el compensador para que cumpla las especificaciones realizadas.

-45
, '~,

-180°
EI diseiio termin

-60
-I

10

.---'
" -198°

10
1

10
2

Frecuencia (radlseg)

Fig. 5.31 Diagrama de Bode en modulo yfase para lafuncion de transferencia definida en La ecuacion (5.59).
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(5.61)

(5.62)

2

10 db = 20(1og 2 - log (0 cera )

2
(Ocera =-05 = 0.6324 rad / seg

10 .

(0 polo = l (2) ) = 2.61 rad / seg
tg arctg ~- - 35

0.63

<jl = 35° = arctg(_2J-arctg[_2J
(0 cera (0 polo

log Ul

log (J)

X
Ulpolo

~+1
G (jw) = 0.63

a w
-+1
2.61

2 radlseg
(J) polo

Fig. 5.32

Fig. 5.33.

2 radlseg
Ulcera

(J) cera

5. Diseiio de sistemas de control en el dominio frecuencial

El primer paso en el disefio consistini en calcular la posicion del cero del compensador en adelanto
para que la nueva frecuencia de transicion sea, en efectivo, 2 rad/seg. Para ello, observando la figura

5.31, el compensador en adelanto debeni subir la curva en modulo, a (0 = 2 rad/seg, aproximadamente
unos 10 db, es decir, debe cumplirse que:

Por 10 que:

Teniendo en cuenta este dato, y sabiendo que el cero del compensador, fig. 5.32, introduce una
pendiente de 20 db/dec, la posicion del cero es :

Con la posicion del cero establecida, para conduir el disefio, falta por calcular la posicion del polo del

compensador en adelanto. Por tanto, sabiendo que el compensador debe afiadir una fase de <jl= 35° a la
frecuencia de transicion de 2 rad/seg, observando el efecto del compensador sobre la curva de fase,

figura 5.33, y conociendo, pues, la posicion del cero, el valor de la posicion del polo del compensador
es:

El disefio termina planteando la expresion del compensador en adelanto, que es:
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Fig. 5.34 Diagrama de Bode en modulo y fase para el sistema definido en (5.59) can la compensacion en
adelanto (5.62).

En la respuesta frecuencial del sistema compensado, fig. 5.34, se observa como el margen de fase
obtenido mediante compensaci6n es de 66°, por 10 que se supera la especificaci6n efectuada. No
obstante, se observa que la nueva frecuencia de transici6n es de 1.72 rad/seg en lugar de 2 rad/seg, 10
que es debido a que la posici6n del polo del compensador en adelanto, 2.61 rad/seg, esta cerca del
valor especificado de 2 rad/seg, afectando este polo a la curva de m6dulo en unos pocos db. Este
resultado es aceptable, pues se pretendfa que la nueva frecuencia de transici6n quedase acotada, para
evitar el ruido de alta frecuencia.

Aplicando la transformada bilineal inversa a (5.62), se obtiene la expresi6n discreta del compensador
en adelanto:

. I z- 0.9937
Ga(z) =Ga(Jw) w=~.l-z =4.1023·----

T l+z z - 0.9742

La respuesta temporal del sistema discretizado sin compensar, Cl(t), y del sistema discretizado
compensado en adelanto de fase, C2(t), se muestran en la figura 5.35.

Tal y como se ha mostrado en este ejemplo, cualquier compensador frecuencial puede aplicarse a
sistemas discretos mediante la aplicaci6n adecuada de la transformada bilineal, hecho que perrnite
obtener la respuesta frecuencial del sistema discreto, el disefio del compensador en el dorninio
frecuencial y la expresi6n discreta del compensador empleado. La transformada bilineal, pues, es una
herrarnienta sumamente litil, ya que posibilita el uso de las rnisma tecnicas y conceptos adquiridos en
el disefio de compensadores frecuenciales sobre sistemas discretos.

Fig. 5.35 Resput

5.11 Problema

Problema 1

Dado el sistema d'

donde: G(s) es la
especificaciones:

* Control proporc

a) Razonar y con!
especificaci6n.



Fig. 5.35 Respuesta temporaljrente a ulla entrada escalon para el sistema dejinido en (5.58) sin compensar,
CI(t), y para el mismo sistema compensado ell adelanto, C2(t).

a) Razonar y comprobar analiticamente que con un control proporcional no se cumple la primera
especificaci6n.
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5. Disefio de sistemas de control en el dominio jrecuencial

5.11 Problemas

Dado el sistema de la figura :

Problema 1

* Control proporcional (P) :

donde: G(s) es la planta y Gc(s) es el control, se requiere que dicho sistema cumpla las siguientes
especificaciones:



\
328

* Control integral (I) : Gc(s) = k/S.

Teorfa de control. DiseJ10 electr6nico 5. Diseiio de sistem

b) Razonar y comprobar analfticamente que se cumple la primera especificaci6n con este control.

c) Calcular k para cumplir la segunda especificaci6n.

d)l,Que margen de fase del sistema se obtiene con este control? l,Se cumple la tercera especificaci6n?

Indicar la estabilidad absoluta del sistema.

De este modo, a

* Control proporcional-integral (PI) :
ki ((COo + I)

Gc(s) = kp + - = k· -"---:.::..-~

s s

Fijar k al mismo valor que el apartado anterior para lograr el estado estacionario deseado.

e) Suponiendo que el remanente de fase introducido por el control en la nueva frecuencia de transici6n

es de 100, calcular el valor de (00 para obtener el margen de fase deseado.

f) Comprobar si se cumple la hip6tesis realizada de un remanente de fase de 10° en la frecuencia de

transici6n del sistema compensado.

Solucion:

a) Debido a que en la funci6n de transferencia en lazo abierto no existe ningun elemento integrador, el
error estacionario a una entrada escal6n no sera nulo.

* Calculo del m

FASE[GLAGO

EI margen de fasl

40

1
essp=---

1+ kp
=> . G I' 200· k kkp =hm LA(S) = 1m =

8-->0 8-->0 (s + 10) . (s + 20)

20 •

b) EI control integral introduce un elemento integrador que hace que el error estacionario sea nulo:
o

1
essp=---

1+ kp
k I· G (). 200 . kp::= 1m LA S ::= hm ~ 00 =>

s--->O 8-->0 S • (s + 10) . (s + 20)
essp = 0

c) Calculo de k para tener un error estatico de velocidad del 2 % :
-20

1
essv =- =0.02 =>

kv
kv =lim s . GLA(S) =lim s. 200· k =50

8-->0 8-->0 S • (s + 10) . (s + 20)
=> k =50

d) De este modo la funci6n de transferencia en lazo abierto del sistema resulta:

50
GLA(S) = -------­

s· (O.Is + 1)· (0.05s + 1)

* Calculo de la frecuencia de transici6n: la respuesta frecuencial de este sistema:

!GLA(jUl)1 db = 20 log 50 - 20 log Ul - 20 IOgl {~ + 11- 20 logI;~ + II

e) Disefio control:

La nueva frecuene-

1800 + FASE[G'
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_900
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\GLA(jW)ldb =14 db
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IGLA(jCO)ldb = 2 db
00=20

COlo = 21.6 rad / seg
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Modulo

COto
2 db - 0 db =60 log - =>

20

14 db - jGLA(jCO)ldb =40 log 20
00=20 10

20 log 50 -IGLA(jW)Idb = 20 log 10
(J)=10

20 -

Fig. 2 Diagrama de Bode de la planta can control integral para k=50.

FASE[GLA(jCO))= -90 0
- arctg~ - arctg~

10 20

-40 '--__~__~~~~~~....L.. ~_~_~~~~___"__"-2700

10° 10' 102

Frecuencia (rad/seg)

[
. ] CUto COlo

FASE GLA(jCOlo ) = -900
- arctg - - arctg - =>

10 20

5. Diseiio de sistemas de control ell el dominio frecuencial

De este modo, a partir del diagrama de Bode se puede calcular :

* Calculo del margen de fase:

El margen de fase del sistema resulta negativo, par 10 que el sistema es inestable.

e) Disefio control proporcionaJ-integral (PI) :

La nueva frecuencia de transici6n del sistema compensado verifica :
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La expresi6n de la fase de la planta es:

Teorfa de control. Diseiio electr6nico 5. Diseiio de sisti

Problema 2

FASE[GLAGWI)] = -arctg WI - arctg WI => WI == 47 rad I seg
10 20

Para imponer que sea efectivamente la frecuencia de transici6n se debe cumplir:

A partir del diagrama de Bode:

C:ilculo de la posici6n del cero del control:

odb - (-13.16 db) = 20logffio => ffio = 4.55 rad I seg

Gc(s) = 50. (74.55+ 1)
s

50
Fase

Dadas las sil
negativa unita

El valor de k
redes de corn]
retardo de fas

compensaci6n
el valor de k
compensaci6n

Solucion:

a) Con Gl(S)

de -180°. Yla'

40

30

20

Luego la frecl

10

verificandose .

valor de k; en'

-10

-20 '--_~~~~~-'-'--_~_~~~~-L-_~~~~~......-..J -225°

10 .1 0° J 10 2

1 10 Frecuencia (rad/seg)

Fig. 3 Diagrama de Bode del sistema compensado con un PI.

f) Para que los caIculos efectuados sean v:ilidos se debe garantizar que la fase del control en la
frecuencia de transici6n sea mayor que _10°.

[ ]
0 rot 47 0

FASE GcGrot) =-90 - arctg- =-90- arctg-- == 5.53
ffio 4.55

b) La funci6rf

ofrece el sigu\

Mt

luego:



Solucion:
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k
b) G2(S) = -:2:----

S '(s+l)

k
d) G4(S) = 3"

s

LGz(jWto) = -199.9°

k

k
a) Gl(S)=2;

s

c) G3(S)=----­
s·(s+I)·(s+O.5)

-180° - arctg Wto = -199.9° ::::} Wto = 0.362

Fig. 1

L __G_i_(S_)-~

5. Disefio de sistemas de control en el dominio frecuencial

Problema 2

Dadas las siguientes funciones de transferencia en lazo abierto de sistemas con realimentaci6n
negativa unitaria, tal como el que se muestra en la figura :

1
- 40 log c + 2010gk = -10 db

vaT

{
1-a l 11- 0.1 l 0

</Jm= arcsi --J= arcsinl--J= 54.9
l+a LI+O.l

El valor de k puede ajustarse en un margen de valores comprendidos entre O.I<k<lO. Se dispone de
redes de compensaci6n para estabilizar el sistema, en el caso de que 10 precisen, en adelanto y en
retardo de fase, estando en ambos casos el polo y el cera espaciados una decada. Disefiar la red de
compensaci6n mas adecuada en cada uno de los casos para lograr un margen de fase :;::: 30°, obteniendo
el valor de k maximo (dentro de los lfmites preestablecidos) para el cual puede realizarse dicha
compensaci6n. Determinar la frecuencia de transici6n del sistema compensado.

a) Con GI(S) no es posible realizar una compensaci6n en retardo de fase porque la fase de la planta es

de -180°. Y la fase que introducira un compensador en adelanto de fase es :

Luego la frecuencia de transici6n :

verificandose -180° + 54.9° > -180° + 30°, con 10 cual el sistema queda compensado para cualquier
valor de k; en concreto los valores de k y T deben validar la ecuaci6n:

b) La funci6n Gz(s) no es compensable en retardo de fase. La compensaci6n en adelanto de fase

ofrece el siguiente resultado :

luego:



/
332 Teoria de control. Diseno electr6nico 5. Diseno de sislem

Asint6ticamente el valor de k es: 20 log k - 40 log 0.362 = 0 db ==> k = 0.131 ,que es el valor de k

maximo para el que se puede realizar la compensaci6n.

La frecuencia de transici6n resulta:

IG2(jCOt)! + 20 log lx = 0 db ==> IG2(jCOt)! = -10 db

-40 log COt + 2010gk =-10 db ==> COt = (Om =0.643 ==> T=4.918

c) La funci6n G3(S) se puede compensar en adelanto yen retardo de fase :

• Compensaci6n en adelanto de fase:

d) El sistema G

de fase.

Problema 3

Se desea disc
especificacione

l.Erre

2. Mar

Siguiendo pasos analogos al caso anterior se obtienen los resultados siguientes :

luego: - 900
- arctgCOto - arctg 2COto = -192.9° ==> COto = 0.9

R~-:.+L
}

0.9
Asint6ticamente el valor de k es: 20 log 2k - 40 log - = -6 db ==> k = 0.8119 ,que es el valor de k

0.5
maximo para el que se puede realizar la compensaci6n.

La frecuencia de transici6n resulta:

IG3(jCOt)/ + 20l0g lx = 0 db ==> IG 3(jCOt)1 = -10 db

2010g2k + 6 db -IG3(jCO)lw=J = 40 log 0~5 ==> IG 3(jco)lw=J = -1.7893

-60 log COt = 10 db -1.7893 db ==> COt = (Om = 1.37 ==> T = 2.3082

• Compensaci6n en retardo de fase:

a) Calcular k p.

b) Deducir el ,

calculada en eli
de 0.8 seg. a ur

c) Calcular el r'

Sabiendo que 1

d) Calcular ell

luego:

Por criterio :

L:G3(jCOt) = -180° + MFd + 8 = -180° + 30° + 5° = -145°

- 90° - arctg COt - arctg 2COt = -145 0 ==> COt = 0.36

1 COt
Ole = - = - ==> T = 27.77

T 10

IG 3(jCOt)I+2010g!=Odb ==> IG 3(jCOt)I=20db
~

0.5
20 db - (2010gk + 6 db) = 2010g- ==> k = 3.6085

0.36

e) Disefiar el c~

para obtener ur

Soluci6n:

a) Calculo de 1

b) Calculo del,
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4.757138.10-4
. k· (z + 0.9512295)

G(z) = -----------
(z - 0.9512295)· (z - 0.9048374)

kp= limG(z) = 19 => k = 95
Z-4!

kp = 1- essp =19;
essp

5. DiseJ10 de sistemas de control ell el dominio frecuencial

-5.94.10-4
. (w +8001.667) . (w - 200)

G(w) = -----'-------'----
(w+5)'(w+l0)

a) Calcular k para obtener un error estatico de posici6n del 5 %.

2. Margen de fase: MFd=45°.

1. Error estatico de posici6n del 5 %.

Se desea disefiar el compensador del sistema de la figura para satisfacer las siguientes
especificaciones:

Fig. 1 Sistema de control.

d) EI sistema G4(S) tiene una fase de -270°, por 10 que no es compensable ni en retardo ni en adelanto

de fase.

b) Deducir el periodo de muestreo sabiendo que el sistema sin compensador (D(z)=I), y con la k

calculada en el apartado anterior, presenta una respuesta transitoria con un tiempo de establecimiento
de 0.8 seg. a una entrada escal6n.

c) Calcular el numero de muestras por cicio de la respuesta transitoria a una entrada escal6n (D(z)=I).

d) Calcular el margen de fase y la frecuencia de transici6n del sistema sin compensar.

Sabiendo que la transformada bilineal de la planta resulta:

e) Disefiar el compensador (D(z)) mediante el metodo que proporcione mayor frecuencia de transici6n
para obtener un margen de fase de 45°.

a) Calculo de k para tener essp=5 %.

Solucion:

b) Cilculo del periodo de muestreo.
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Puesto que con D(z)=l y k=95 la respuesta transitoria al escal6n de entrada tiene ts=0.8 seg.

4
ts = - =0.8 ~ (J = 5

(J

Por otra parte, los polos en lazo cerrado en plano Z se encuentran en:

1+ 4.757138.10-
4

. k· (z + 0.9512295) 0 ~ z2 -1.8109. z + 0.9037 = 0
(z - 0.9512295)· (z - 0.9048374)

~ Zl,2 = 0.90545 ± j. 0.2895864

Transformaci6n del plano Z al plano S:

---->, 1e -crT • cos(ffilT) = 0.90545
z == eTs == e-crT • [cos(ffilT) + j. seneffilT)] ~

e -crT. sen(ffilT) == 0.2895864

e-crT == ~r-(0-.9-0-5-45-)-2-+-(-0.-2-89-5-8-64-)-2 ~ T = 0.01

c) Oilculo del numera de muestras por cicio:

t (ffilT) = 0.2895864
g 0.90545

~ ffilT = 0.309551 ~ ffiI = 30.955 rad / seg.

Uls 2n / T
- =-- = 20.3 muestras por cicio.
Uld Uld

d) Conociendo la.transformada bilineal de la planta se puede calcular el margen de fase y la frecuencia
de transici6n del sistema sin compensar. Normalizando:

( w )( w)19· +1 . 1--
G(w) = 8001.667 200

(: +1}(~+1)

Frecuencia de transici6n:

-1

-I

,
-,

IG(jUlw)Idb = 201og19 - 2010g.!.Q = 19.575 db ~
5

Margen de fase:

Ulwlo
19.575 db - 401og-- = 0 db ~ Ulwlo == 30.858

10

e) EI metoda q
Desfase maxim

Ulwto Ulwto Ulw to 0

FASE[G(jUlwto)] = - arctg---arctg--- arctg-- == -161.6
5 10 200

MFo== 1800 +FASE[G(jUlwto)] = 18.40

donde no se ha considerado el efecto en fase del cera en (()w=8001.667.

<Pm == MFd··

Nueva frecuenc
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IG(j(J)wt)ldb = -6.3542 db

-, - ,-

I-a
sen <Pm =-- :::::> a =0.2315

1+ a

:Compensado

., .,- ,-, -

,Sin compensar'

Fig. 2 Diagrama de Bode del sistema compensado.

Sin compensar '

-20

30

20

-40

-50'--_~~~~~L-_~~~~~.L--_~~~~~

10° 10 1 10 2 10 3

00

-900
••

-1350
..

5. Disefio de sistemas de control en el dominio frecuencial

e) EI metodo que proporciona mayor frecuencia de transici6n es el de compensaci6n en adelanto.
Desfase maximo a introducir por el compensador :

Nueva frecuencia de transici6n :
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Wwl
19.575dB + 6.3542 db = 401og­

10

Compensador :

Wwl =44.4 rad / seg;
1

lJ.)wl =--JaT ~ = 21.36
T

A partir de respt

D(z) = 4.32. w + 21.36
. w + 92.26

Problema 4

z-l
200· - + 21.36 22136 17864

D(z)=4.32. z+l =4.32.' ·z- .
200. z -1 + 92.26 292.26· z -107.74

z + 1

a) Indicar el vah

b) Comprobar q
G(jw) permaneo

Nota: I

El disefio de sistemas de control con realimentacion en la industria se realiza empleando en mas
ocasiones los metodos de respuesta frecuencial que cualquier otro metodo. La razon principal es la
facilidad con que se puede usar la informacion experimental para propositos de disefio.

De un sistema industrial unicamente se conoce su respuesta frecuencial a traves de medidas
experimentales; esta respuesta frecuencial se representa en el diagrama de Bode de la figura siguiente:

c) Obtener gnifi'

40

30

20

10

-20

-30

'--_-~ Modulo

, 'Fase
. ,,-,~~, c "',,' , ,

~

_90°

-1350

-225°

Dado que el rna'
serie:

d) Disefiar el Cl'

remanente de fa

e) Disefiar el cn

-40

-50 '----~~~~~"-'-'--~~~~~-'-"-'--~~~~-"--'-~-270°
10,1 10° 101 10 2

Frecuencia (radlseg)

Fig. 1

Para reducir la sensibilidad de este proceso industrial, se considera el sistema realimentado.siguiente:

4~__1 ~11----1..... G(') ~

Fig. 2

Se desea controlar este sistema para lograr cumplir las siguientes especificaciones:

EI estudio de
sensibilidad de
demuestra que·
colocaci6n de u

Por otra parte s,
se debe mantt
especificacione

* Se
errOl

*Se
de ul'



Nota: Descomponer la funci6n de transferencia como:

e) Disefiar el compensador en adelanto de fase para lograr el margen de fase deseado.

337

L '
Gc(s) r--l G(s) JC(') ·

Fig. 3

1. Error estacionario de velocidad :s; 20 %.
2. Margen de Fase de 45°.

A partir de respuesta frecuencial de G(s):

5. Diseno de sistemas de control en el dominio frecl/encial

a) Indicar el valor del error estacionario de posicion. Razonar la respuesta.

b) Comprobar que se cumple la condici6n de error estacionario de velocidad sabiendo que la fase de

G(jw) permanece valiendo _90° al disminuir la frecuencia par debajo de (0= 0.1 rad/seg.

*Se deben atenuar (en lazo cerrado) entradas sinusoidales mayores a 30 rad/seg en la salida
de una amplitud :s; 5 % de sus valores de amplitud de entrada.

* Se deben reproducir (en lazo cerrado) entradas sinusoidales de hasta 1 rad/seg con un
error de amplitud:S; 12.5 % respecto a la amplitud de la sefial de entrada.

Dado que el margen de fase es menor que el margen de fase deseado se plantea una compensaci6n en
serie:

c) Obtener gnificamente el margen de fase del sistema.

d) Diseftar el compensador en retardo de fase para lograr el margen de fase deseado. (consicterese un
remanente de fase introducido por el compensador de SO en la frecuencia de transici6n).

El estudio de sistema de control en el dominio frecuencial permite interpretar facilmente la
sensibilidad del error estacionario respecto variaciones de panimetros del sistema. En concreto se
demuestra que el disefio para errores en estado estacionario aceptables, se puede considerar como la
colocaci6n de un lfmite inferior en una ganancia de frecuencia baja del sistema.

Por otra parte se deben considerar los efectos de midos y resonancias a alta frecuencia, para evitarlos
se debe mantener baja la ganancia a altas frecuencias. Por ello se consideran dos nuevas
especificaciones :
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Una condici6n "suficiente" para cumplir las especificaciones con respecto a las entradas senoidales es
que la gnifica de modulo caiga fuera de las regiones sombreadas de la figura siguieme:

-25.5

-40

10 1 10 2

Frecuencia (radlseg)

Fig. 4

f) Comprobar que el sistema compensado en Tetardo de fase no cumple con alguna de estas
especificaciones. Razonar la respuesta.

g) Comprobar que el sistema compensado en adelanto de fase no cumple con alguna de estas
especificaciones. Razonar la respuesta.

h) Disefiar el compensador en retardo de fase que perrnite obtener el mayor margen de fase posible
cumpliendo estas especificaciones. (Considerese un remanente de fase introducido por el compensador
de 50 en la frecuencia de transici6n).

i) Disefiar el compensador en adelanto de fase que perrnite obtener el mayor margen de fase posible
cumpliendo estas especificaciones.

Solucion:

a) Error estacionario de posici6n : mediante la respuesta frecuencial se observa que la fase de G(jw) es
de -900 para w < 0.1 radlseg, 10 cual implica que 1a funci6n de transferencia del sistema en lazo abierto
tiene un polo en origen que dad un cankter integrativo al sistema, responsable de la anulaci6n del
error estacionario de posicion.

Polo en origen;

b) Error estad

Como no hay 1

en co=l seni: ~

Nos ofreeen la'
unicamente se '
de 20 db's; de l

El error estaeici

Con 10 eual se ,

c) Para obteneL,
de transiei6n

COto :::6rad/s

Margen de fast

d) Se debe disl
por 10 que en;

compensado (~

donde se ha cal



b) Error estaeionario de veloeidad: la expresi6n del error estaeionario de veloeidad viene dada por:

donde se ha considerado un remanente de fase, introducido por el eompensador, de 5°.

339

K=lO

1
essv =- =10 % < 20 %

k v

1
essp =--- = 0

1+kp

k
v

= hms. G(s) = lims . .!.. A(s) = lim A(s)
HO HO S B(s) HO B(s)

=>

k v =K =10 =>

(1+~)"'(I+_S )
k = lim A(s) = limK. al an = K

v s~o B(s) s~o ( s) ( s)1+- ···1+-
bI b m

IG(jCO )Idb, (j)=\ = 20 log K = 20 db =>

k =limG(s)=oo =>
p s~O

1
essv =-

k v

5. Disefio de sistemas de control ell el dominio frecuencial

Polo en origen =>

Como no hay ninguna singularidad por debajo de 1 rad/seg, resultani que, asint6tieamente, la gananeia

en co=1 seni:

Nos ofreeen la eurva real; as! pues, se debe verifiear que la hip6tesis asint6tiea se verifica. Para ello
unieamente se ha de observar que entre (0=0.1 radlseg y (0=1 radlseg hay efeetivamente una difereneia
de 20 db's; de este modo se verifiea que la aproximaci6n realizada es eorreeta.

El error estaeionario de veloeidad eometido seni:

Con 10 eual se verifiea el cumplimiento de la especificaci6n de error estacionario.

e) Para obtener gnificamente el margen de fase del sistema se debe observar previamente la frecuencia
de transici6n de la curva real de m6dulo del sistema en lazo abierto. Esto sucede para

w to == 6 rad / seg y la fase obtenida es: FASE[G(jWto)] == -162° .

Margen de fase: MFo = 1800 +FASE[G(jWto)] = 18°

d) Se debe diseiiar el compensador en retardo de fase para lograr el margen de fase deseado de 45°,
par 10 que en primer lugar se ha de calcular el valor de la frecuencia de transici6n del sistema
compensado (Wt). Para esta freeuencia se cumplini :



Gn'ificamente se obtiene que para -1 30° la frecuencia es :

340

Para esta frecuencia se debe cumplir:

Gn'ificamente:

Teorfa de control. Diseiio electronico

(J)t =3 rad/seg.

5. Diseiio de siste:

previsible que
relativamente 1
abierto haga c:
ella se debe ca

la ganancia del

9 db + IGc(jWt)ldb = °db;
1

20 log 13 =-9 db 13 = 2.81838
Atenuacion pre
de la red comp

atenuaci6n pro(

POI' criterio, se debe situar el cera del compensador una decada pOI' debajo de la frecuencia de
transicion, pues se ha considerado un remanente de fase de 5°.

1 Wt
O)c = - =- = 0.3 rad / seg ;

T 10

1
COp =- =0.1066

I3T Ganancia del si

Compensador de retardo:

s
1+-

Gc(s) = _--""0."",,,3_
s

1+--
0.1066

1 s+0.3

2.81838 s+0.1066
donde 20 db e
graficamente. E

e) Disefio del compensador en adelanto de fase para lograr el margen de fase deseado: se debe
calcular en primer lugar cua! es el desfase a introducir pOl' el compensador en adelanto. Para ella se
considera una variacion de fase del sistema en lazo abierto de, aproximadamente, 12° al aumental' la
frecuencia de transicion del sistema pOl' efecto del propio compensador. Debido a que la fase tiende
ansintoticamente a-270°, se debe considerar que el valor que adquil'in'i sera importante.

I-a
sen epm =-­

l+a
a = 1- sen epm =0.2275

1+ senepm

g) En cuanto <

frecuencia de t

grande, la gana!'

al tas frecuencia~

compensadora (

presenta mayor

Ganancia introd'

Frecuencia de transicion :

Gr:ificamente :

IG(jWt)!db = -20 log Ja = -6.43 db

IG(jWt)ldb = -6.43 db =:> CUt == 9 rad / seg

Observando que

de adelanto; asiI

1
CUt=Wm=--

fa.T
O)c = ..!.. = fa. .CUt = 4.2927 rad / seg ;

T

1
wp = -- = 18.869 rad / seg

a·T

Ganancia del sis.

f) La compensacion en retardo disminuye la frecuencia de transicion del sistema, as! pues, es

Compensador en adelanto:

s
1+-- s+4.2927

Gc(s) = 4.2927 =--.---
1+ _s_ 0.2275 s+ 18.869

18.869

donde -32 db es'

conclusion, no sC

h) Dadas las es[
fase; para cumpl
frecuencias, de e



Ganancia del sistema compensado en lazo abierto en OJ := 30:

Ganancia del sistema compensado en lazo abierto en OJ = 1:

Ganancia introducida por el adelanto de fase en OJ := 30:

3415. Disefio de sistemas de control en el dOl7linio frecuencial

/GLA(jffir)ldb = -32 db + 12.86 db:= -19.14 db > -25.57 db

donde 20 db es la ganancia del sistema en lazo abierto sin compensar, como se puede observar
graficamente. En conclusi6n, no se cumple la condici6n de bajas frecuencias.

IGc(jOJt)ldb := 20 log ~ := 12.86 db

. 1
IGc(JOJt)ldb := 20log (3" =-9 db

Atenuaci6n producida por el retardo de fase en OJ:= 1 rad/seg : teniendo en cuenta que el cero y el polo
de la red compensadora se hallan por debajo de esta frecuencia, se puede decir que asint6ticamente la

atenuaci6n producida en OJ:= 1 rad/seg sera:

g) En cuanto a la compensaci6n en adelanto, sabiendo que esta se caracteriza por aumentar la
frecuencia de transici6n del sistema; es previsible que, para un desfase introducido relativamente
grande, la ganancia del sistema en lazo abierto compensado caiga dentro de la zona no permitida de
altas frecuencias. De este modo, para verificarlo, se debe calcular la ganancia introducida por la red
compensadora en adelanto a la frecuencia en la cual la funci6n de transferencia en lazo abierto
presenta mayor ganancia, y esta frecuencia es OJ := 30 rad/seg.

previsible que si la compensaci6n es un poco forzada (separaci6n entre el polo y cero del compensador
relativarnente grande), la atenuaci6n producida sobre el m6dulo de la funci6n de transferencia en lazo
abierto haga caer la ganancia en lazo abierto dentro de la zona no permitida a bajas frecuencias. Para
ella se debe calcular cual es la atenuaci6n producida por la red en retardo para la frecuencia en la cual

la ganancia del sistema en lazo abierto sin compensar es menor. Esta frecuencia es OJ := 1 rad/seg.

IGLA(jOJt)!db := 20 dB - 9 db = 11 dB <16.9 db

Observando que la frecuencia OJ := 30 esta por encima de las frecuencias del polo y del cero de la red

de adelanto; asint6ticamente la ganancia introducida en OJ =30 sera:

donde -32 db es la ganancia de sistema en lazo abierto sin compensar, que se obtiene graficamente. En
conclusi6n, no se cumple la condici6n de altas frecuencias.

h) Dadas las especificaciones iniciales, no es posible lograr una compensaci6n id6nea en retardo de
fase; para cumplir el margen de fase deseado, no se puede cumplir la condici6n de ganancia a bajas
frecuencias, de este modo se tiene un compromiso entre ambas especificaciones. La soluci6n tomada
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en este ejerclclo es la de dar prioridad a la precisi6n (en este caso medida como variaciones de
ganancia a baja frecuencia) sobre la estabilidad (medida a partir del margen de fase del sistema). Con
este criterio se debe disminuir la atenuaci6n producida por la red en retardo para cumplir la condici6n
de bajas frecuentias, 10 que causa un acercamiento de polo y cera de la red y, en conclusi6n, un
aumento de la frecuencia de transici6n y una disminuci6n del margen de fase sobre el caso id6neo.

OUculo de la j

Se tiene el mayor margen de fase posible cuando se consigue la maxima atenuaci6n posible mediante
la red en retardo de fase. La maxima atenuaci6n posible de esta red es :

Gnificamente ]

IGcGffit)!db, 0l=1 =-20 db + 16.9 db = -3.1 db
1

~ 20 log '[3=-3.1 db ~ 13 = 1.4289

Calculo de la frecuencia de transici6n : Compensador I

Graficamente se observa que la frecuencia de transici6n es : (J) == 4.5 rad/seg. Calculando ell

Se debe considerar que el cera del compensador se halla una decada par debajo de la frecuencia de
transici6n :

E

1-(
senlj>m =­

1+(

Problema 5

En la figura 1
dep6sito de agl
eliminar el ern.

1 s+ 0.45

1
COp = - = 0.3149

I3T
s

1+-
Ge(s) = _--,0=.4=5,,- =

1+ __s _ 1.4289 s + 0.3149
0.3149

1 (J)t

COc = - = - = 0.45 rad / seg;
T 10

Compensador en retardo :

Calculando el margen de fase obtenido :

FASE [G(jCOt)) == -150° (graficamente) ~ MF= 1800 +FASE [GGCOt)]-5°== 25°

i) En este caso no se puede cumplir simultaneamente las especificaciones de ganancia a altas
frecuencias (necesaria para eliminar ruido) y de estabilidad (calculada a traves del margen de fase);
siguiendo el mismo procedimiento que en el caso anterior, se tiene un acercamiento entre cera y polo
de la red compensadora en adelanto (necesario para que la ganancia introducida a altas frecuencias
disminuya) que provoca un desfase intraducido menor y, en conclusi6n, causa una disminuci6n de la
frecuencia de transici6n y del margen de fase sobre el caso id6neo.

qe

En las figuras '1
EI mayor margen de fase posible se consigue cuando se tiene la maxima ganancia permitida en la red
en adelanto de fase : • Sister

IGc(jCOt)ldb = -25.57 db + 32 db = 6.46 db ~
1

20log-=6.43db ~ a=0.47698
a

• Siste

Accionador: co'
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s+4.8344

0.47698 s+1O.135

h: nivel delliquido.

qe: caudal de entrada.

qs: caudal de salida.

s
1+--

Ge(s) = 4.8344
S

1+--
10.135

1 1
~ We = - = JU. CUt = 4.8344 rad / seg; (Op = - = 10.135 rad / seg

T aT

FASE[GGCUt)] == -168° (graficamente)

1
CUt = ffim =--

JUT

• Sistema sin control PI: Gc(s)=1.

• Sistema con control PI: Gc(s)=kp+ki/s.

5. Diseiio de sistemas de control en el dominio jrecuencial

Calculo de la frecuencia de transici6n:

Graficamente la frecuencia de transici6n es: 0Jt == 7 rad/seg.

Compensador en adelanto:

Calculando el margen de fase obtenido :

Problema 5

En la figura 1 se muestran el esquema de control, y su diagrama de bloques correspondiente, de un
deposito de agua. Debe observarse que, con el objetivo de mejorar la estabilidad relativa del sistema y

eliminar el error en estado estacionario de posici6n, se ha utilizado un control proporcional-integral.

En las figuras 2 y 3 se trazan los diagramas de Bode del sistema en lazo abierto para las situaciones:

Accionador: conjunto de bomba y motor que alimenta al deposito.
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Orificio de Salida

r(t) +

Seiial de
Referencia

Accionador

0.2
(5s+1)(50s+1)

Deposito

h(t)

Fig. 1

60

_450

40

_900

20

_1350

0

, , 'I
' "

'- '-' -

"- ,
"-

~ r: -: 1- -: - ~~ -~ "

: : : ; : : : : I ,: "~:~ "

0-----:,-:-:-:-:-::t--,--------,-:-1--"--,--\~---------,-:---,---,--1

"

'. "Fuse
, ".,

40 ,---~_''" '",

20

Modulo

-20
-20

-30
10'

Fig. 2 Diagrama de Bode del sistema de lafigura 1 sill control.

a) Determinar para ambas situacianes:

A continuacion, se
sistema. Dicha viif
histeresis, proporci,

a.1) El error en estado estacionario ante una entrada de referencia escalon unitario.

a.2) El margen de ganancia y el margen de fase; asf como las frecuencias de paso par -1800 y 0 db,
respectivamente.

b) Calcular los panimetros kp y ki del control proporcional-integral utilizado.

c) Dibujar el diagrama polar para las dos situaciones, para ella rellenar la tabla 1.

Selial de
Referencia

L
d) Dibujar el diagrama de Nyquist para ambos casas, aplicando posteriormente el criteria de Nyquist.
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h(t)

_1130

_135 0

Deposito

0.2

Accionador

Fig. 4

(5s+/)(50s+l)

Orificio de Salida

Tabla I

"-
_' _" '_ _' ~ c' _, _

'"" '"- '
," L..'.

Modulo ,,'

----'--,--'-''---'--'--'+--'--.-'--'-~--'--'-'+--'---'----'--"'-'--'-'+--'-1-1800

Fig. 3 Diagrama de Bode del sistema de lafigura I can control Pl.

w IG(jw)ldb Fase[G(jw)] Re[G(jw)] Im[G(jw)]

0.0001

0.0005

0.001

0.005

om
0.05

0.1

oI-----------+_

40

20

-20

5. Diseiio de sistemas de control en el dOlllinio jrecuencial

A continuaci6n, se desea estudiar el efecto de la valvula del cauda1 de entrada sobre la respuesta del
sistema. Dicha valvula posee unicamente dos posiciones presentando la caracterfstica de un rele sin
histeresis, proporcionando el diagrama de bloques que se muestra en la figura 4.
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Se define la funcion descriptiva de un elemento no lineal como la relacion que existe entre una selial
senoidal en su entrada y el primer armonico (armonico fundamental del desarrollo en serie de Fourier)

que se obtiene a su salida, como se muestra en la figura 5.

f.2) De~

amplitui
respues,

Soluci6n:

a.I) La detemr

diagrama de B:
de transferenci

10-4, de este n

se tiene un ere
conclusi6n a p:

g) l,En esta sitt

M 'S
Funcion descriptiva: N(A) = -. e J

A
Msen(wt+8)

Senai de entrada

Fig. 5

Armonico fundamental
.--------:-----, de la salida.

Asenwt r-
-------.l~

Senal de salida
En el caso de un rele sin histeresis la funcion descriptiva
resulta:

Fig. 6

4·8
N(A)=­

n·A

Debe notarse que la funcion descriptiva es funcion de la
amplitud de la selial senoidal a la entrada del elemento no
lineal (A).

Por otra parte,
como bien ind
(adicion de un

a.2) Para obter­
1800 y 0 db, rl

realizar la table'

Sabiendo que el resto de armonicos generados por el elemento no lineal son filtrados por el sistema de

control permitiendo el diagrama de bloques de la figura 7 en regimen permanente senoidal.

+ Asenwt h(t)

0- Gc(joJ) f---- Gl (jW) N(A) r-- G2 (jw)
Rej=O -

MaIl

Frecl

MaIl

b) OHculo de l'

Fig. 7

e) Deterrninar la funcion de transferencia en dorninio frecuencial HUw)/RUw). Deterrninar la ecuacion
caracteristica del sistema en dorninio frecuencial.

Para resolver E

por debajo de;

este modo se p:
atenuaci6n es i

f) A partir del diagrama polar del sistema con control proporcional-integral :

f.I) Representar en dicho plano la funcion F(A)=-I/N(A) para A=O.OOI, 0.002, 0.003, 0.004.

(d=0.02)



Solucion:

g) l.En esta situaci6n, que tipo de accion de control serfa la mas idonea? Razonar la respuesta.

20 log kp = -8db ~ kp "" 0.4

347

Sistema sin control PI Sistema con control PI

Frecuencia de paso por 0 db. 0.025 radlseg 0.014 rad/seg

Margen de Fase. 340 480

Frecuencia de paso por -1800 0.065 radlseg 0.06 radlseg

Margen de Ganancia. 15 db 22 db

5. Diseiio de sistemas de control en el dominio frecuencial

0.2
kp= lim 100

S-tO (5s+ 1)(50s+ 1)(5s+ 0.002)

a.l) La determinacion del error estacionario para el sistema sin control puede resolverse a partir del
diagrama de Bode proporcionado; para ello unicamente debe observarse que el modulo de la funcion
de transferencia en Lazo Abierto perrnanece constante e igual a 40 db para frecuencias por debajo de

10-4, de este modo el valor de kp=100, 10 cual proporciona un error de essp=lI(l +100)""0.01, esto es,
se tiene un en'or estacionario del 1%, aproximadamente. Obviamente, se puede obtener la misma
conclusion a partir de la funcion de transferencia en lazo abierto:

I 1
essp =--=--- "" 0.01

l+kp 1+ 100

f.2) Determinar el punto de interseccion entre el diagrama polar y la funcion F(A). Calcular la
amplitud (A) y la frecuencia de la oscilacion generada por el rele sin histeresis. Razonar la
respuesta.

Por otra parte, el error estacionario de posicion al introducir el control proporcional-integral es nulo,
como bien indica el enunciado del problema, dado el caracter integrativo que se introduce al sistema
(adicion de un polo en origen en la funci6n de transferencia en lazo abierto).

a.2) Para obtener el margen de ganancia y el margen de fase, as! como las frecuencias de paso por
1800 y 0 db, respectivamente, unicamente debe observarse los diagramas de Bode proporcionados y
realizar la tabla siguiente:

b) Calculo de los parametros kp y ki del control proporcional-integral utilizado:

Para resolver este apartado debe recordarse que el control proporcional-integral se encuentra siempre
por debajo de la frecuencia de transici6n del sistema compensado (en este caso Ult=0.014 radlseg). De
este modo se puede observar en esta frecuencia cual es la atenuaci6n que introduce el control PI; dicha
atenuaci6n es igual a 8 db, con 10 que se obtiene :

/
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\

Por otra parte, debe verificarse cual es el remanente de fase introducido par el control PI sobre la
frecuencia de transicion, observando que es, aproximadamente, de unos 8°, con 10 cual puede
considerarse que el cero introducido por la red compensadora se encuentra una decada por debajo de
la frecuencia de transicion:

ki COt
We = - = - = 0.0014 rad / seg =:} ki = 5.6.10-4

kp 10

En conclusion, la red compensadara PI es:

5.6.10-4

Ge(s) = 0.4+---
s

c) Para trazar el diagrama polar es necesario medir modulo y fase en el diagrama de Bode yexpresar
el complejo en parte real y parte imaginaria (lineal).

Observando en diagrama de Bode para el sistema sin control PI se obtiene la siguiente tabla:

w IGGw)!db Fase[GGw)] Re[GGw)] Im[GGw)]

0.0001 40 _14° 97 -24.2

0.0005 36 _54° 37 -51

0.001 32 -70° 13.6 -37.4

0.005 18 _101° -1.5 -7.8

0.01 12 _115° -1.7 -3.6

0.05 -10 -170° -0.3 -0.05

0.1 -23 -194° -0.07 0.02

Con el control PI se obtiene la siguiente tabla:

w !GGw)ldb Fase[GGw)] Re[GGw)] Im[GGw)]

0.0001 60 -101° -190 -981

0.0005 38 -124° -44 -66

0.001 28 -1280 -15.5 -19.8

0.005 10 -118° -0.47 -0.9

0.01 3 -124° -0.8 -1.17

0.05 -20 -170° -0.1 -0.017

0.1 -32 -194° -0.024 -0.006

En las figuras 8 y 9 se muestran los diagramas polares obtenidos.

(
"

t,
'1

J,
ii

d) Para trazar­

as! como real:
introducido p



d) Para trazar el diagrama de Nyquist debe trazarse el simetrico del diagrama polar respecto al eje real,
as! como realizar una semicircunvalacion de radio infinito en sentido horario debido al polo en origen
introducido por el PI en lazo abierto.

0.------,.,----.-----.-----.-----.-------,
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1008060
Eje Real

4020

-, - -,-

o

-100 -90 -80 -70 -60 -50 -40 -30 -20 -10 0
Eje real

-40

Fig. 8 Diagrama Polar del sistema sin control.

Fig. 9 Diagrama Polar del sistema COil control PI.
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5. Diseno de sistemas de control en el dominio frecuencial
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5. Diseiio de sist.

Fig. 10 Diagrama de Nyquist del sistema sin control PI.

e) Se desea e!
lineal; para e'
como la ecuac

----t

Ref=O

Funci6n de tn

-2 -I o I 2
Eje real

3 Ecuaci6n cara'

Fig. 11 Ampliacion del diagrama de Nyquist del sistema con control PI alrededor de -1 + jO .

Aplicando el criterio de Nyquist, se determina la estabilidad absoluta; observando que no existe
ningun rodeo al punto -l+jO en el diagrama de Nyquist, siendo, de este modo, ambos sistemas
estables, como era de preyer, a partir del margen de fase y margen de ganancia obtenidos
anteriormente.

1+Gc(ju

f) A partir del,

0) Re
C

(d=O.O:



f.!) Representar en dicho plano la funci6n F(A)=-IIN(A) para A=O.OOI, 0.002, 0.003, 0.004.
(d=0.02).

e) Se desea estudiar el efecto sobre la respuesta del sistema de la adici6n al mismo de un elemento no

lineal; para ello debe obtenerse la funci6n de transferencia en dominio frecuencial H(jm)/R(jm), as!
como la ecuaci6n caracterfstica del sistema siguiente :

351

h(t)

50o
Eje real

-50

/-:-

Gc(jm)· Gl(jm)· N(A)· G2(jm)

1+ Gc(jm)· Gl(jm)· N(A)· G2(jm)

-100

C(jm)
----
R(jm)

Fig. 12 Diagrama de Nyquist del sistema sin control PI.

x 104

0
.~ 0.8.::
'50
'" 0.6.§
<.l

~ 0.4

0.2

0

-0.2

-0.4

-0.6

-0.8

-1
-150

Fig. 13

+

Ref=O

l+Gc(jm)·Gl(jm)·N(A)·G2(jm) = 0 =::} I +GLA(jm)· N(A) = 0 =::} GLA(jm) = __1_
N(A)

5. Diseiio de sistemas de control en el dominio frecuencial

Funci6n de transferencia en lazo cerrado:

Ecuaci6n caracterfstica:

f) A partir del diagrama polar del sistema con control proporcional-integral :
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Para estos valores se puede formar la siguiente tabla:

Teorfa de control. Disefio electr6nico 6. Realizaci6n ell

A=O.OOI A=0.002 A=O.003 A=0.004

F(A) -0.0322 -0.07854 -0.1178 -0.15768

donde:
1 n·A

F(A) = ---=--
N(A) 4'0 6. Realiz~

Como conclusi6n, se puede indicar que el trazado de F(A) en el plano corresponde al sernieje real
negativo, obteniendo diversos valores en funci6n del panimetro A.

f.2) De este modo, el punto de intersecci6n entre las dos curvas corresponde a la soluci6n de la

ecuaci6n caracterfstica, obteniendo de este modo una respuesta oscilatoria de amplitud A y frecuencia
de oscilaci6n propia del punto del diagrama polar. EI calculo del punto de intersecci6n es muy simple
porque, al encontrarse sohre el eje real, puede obtenerse a partir del margen de ganancia:

MG = 22db => 1 = 0.0794 => F(A) = -0.0794 => A = 0.002022
MG(lineal)

La frecuencia de oscilaei6n es 0)::::0.06 rad/seg (frecuencia a la eual se mide el MG).

g) En conclusi6n, dada la aparici6n de una no linealidad, no es utilla adici6n al sistema4e una aeei6n
integradora, porque la respuesta final contiene una componente oscilatoria; de este modo es preferible

la utilizaci6n de un control proporcional-derivativo ya que proporciona una buena estabilidad relativa
y una mayor veloeidad en la respuesta temporal.
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6.1 Circuitos analogicos

Este amplificador se denomina operacional, ya que puecle utilizarse para realizar diferentes
operaciones con las sefiales electricas (adici6n, derivaci6n, integraci6n, ...), pudiendo servir
igualmente como amplificador de un sistema de control.

En este capitulo se pretende abordar la forma de llevar a la pnictica todos aquellos conceptos que se
han estudiado en los capitulos anteriores acerca del disefio de los distintos sistemas de control, es
decir, se dani una perspectiva general de la tecnologia propia de los sistemas electr6nicos de control.

3536. Realizacion electronica de sistemas de control

6. Realizacion electronica de sistemas de control

Para realizar este estudio se ha tratado de evitar descripciones demasiado detalladas de los
componentes en constante evoluci6n, y tambien se ha tratado de demostrar que un mismo problema
puede resolverse por distintos procedimientos. Asi pues, si bien se han analizado los desarrollos mas
adecuados a las tecnicas modemas (electr6nica digital, instrumentaci6n virtual, etc.), tampoco se han
olvidado las tecnicas mas clasicas, como puedan ser las tecnica\anaI6gicas.

"

6.1.1 Introduccion

Existen diversas posibilidades de llevar a cabo un sistema de control mediante electr6nica anal6gica,
ya sea mediante complejos circuitos a base de transistores y componentes discretos, 0 bien, mediante
circuitos integrados disefiados especificamente para llevar a cabo una acci6n de control.

En este apartado se analizara un caso intermedio, es decir, no bajaremos al nivel del transistor, ni
estudiaremos circuitos integrados especificos, sino que los sistemas de control que se venin, estanin
disefiados de forma sencilla y seran de simple construcci6n. Para ella se hani uso de las caracteristicas
del amplificador operacional, un componente formado a base de diversas etapas de transistores y de
usa muy extendido, por 10 que su precio es moderado, ademas de ser de uso sencillo en el disefio de
circuitos, comparado con los circuitos formados par transistores discretos.

6.1.2 EI amplificador operacional

Un amplificador operacional es un amplificador diferencial de corriente continua que posee una
elevada ganancia. Su uso es habitual en configuraciones de circuitos que disponen de caracterfsticas
determinadas por redes extemas de realimentaci6n.
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La funcion de transferencia de cualquier circuito electronico es, como ya se vio en capftulos
anteriores, la relacion entre la funcion de salida y la funcion de entrada. Para un amplificador de
tension, la funcion de transferencia 0 ganancia viene determinada por la expresi6n:

entre V I Y V2, e:
son muy utiles e
reglas basicas:

A = Vo
v Vi

(6.1)
- RegIa 1: Ct

la misma te

La mejor aproximacion para el disefio de circuitos es suponer que el amplificador operacional es ideal,
10 que permite realizar el calculo de la funcion de transferencia de forma mucho mas sencilla. Con
posterioridad al disefio inicial, se deberan comprobar las caracteristicas no ideales del amplificador
operacional para determinar como afectan al circuito. Si los efectos no son importantes, el disefio
estan'i completo; en otro caso, se necesitan'i realizar un disefio adicional.

La figura 6.1 representa el circuito equivalente simplificado de un a~dor operacional (AO). EI
modelo consiste en una impedancia de entrada Rd conectada entre dos terminales de entrada V I Y V 2.

La etapa de salida esta formada por una fuente de tension controlada en serie con una resistencia de

salida Ro conectada al terminal de salida. La diferencia de tension entre los dos terminales de entrada
provoca un flujo de corriente a traves de Rd. La tension diferencial es multiplicada por A, la ganancia
del AO, para generar la tension de salida.

VIo-----f--,

V20---4-....J

Fig. 6.1 Circuito equivalente de un amplificador operacional (AD)

P,:~''l simplificar los calculos de disefio, deberemos asumir las siguientes caractensticas para un
amplificador operacional ideal:

- Ganancia en lazo abierto = 00

- Impedancia de entrada Rd =00

- Impedancia de salida Ro ::: 0

- Ancho de banda = 00 (respuesta en frecuencia infinita)

- V 0 =0 cuando V I ::: V 2 (tension de salida sin offset)

Esta ultima caracterfstica es muy importante. La figura 6.1 muestra que V 2 - V I = VolA. Si V 0 es finita
y A es infinita (tfpicamente 105

), entonces V2 - VI = 0 Y VI::: V2 • Ya que Rd, la impedancia diferencial

- RegIa 2: N(

Cuando los AO
el que podemos
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En los apartadm
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Fig. 6.2 Sfmbolo circuital del amplificador operacional

6.1.3 Circuitos basicos con amplificadores operacionales

3556. Realizacion electronica de sistemas de control

En los apartados siguientes supondremos que el amplificador operacional es ideal, 10 que nos permitini

obtener una serie de circuitos utiles. En mllchos de los circuitos, los amplificadores operacionales se
utilizan en configuraciones de lazo cerrado. Las redes de realimentaci6n del AO reducen la ganancia Y

afiaden al operacional caracterfsticas muy utiles.

- RegIa 2: No existe circlilaci6n de corriente a traves de los terminales de entrada al AO.

----------Cuando los AO se representan en diagramas circuilales, no se utiliza el sfmbolo de la figura 6.1, sino

el que podemos observar en la figura siguiente.

entre VI Y V 2, es elevada, Y V1 = V2, es posible despreciar la corriente en Rd. Estas dos sllposiciones
son muy utiles en el disefio de circuitos con amplificadores operacionales. Podemos resumirlas en dos
reglas basicas:

- RegIa 1: Cuando el amplificador operacional trabaja en su zona lineal, las dos entradas presentan
la misma tensi6n (caracterfstica de cortocircuito virtual).

6.1.3.1 Amplificador inversor

La figura 6.2 muestra el circuito amplificador inversor basico. Este circuito se usa en una gran
variedad de aplicaciones, inc!uyendo la instrumentaci6n. La impedancia de realimentaci6n, en este

caso RJ, permite que el amplificador inversor disponga de un ancho de banda amplio y una impedancia
de salida reducida.

Resulta sencillo calcular la ganancia 0 funci6n de transferencia de este circuito, ya que, como hemos
considerado en la regIa 2, pOl' las llneas de entrada al AO no circula corriente, luego,la entrada no

inversora esta a un potencial de a v. Por la regIa 1, 0 del cortocircuito virtual, la entrada inversora
debe tener tambien un potencial de a V, aSI que, a efectos pnicticos, el terminal inversor esta
conectado amasa.



La ley de Kirchoff indica que la suma de todas las corrientes entrantes y salientes de una union debe

ser cera. Por la regIa 2, no existe corriente entrante al AO, luego:

1

356

+

Vi

RI

Fig. 6.3 Circuito inversor basico

Ii + Ir =0 =:::} Ii = -Ir

Teorla de cOlltrol. Disefio electrollico

+

Vo

r
(6.2)

6. Realizacion elect
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6.1.3.2 Amplific

La figura 6.5 ml
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traves de Rzhaci

Ya que la parte derecha de Rzesta a potencial de masa (0 V), Y la parte izquierda esta a Vi, por la ley
de Ohm, Ii = VilRz. Utilizando el mismo razonamiento, Ir = VoIR]. Sustituyendo estos valores en la

ecuacion (6.2) obtenemos:

Vi

R2

Vo Vo
=:::}

R 1 Vi
(6.3)

EI circuito, como vemos, invierte la sefial de entrada, y la ganancia del amplificador inversor es por
tanto -R]lRz.

EI rango de comportamiento lineal del circuito viene determinado por las tensiones de alimentacion.

La figura 6.4 muestra que el circuito se satura para una tension de alimentacion de ±15 V cuando Vo

excede la tension de saturacion Vs, que es tfpicamente de ±13 V.

Vo

Vi

En el amplificad
impedancia de el

Fig. 6.4 Caracterfstica entrada-salida del inversor



Fig. 6.6 Amplificador de ganancia unidad 0 seguidor de tension

En el amplificador no inversor, la ganancia del circuito es positiva y siempre mayor 0 igual que 1, y la
impedancia de entrada es muy elevada, aproximadamente infinita.
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(6.4)

RI

Rz

R} +R z = 1+ R}
Rz Rz

Vo
~

Vi

rt>T vo

Fig. 6.5 Amplificador no inversor

Vi 0

Vi o----!l

RzVo
Vi =--'='--

R} +R z

6. Realizacion electronica de sistemas de control

Cualquier incremento en Vi no provoca ningun cambio en la salida. Para la mayorfa de amplificadores
operacionales, la variacion maxima de la tension de salida dentro de la zona lineal es alrededor de 4 V
menor que la diferencia entre las tensiones de alimentacion.

La impedancia de entrada del amplificador inversor es normalmente baja. Ya que el terminal inversor
esta esencialmente amasa, la impedancia de entrada vista por la sefial es R2• Incrementando R2, la
impedancia de entrada puede aumentarse, pero esto redunda en una disminucion de la ganancia
disponible. La ganancia puede elevarse aumentando R b pero existe un lfmite practico del valor
maximo de RI .

6.1.3.2 Amplificador no inversor

La figura 6.5 muestra el segundo circuito basico del AO, el amplificador no inversor. Por la regIa 1,
tenemos Vi tanto en la entrada no inversora como en la inversora. Por la regIa 2, Ir debe circular a
traves de R2 hacia masa, ya que el AO no puede absorber corriente. Por la regIa del divisor de tension:
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Si en el amplificador no inversor suponemos la resistencia R2 infinita y R j = 0, el circuito se reduce al
de la figura 6.6. Por la regIa 1, Vi debe ser la tensi6n que tengamos en la entrada inversora, que esta
conectada directamente a Vo. De esta forma Vo = Vi, con 10 que la tensi6n de salida sigue a la de
entrada.

6.1.3.3 Amplificador sumador

Un inversor, por las caracterfsticas del AO, puede sumar diversas tensiones de entrada. Cada entrada
puede conectarse a la entrada inversora a traves de una resistencia de ponderacion.

6.1.3.4 Integ

EI integrador
entrada. La 11
la entrada in
tension de sa]

V2 o---'\JVV\.,..---+-.....l---+.l

+
Vo

r La tension en

Fig. 6.7 Amplificador sumador

La figura 6.7 representa un amplificador sumador basico. Como en el amplificador inversor, la tensi6n
en la entrada inversora debe ser igual a cera, ademas de que la corriente entrante al AO debe ser nula.
De esta forma:

donde ic (t) es:

inicial del coni

Teniendo en cuenta que:

VI Vz
II =-R

I
', I z --'- R z '

Ya que la entrada inversora esta a tensi6n cera, Vo = -Rdr. Por sustitucion:

(6.5)

(6.6)

Esto demuestr?
integracion, eSI

Si realizamos
nulas, podremc

La resistencia de realimentaci6n Rr determina la ganancia global del circuito. Las resistencias Rj, R2,

... , Rn, determinan los factores de ponderacion y las impedancias de entrada de los respectivos canales.
6.1.3.5 Derivat.

EI amplificadm:
de entrada. La
condensador vii



La tensi6n en bornes de un condensador viene determinada por la expresi6n:
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(6.7)

(6.8)

(6.9)

+
Vo

[
R

Vo(s) =2
Vies) RCs

-1 itVo=- Vidt
RC 0

Fig. 6.8 lntegrador analogico

+

1
Vi

6. Realizacion electronica de sistemas de control

6.1.3.4 lntegrador

El integrador es un circuito electr6nico que genera una salida proporcional a la integral de la sefial de
entrada. La figura 6.8 muestra un integrador anal6gico simple. El condensador C esti conectado entre
la entrada inversora y la salida. De esta forma, la tensi6n en bornes del condensador es ademas la
tensi6n de salida.

c

donde ic (t) es la corriente a traves del condensador C, t es el tiempo de integraci6n y Vic es la tensi6n
inicial del condensador. Para Vi positiva, Ii = ViIR. Dado que Ir = Ii Ydebido ala inversi6n:

Esto demuestra que Vo es igual a la integral negativa de la tensi6n de entrada, en el intervalo de
integraci6n, escalada por un factor de ganancia lIRe.

Si realizamos la transformaci6n de Laplace de la expresi6n (6.8), suponiendo condiciones iniciales
nulas, podremos obtener la funci6n de transferencia de este circuito.

6.1.3.5 Derivador

El amplificador derivador ofrece una sefial de salida proporcional a la variaci6n temporal de la sefial
de entrada. La figura 6.9 nos muestra un circuito derivador simple, donde la corriente a traves del
condensador viene determinada por la expresi6n:



Si dVi(t)/dt es positiva, I/t) circula a traves de R en una direcci6n tal que genera una tensi6n Vo
negativa. De esta forma:
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dV (t)
I·(t)=c-I

-
1 dt

dV (t)
V (t)=-RC-1

-
o dt

R

0

+

Vi

1
R

Fig. 6.9 Circuito derivador
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(6.11)
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Si ahora realizamos la transformada de Laplace de 1a ecuaci6n (6.11), suponiendo condiciones
iniciales nulas, podremos obtener la funci6n de transferencia de este circuito.

Vo(s) =-RCs
Vi (s)

(6.12)
El circuito d

6.1.4 Sistemas de control con amplificadores operacionales

En el apartado anterior se ha demostrado la capacidad del amplificador operacional para llevar a cabo
toda una serie de funciones ana16gicas con las senales. Esta versatilidad de acci6n, nos proporciona un
medio sencillo de implementar los sistemas de control que hemos podido estudiar a 10 largo de los
capftulos anteriores.

6.1.4.2 Coni:

El control pr
proporcionaJ

6.1.4.1 Control proporcional

Aprovechando la caracterfstica del amplificador inversor que se ha visto en el apartado 6.1.3.1, es
posible implementar un control de tipo P, ya que, como recordaremos, su funci6n de transferencia no
es mas que una constante.

M(s) = K
E(s)

(6.13)

En los apar
mediante an
acci6n propS

Para unir an"
como demw
todas las sen

En la figura
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(6.14)

rR

Fig. 6.10 Control proporcional

R
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Vemos que, segun (6.3), existe una inversi6n de signo de la senal de salida can respecto a la de
entrada. Esto puede ser facilmente solucionado mediante la incorporaci6n de una segunda etapa
amplificadora inversora, pero con sus resistencias ajustadas a una ganancia unidad, como se puede
observar en la figura siguiente. La doble inversi6n de signo implica que la senal de salida tendra el
mismo signo que la de entrada.

La funci6n de transferencia de un amplificador inversor es, como podemos comprobar por la ecuaci6n
(6.3), una constante determinada por la relaci6n entre la resistencia de realimentaci6n Rb Y la
resistencia de entrada Rz. El ajuste de la constante de proporcionalidad K del control P podria llevarse
a cabo facilmente variando la relaci6n entre las resistencias del amplificador.

El circuito de la figura 6.10 tendra como funci6n de transferencia:

6.1.4.2 Control proporcional-integral

El control proporcional-integral, como ya se vio en el tema 3, esta formado par la uni6n de la acci6n
proporcional y la acci6n integral.

En los apartado anteriores se ha demostrado que es posible conseguir ambos tipos de acciones
mediante amplificadores operacionales: la acci6n integral, mediante un integrador ana16gico, y la
acci6n proporcional, mediante un amplificador inversor.

Para unir ambas acciones, se puede hacer uso del circuito sumador visto en el apartado 6.1.3.3, que,
como demuestra la ecuaci6n (6.6), ofrece a su salida una senal producto de la suma ponderada de
todas las sena1es de entrada.

En la figura 6.11, podemos observar una configuraci6n tipica de este control.
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6.1.4.3 Deft

EI detector I

diferencia eI
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error.

Mediante el
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Fig. 6.11 Control proporcional-integral

En el circuito de la figura anterior, la funcion de transferencia viene dada por:

_V...::;ill,-(S_) = _R_3 •[1 +_1_] = K. [1 +_1_]
Verr (s) R z R1Cs Tis

donde la constante de tiempo integral Ti = RIC.

(6.15)

A partir de h;
inversora, lUI

VrerY masa.

Por la misma

Como vemos, la ecuacion (6.15) se corresponde con la funcion de transferencia de un control PI, tal y
como se via en el tema 3.

Hay que hacer notar que, en este caso, no ha sido necesaria una segunda etapa inversora para
compensar el cambio de signa de los amplificadores que constituyen las etapas integral y proporcional,
ya que el propio sumador provoca una segunda inversion de signo.

De la misma forma, y haciendo uso de una etapa derivadora en lugar de una integradora, podrfa
construirse un control de tipo proporcional-derivativo, y,si combinamos las tres etapas, un control
Pill.

Haciendo usc
la no inverso~

Este detector:
en un sistemt
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(6.16)

(6.17)

(6.18)

+
Verr

r
Fig. 6.12 Detector de error
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Mediante el uso de amplificadores operacionales, resulta sencillo llevar a cabo la construcci6n de un
detector de error, como podemos observar por la figura siguiente.

6.1.4.3 Detector de error

El detector de error es un dispositivo encargado de generar una sefial de error e(t), resultado de la
diferencia entre la sefial de referencia ret) y la sefial realimentada de la salida. Esta sefial de error e(t)
sera la que inyectemos al control para obtener la accion de control met) adecuada que corrija dicho
error. '

A partir de la regia 2, es posible asegurar que no va a circular corriente hacia el AO por su entrada no
inversora, luego la tension en este punto vendra determinada por el divisor de tension que existe entre
Vrefy masa.

Por la misma razon, la tensi6n en la entrada inversora dependeni unicamente delas tensiones Vc YVerr.

Haciendo uso de la regia 1, que implica un cortocircuito virtual, las tensiones en la entrada inversora y
la no inversora deben ser iguales, as! que, igualando (6.16) a (6.17) obtenemos:

Este detector de error puede utilizarse, conjuntamente con los controles adecuados, para cerrar ellazo
en un sistema de control completo, como puede verse en la figura 6.13.

...~
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Fig. o~)13 Sistema de control en lazo cerrado

La funci6n de transferencia del control PID vendra dada par la expresi6n:

------~



6.1.5.1 Control si-no

Fig. 6.14 (a) Comparador simple. (b) Caracterfsticas de transferenda
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(b)
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6.1.5 Aplicaciones no lineales de los amplificadores operacionales

6. Realizaci6n electr6nica de sistemas de control

Vo

Un control si-no 0 todo-nada esta farmado basicamente por un comparador. Este es un circuito que
compara dos tensiones de entrada y genera una salida relativa al estado de los dos terminales de
entrada. La figura 6.14 (a) muestra un circuito comparadar basico.

En apartados anteriores se ha comentado que los AO disponen de una zona de saturacion cuyo ll'mite
vendra impuesto par las tensiones de alimentaciOn. Estas zonas de saturaci6n, lejos de resuItar
problem<iticas, pueden ser convenientes para el diserio de algunos tipos especiales de control.

Hasta el momento hemos trabajado con los amplificadores operacionales bajo el supuesto de que
operaban en su zona lineal, ademas de bajo condiciones de idealidad.

Dado que no existe impedancia de realimentacion, el AO opera en lazo abierto. Una entrada puede
conectarse a un potencial de referencia, mientras que la otra es la entrada'desconocida. La salida del
comparador indica si la serial de entrada incognita esta por encima 0 por debajo del nivel de
refer-encia. En la figura 6.14 (a), la tension de referencia esta conectada a la entrada no inversora,
mientras que la serial a comparar se aplica a la entrada inversora. Cuando Vi > Vref, la tension de
salida Vo pasa a ser -Vs, la tension negativa de saturacion. En cambio, para Vi < Vref, Vo = -Vs.
Siempre es posible intercambiar las entradas para invertir las salidas.

Una posible aplicacion de este tipo de control es como termostato en un sistema de calefaccion.
Mediante la conversion temperatura-tension adecuada, podemos comparar la temperatura ambiente
con una temperatura de referencia. Si la temperatura ambiente se encuentra par debajo de la de
referencia, el estado del comparador cambia, activando la calefaccion. En caso contrario, debera
desactivarse.

\
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6.1.5.2 Control si-no con histeresis

Un problema que existe con los controles si-no simples, es que, si Yi es una senal ruidosa, Yo
fluctuara rapidamente entre +Ys Y -Ys. Una soluci6n a este problema es la introducci6n de una
realimentaci6n positiva mediante la conexi6n, a traves de una resistencia, de la salida con la entrada no
inversora.

D(z). En real
controlador 0

R(

Una vez real
mediante un
microcontroh
hardware y s
microcontrol:

Vi

(Ys-Vref}R2

R[+R2

0 Vref+
+Vs

/
Vref

-Vs

Vref- (Vs+Vref)·Rz
R1+R2

(b)

2--r---oVo

(a)

Yio----------9

Vrefo-~,v,,,vv_---L..--JV\,V'v_-.....

Fig. 6.15 (a) Comparador can histeresis. (b) Caracteristicas de transferencia

Si suponemos como estado inicial Yo = +Ys, esto implica que y+ > Y- .

(6.20)

: R(s)

Si ahora suponemos Yo = -Ys, esto viene a indicar que y+ < Y- .

(6.21)

Estos dos valores de Vi, son los que determinanin el ancho del cicIo de histeresis, como puede
observarse en la figura 6.15 (b).

6.2 Realizacion del control discreto mediante microprocesador 0 microcontrolador

EI controlador 0 compensador discreto aplicado sobre un sistema G(s) se ha representado, tal como
muestra la figura 6.15, mediante un muestreador, un mantenedor de datos y el control discreto mismo,

La figura 6.
compensadoJ'
anal6gico/dil
sensores, y u'
este diagram
alg0l1tmo di'
albergue estf
que hagan dl:
temporizado·



D(z). En realidad esta representacion ha sido un modelo util con el que poder realizar el disefio del
controlador 0 compensador con el objetivo de cumplir una serie de especificaciones determinadas.

Una vez realizado el disefio del controlador discreto, su implementacion se puede llevar a cabo
mediante un microprocesador, un procesador digital de sefial (DSP, Digital Signal Processor) 0 un
microcontrolador, cuya eleccion no es sencilla debido a los costos de las herramientas de soporte
hardware y software imprescindibles en el desarrollo de un sistema basado en microprocesador. en
microcontrolador 0 en DSP.
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6. Realizaci6n electr6nica de sistemas de control

La figura 6.16 muestra el diagrama de bloques basico para la realizacion de un controlador 0

compensador discreto. En esta figura se pueden distinguir : un bloque microprocesador, conversores
analogico/digital (AID) y digitaUanalogico (D/A), bloques con adaptacion de sefial, actuadores y
sensores, y una sefial de sincronismo que establece el periodo de muestreo T del sistema de control. En
este diagrama de bloques, el control D(z) 10 realiza el microprocesador mediante la ejecuci6n de un
algoritmo discreto, pOl' 10 que es imprescindible que el microprocesador tenga una memoria que
albergue este algoritmo, aunque tambien debe disponer de algunos perifericos de entrada/salida (E/S)
que hagan de interfaz con los conversores Al6 y DIA, Yademas es importante que tenga uno 0 varios
temporizadores que Ie permitan general' una sefial de sincronismo con la que tener un periodo de

\
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EI microprocesador, la memoria, los perifericos de E/S y la generaclOn de sincronismo se han
agrupado en 10 que se denomina como "bloque microprocesador" de la figura 6.16. La entrada R(s), si
es anal6gica, se debe convertir a una entrada digital, puesto que se debe utilizar por el
microprocesador, aunque R(s) puede ser una entrada interna, es decir, R(s) puede ser una secuencia de
cambios a seguir impuesta por el programa del microprocesador. Los actuadores que se pueden utilizar
en el sistema de control vendnin determinados por la constituci6n de la planta1

, 10 mismo ocurre con
los sensores, que seran los adecuados ala magnitud de la salida C(s) del sistema.

EI diagrama de bloques de la figura 6.16 se debe implementar con un microprocesador,
microcontrolador 0 con una DSP. En la actualidad, la implementaci6n mas costosa de realizar es la
de un microprocesador, puesto que requiere que se Ie afiada practicamente todos los dispositivos
que estan incluidos en la figura, es decir, se debe implementar, aparte de los actuadores, sensores y
la adaptaci6n de sefial, que son inherentes al microprocesador, microcontrolador y DSP, memorias,
perifericos de E/S, temporizadores para realizar el sincronismo y los conversores ND y D/A;
mientras que la realizaci6n con un microcontrolador 0 una DSP es mas sencilla por llevar
incorporados dentro del mismo circuito integrado la mayor parte de los perifericos mencionados,
incluyendo los conversores AID y D/A. Este hecho hace que la implementaci6n de sistemas de
control discreto se efectue con las DSP 0 con los microcontroladores disponibles en el mercado
electr6nico, debido a que simplifican enormemente tanto el hardware a emplear como los costos de
desarrollo de la aplicaci6n.

En cuanto a los microcontroladores, existe una gran variedad de modelos y fabricantes distintos
en el mercado actual, 10 que en principio puede suponer una diffcil eleccion para el diseiiador.
Segun la figura 6.16, es importante que el microcontrolador escogido sea 10 mas completo
posible, con el prop6sito de simplificar al maximo la circuiterfa necesaria en la implementaci6n
del control. EI microcontrolador es conveniente, pues, que incorpore la memoria necesaria para
el programa desarrollado como para los datos que esta maneja, capacidades de entrada/salida
(E/S) suficientes para enviar datos al conversor D/A como para recibirlos del conversor AID,
varios temporizadores para sincronizar y habilitar los conversores empleados y algunas Ifneas de
E/S de prop6sito general.

Cada fabricante dispone, dentro de una variada gama de modelos, de algun microcontrolador que se
ajusta a estos requisitos. Por ejemplo, Intel dispone de varias gamas 0 familias de microcontroladores
de 8 y de 16 bits que cumplen con estos requisitos. Estas familias son la MCS-51 de 8bits y la MCS­
96 de 16 bits, aunque el fabricante dispone de una nueva familia la MCS-251 de 8 bits que representa
una mejora y actualizaci6n de la MCS-51.

La familia de microcontroladores MCS-51 tiene en la Ifnea de los requisitos mencionados las
siguientes caracterfsticas

lPor ejemplo, en un motor de continua el actuador es una etapa de potencia que suministra la corriente al motor.
En un homo de gasoil el actuador podrfa ser el accionamiento de la valvula de combustible, etc.
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2 Esta familia de microcontroladores tarnbien la fabrican Atmel Corporation, Dallas Semiconductor, OK!
Semiconductor, Philips Semiconductors (Signetics), Siemens Components, etc.

En la MCS-51 es importante tener en cuenta que, si se utiliza un microcontrolador de la familia sin
memoria EPROM intema donde albergar el programa del sistema de control, se debera emplear
memoria extema con este prop6sito, por 10 que los puertos PO y P2 del microcontrolador deben hacer
las funciones de bus de datos y bus de direcciones, 10 que supone la perdida de estos puerto como
puertos de E/S y, por tanto, se debe utilizar mas hardware extemo para controlar los conversores AID
yD/A.

Considerando el microcontrolador SAB80C515A de Siemens y que este incorpora 6 puertos E/S
y un conversor AID de 10 bits, la figura 6.17 muestra su utilizaci6n como controlador discreto
de un sistema. El puerto P6 del SAB80C515A esta conectado a un multiplexor anal6gico intemo,
de manera que cualquier patilla de este puerto de 8 bits se puede emplear como entrada del
conversor AID. En la figura 6.17 se emplea la patilla P6.0 (patilla 0 del puerto 6) como entrada
de seiial para el AID.

I
En la figura 6.17 se utiliza el puerto P4 por completo, 8 bits, como salida de datos para el conversor
D/A, mientras que el puerto P5 se utiliza para hacer el control del convertidorDIA. Como convertidor
DIS se puede utilizar el circuito integrado DAC0832, que es un convertidor de 8 bits con salida de
corriente diferencial, por 10 que necesita de un amplificador operacional para convertir la corriente de
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- Versiones con 4k 0 8kbytes de memoria EPROM y ROM. (87C51FA Y87C51FA).

- 5 fuentes de interrupcion enmascarables, con 2 niveles de prioridad.

- 4 puertos de E/S de 8 bits cada uno.

- 2 temporizadores/contadores de 16 bits cada uno.

- Memoria RAM interna (hasta un maximo de 256 bytes)

- Salida de Modulacion de Anchura de Pulsos PWM (8XC51FA, FB YFC)

La MCS-51 no tiene conversor AID ni D/A incorporados, por 10 que se deben conectar de forma
extema al microcontrolador. En este sentido, se pueden utilizar los puertos del microcontrolador para
enviar y recibir datos de los conversores AID y D/A, ademas de las lfneas de control para indicar el
inicio de la conversion de datos en el AID, recepcion de interrupcion cuando el AID a finalizado la
conversion, extraccion de dato por el D/A, etc. La modulacion de anchura de pulsos PWM del
microcontrolador podrfa emplearse como conversor D/A, aunque solo serfa util en algunos sistemas
especfficos. Cabe destacar que los microcontroladores de la MCS-51 tambien los suministran otros
fabricantes distintos de Intel2

, como es el caso del fabricante Siemens, que ofrece el microcontrolador
SAB80C515A con las caractensticas esenciales mencionadas y, ademas, incorpora 2 puertos mas de
E/S de 8 bits, 10 que hace un total 6 puertos de E/S, y un conversor AID de 10 bits. Por tanto, es
posible encontrar la opci6n mas adecuada para la aplicaci6n deseada en cualquier microcontrolador
que estos fabricantes ofrecen en el mercado.

/
6. Realizaci6n electr6nica de sistemas de control
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salida en tensi6n de salida. En este convertidor, fig. 6.18, se puede poner las sefiales de Chip select
- ---

( CS ), de Internal Latch Enable (ILE) y de Transfer ( XFER ) permanentemente habilitadas, de forma
que la conversi6n se realiza mediante la habilitaci6n consecutiva de las sefiales WRI y WR2. EI
circuito pertinente se muestra en la figura 6.18.
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Temporizadores

En el sistema de control es necesario generar un periodo de muestreo T con un grado de precision
determinado; con este fin se puede utilizar el temporizador de 16 bits Timer 2 del microcontrolador.

En la figur:'
16 bits de '



Este temporizador tiene varios modos de funcionamiento, siendo el modo de "autolTecarga" el mas
adecuado para crear el sincronismo que proporcione la base del periodo de muestreo.

En la figura 6.17, en lugar del microcontrolador SAB80C515 se puede utilizar un microcontrolador de
16 bits de la familia MCS-96, puesto que estos microcontroladores tambien incorporan un conversor
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Interrupcion

Fig. 6.19

12MHz IMHz '

~

6. Realizacion electronica de sistemas de control

La figura 6.19 muestra el diagrama de bloques del temporizador Timer 2 en modo de autOlTecarga.
Los registros del temporizador son TH2 (byte alto) y TL2 (byte bajo), los registros RCAP2H y
RCAP2L son registro de 8 bits donde se almacena el valor de "recarga" del temporizador. EI Timer 2
se puede conectar a la sefial de reloj del microcontrolador, que habitualmente tiene un cristal de cuarzo
de 12 MHz. Esta sefial es dividida por 12, por 10 que la base del temporizador es una sefial de 1 MHz
de frecuencia. EI bit TR2 (Timer Run 2) es un bit que esta albergado en uno de los registros que
controlan el modo de funcionamiento del temporizador, y mediante su estado se controla un
interruptor que conecta la sefial de IMHz al temporizador, de manera que este comienza a contar
desde el momenta que TR2 es activado. Cuando el temporizador esta en funcionamiento, el valor de
TH2 y TL2 va incrementandose hasta IIegar a su valor maximo (TH2 = FFH Y TL2 = FFH) de
rebasamiento (Overflow), 10 que de forma automatica genera una interrupcion al microcontrolador y,
al mismo tiempo, se emplea esta sefial, para activar la recarga de TH2 y TL2 con los valores de los
registros RCAP2H y RCAP2L, respe6tivamente. Esta recarga, pues, se realiza de forma automatica,
por 10 que el temporizador generara una secuencia de interrupciones periodica, con un periodo que
depende del valor a que se pongan los registros RCAP2H y RCAP2L antes de poner en
funcionamiento el temporizador. Cada una de la interrupciones generadas debe IIamar a una subrutina
que realice el proceso de conversion de los convertidores NO y D/A.

Segun la figura 6.19, si el periodo de muestreo debe ser de I mseg, considerando que a IMHz el
periodo de la sefial base para el temporizador es de I f..lseg, el valor que los registros de recarga
RCAP2H y RCAP2L debe ser tal que cada vez que el temporizador cuente 1000 pulsos genere una
interrupcion, 10 que implica que RCAP2H=FCH y RCAP2L= 17H, es decir, el temporizador
comenzara a contar desde la posicion de recarga (TH2= FCH Y TL2 = 17H) e ira incrementandose
hasta IIegar a rebasamiento (TH2 = FFH Y TL2=17H), 10 que causara una interrupcion y la
autorecarga de RCAP2H y RCAP2L en TH2 y TL2, respectivamente.

j
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AID interno de 10 bits, con un multiplexor anal6gico de 8 canales tambi6n. Las caracteristicas
principales de esta familia de microcontroladores son:

- Versiones con 8k 0 16kbytes de memoria EPROM.

- Memoria RAM interna.

- 5 puertos de E/S de 8 bits cada uno.

- 2 temporizadores/contadores de 16 bits cada uno.

- 20 fuentes de interrupci6n.

- Convertidor AID de 10bits con SIH.

- Multiplexor anal6gico de 8 canales.

- Salida de modulaci6n de anchura de pulsos PWM.

- 232 registro internos.

Los microcontroladores de la familia MCS-96 se pueden utilizar, de forma similar a la del
SAB80C515 en el esquema de la figura 6.17, con la ventaja de ser un microcontrolador de 16 bits y
las mayores prestaciones de computaci6n que representa.

6.3 Aut6matas programables.

Un aut6mata es un equipo electr6nico programable en el la arquitectura, el sistema operativo y el
lenguaje de programaci6n estan disenados para controlar, en tiempo real y en un ambiente industrial,
procesos secuenciales. De esta forma un aut6mata programable dispone de un sistema de exploraci6n
ciclico de las entradas y salidas, de una rapida resoluci6n de operaciones l6gicas y aritmeticas sencillas
y de un lenguaje de programaci6n faci!.
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• Altas velocidades de respuesta y reducci6n de las dimensiones.

• Mayor capacidad de diagnosis de funcionamiento.

• Operaciones aritmeticas y manipulaci6n de datos.

3736. Realizaci6n electr6nica de sistemas de control

6.3.1 Evoluci6n de los automatas programables.

• Aparici6n de m6dulos inteligentes (PID)

• Lenguajes gnificos de programaci6n.

• Mejora de los lenguajes de programaci6n.

• Comunicaci6n con ordenadores y perifericos.

• Entradas y salidas anal6gicas. Control de posicionamiento.

De este modo nace el primer aut6mata programable que utilizaba memoria de ferritas y un procesador
cableado a base de integrados, constituyendo la CPU. Su utilizaci6n se centr6 en la sustituci6n de los
armarios de reles que controlaban procesos tipicamente secuenciales.

• Facil mantenimiento, reutilizables y de alta fiabilidad.

En la mitad de la decada de los alios 60, la empresa General Motors se preocupa por los elevados
costes de los sistemas de control a base de reles, la poca flexibilidad para adaptarse a las necesidades
de producci6n y el elevado tiempo de, averjas. Esto hace que General Motors contacte con Digital
Corporation para la busqueda de un sistema de control que soyentase estos problemas y que
respondiera, entre otros, a los siguientes requerimientos: !

• Adaptaci6n al medio industrial. '

• Sistema programable en lenguaje asequible al personal de operaci6n y mantenimiento de
la planta.

En la decada de los alios 70 se incorpora la tecnologja del microprocesador, 10 que permite aumentar
las prestaciones:

En la decada de los 80 se incorporan masivamente las mejoras de la tecnologja de los
microprocesadores consiguiendo:

Las aplicaciones se extienden al control de procesos , ya que gracias a las entradas y salidas anal6gicas
se pueden realizar lazos de regul,ci6n en procesos continuos y no puramente secuenciales.

En la primera mitad de la decada de los 90 aparecen diversas tarjetas inteligentes para procesos
especificos y diversos entornos de software para gestionar el funcionamiento de los aut6matas y el
proceso de la planta, asj como una total integraci6n del aut6mata en las redes informaticas.

\
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En cuanto a la capacidad de direccionamiento de entradas y salidas, los fabricantes han desarrollado
diversas familias que comprenden equipos que van desde 10 E/S, para pequefias aplieaciones y a unos
precios bajos, a grandes equipos capaces de controlar 1OOOOE/S , para grandes procesos industriales,
aunque la tendencia es a distribuir el control del proceso mediante una red de aut6matas.

6.3.2 Funcionamiento del automata.

Los aut6matas utilizan un proeesador para gestionar una serie de instrueeiones, mediante las euales se
especifiean las acciones de control necesarias en funei6n del estado de las variables del sistema. EI
heeho de poseer un unico procesador haee que las instrueciones se ejecuten de manera secuencial,
aunque a una gran velocidad. Estas instrueeiones son almaeenadas en una memoria que se denomina
memoria de programa. Par otro lado, los datos de entrada y salida son almacenados en otra zona de
memoria reservadas, a las cuales se les sueIe denominar imagenes del proceso.

6.3.2.1 Estructura intema de un automata.

Los aut6matas programables poseen una gran diversidad de estructuras internas en funei6n del
fabricante, pero de forma general se pueden distinguir los siguientes bloques:
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• Unidad aritmetica y 16gica ( ALU): La unidad aritmetica y 16gica se compone de uno 0 dos
acumuladores (AC 1 6 AC 2) que procesan las operaciones por bytes y por palabras.

• Conector canal serie de comunicaci6n: En el se conectan los aparatos de programaci6n, operaci6n
y observaci6n. En la mayorfa de los aut6matas es posible formar una red local por medio de esta
vfa.

• Unidad de control: Siguiendo el programa, llama sucesivamente a las instrucciones contenidas en
la memoria y las ejecuta. La estructura tfpica de una unidad de control queda reflejada en la figura
6.22.

375

Cargar las Procesar las Transferir las
informaciones ....... informaciones f---. informaciones

de la IPE en ACI y AC2 a la IPS

6. Realizacion electronica de sistemas de control

• Sistema Operativo ( Memoria ROM): EI sistema operativo incluye los programas de sistema que
fijan la ejecuci6n del programa de usuario, la gesti6n de entradas y salidas, el reparto de la
memoria, la gesti6n de datos y similares. El sistema operativo es fijo y no se puede modificar.

• Memoria de programa: EI programa de mando se ubica en la zona de memoria RAM, la cual
posee la caracterfstica de que su contenido se puede modificar nipidamente, pero si falla la

I
alimentaci6n y no hay bateria tamp6n, se pierde dicho {Ontenido. Para conservar un programa del
aut6mata a prueba de fallos de alimentaci6n, existe la osibilidad de transferirlo a un cartucho de
memoria EPROM 0 EEPROM.

• Imagenes de proceso: Los estados de sefial de los m6dulos de entrada y salida se depositan en la
CPU dentro de las denominadas "Imagenes de proceso". Son zonas reservadas de memoria RAM.
Para m6dulos de entrada y salida existen imagenes separadas, imagen de proceso de las entradas
(IPE) e imagen de proceso de las salidas (IPS).

• Temporizadores, contadores y marca: Los temporizadores y contadores pueden cargarse, borrarse,
arrancarse y pararse desde el programa. Los valores de tiempo y cuenta se almacenan en zonas
reservadas de la memoria RAM. Otra zona de la memoria RAM permite almacenar informacion,
por ejemplo resultados intermedios, en calidad de marcas.

• Bus periferico extemo: El bus periferico extemo constituye la vfa electrica por la que se
intercambian todas las sefiales entre la CPU y los m6dulos extemos. Existe un abanico muy amplio
de m6dulos extemos, ya sean de entradas, salidas y funcionales, con diferentes caracterfsticas para
adaptarse 10 mejor posible a nuestra aplicaci6n de control.

/
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6.3.2.2 Ciclo de datos.

La principal funci6n del procesador de un aut6mata programable es la lectura y ejecuclOn de las

/ instrucciones del programa de usuario, mediante la utilizaci6n de los estados de las entradas, salidas y
variables internas del sistema. La mayorfa de los aut6matas actuales efectuan esta tarea de forma

cfcIica y para ello antes de cada ejecuci6n del programa el bus periferico externo transporta a la IPE
los datos actuales de los m6dulos de entrada. Simultaneamente se pasan a los m6dulos de salida los
datos contenidos en la IPS.
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Como rnedida de seguridad, existe una vigilancia del cicIo que desconecta el automata en caso de error
del sistema (perro guardian 0 watth dog).



6.3.3.1 Lista de instrucciones.

Fig. 6.25 Diagrama defunciones

377

Operando

E 32.0

L Lparametn

Identificador del operar

Operacion

-
&

- OR
-

/

L
002: U

I
Direccion relativa

de la direccion en el
modulo respectivo

6.3.3 Lenguajes de programaci6n.

6. Realizaci6n electr6nica de sistemas de control

Fig. 6.24 Estructura de una instrucci6n para un automata Siemens-Simatic S5.

En los aut6matas programables ( PLC ), las tareas de automatizaci6n se formulan en programas de
mando. En ellos, el usuario fija mediante una serie de instrucciones c6mo el aut6mata debe mandar 0

regular la instalaci6n. Existen diversos lenguajes de programaci6n en funci6n del fabricante del
aut6mata programable, pero se puede distinguir en todos ellos tres formas basicas de representaci6n
que son: esquema de contactos, Iista de instrucciones y diagrama de funciones.

Esta forma de representaci6n del programa consiste en un conjunto de c6digos simb61icos que
corresponden a instrucciones de lenguaje maquina. Es un lenguaje indicado para usuarios
familiarizados con la informatica. Ademas este lenguaje es el unico utilizable por las unidades de
programaci6n sencillas, que solo visualizan una 0 varias lfneas de programa simultaneamente. La
estructura que suelen tener estas instrucciones es :

6.3.3.2 Diagrama defunciones.

Consiste en un lenguaje simb61ico, en el que las diferentes combinaciones entre variables se
representan por medio sfmbolos 16gicos. Este lenguaje de programaci6n esta especialmente indicado
para usuarios familiarizados con la electr6nica digital.

\
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6.3.3.3 Esquema de contactos.

E~ este tipo de lenguaje, las funciones de mando se representan mediante un esquema con simbologfa
circuital, y esta especialmente indicado para tecnicos que esten habituados a disefiar sistemas de
control a base de reles. La simbologfa utilizada por la mayorfa de lenguajes es la cOITespondiente a la
convenci6n americana, segun normas NEMA para la representacion de esquemas electricos.

)

Fig. 6.26 Esquema de contactos.

6.3.4 Tipos de instrucciones

El conjunto de instrucciones de los automatas programables se va ampliando continuamente con
nuevas y mas complejas instrucciones especfficas de las nuevas aplicaciones que se van incorporando,
como lazos de regulacion PID 0 lazos de control de 16gica difusa. De forma general, en el conjunto de
instrucciones del automata se pueden considerar los siguientes grupos:

• Instrucciones binarias: Son las instrucciones que definen, en el lenguaje utilizado, los operadores
logicos de Boole AND, OR, asf como los equivalentes negados.

• Instrucci?nes de memorias: Instrucciones que permiten memorizar el resultado de la combinacion
obtenido por el procesador. Habitualmente se utilizan hasculas S-R 0 R-S.

• Instrucciones de temporizaci6n y contaje: Son instrucciones que generan una variable donde la
activaci6n 0 desactivacion de la misma esta en funcion del tiempo 0 del numero de pulsos.

• Ihstrucciones aritmeticas y de comparacion: Generalmente forman parte de estas instrucciones las
operaciones basicas suma, resta, mayor, menor e igual. Procesadores mas potentes incluyen
operaciones como multiplicaGion, division, utilizacion de la notacion en comajlotante, etc.

• Instrucciones de transferencia y manipulacion de datos: Es necesario disponer de instrucciones que
permitan trasladar 0 copiar uno 0 varios datos contenidos en los registros de la memoria de datos a
otras registras de la misma memoria, 0 bien, en un conjunto de variables numericas.

• Instrucciones de control del cicio de ejecucion: Estas instrucciones permiten alterar la ejecucion
secuencial de las instrucciones del programa de control por medio de saltos condicionales 0

incondicionales a determinadas secciones del programa principal para realizar secuencias de
instrucciones denominadas subrutinas.
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b) Transductores

a) Ordenador

d) Acondicionadores de sefial
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Instrucciones de comunicacion: Estas instrucciones permiten la transferencia de informacion entre
dos automatas, 0 bien, hacia una impresora u ordenador personal (PC). La comunicacion se realiza
habitualmente pOl' medio de un canal de comunicacion serie.

•

6. Realizacion electronica de sistemas de control

h) Software de instrumentaci6n

g) Control

c) Actuadores

f) Circuiterfa de analisis de datos

6.4 Sistemas de illstrumentacion y control basados en ordenador

e) Circuiterfa de adquisicion de datos

EI sistema de instrumentacion se compondra de las siguientes partes:

Los ordenadores han pasado a ser de gran utilidad, en algunos casos imprescindibles, dentro de las
areas teenologicas y cientfficas. EI campo de la instrumentacion y el control no es ninguna salvedad al
respectD y, de este modo, las computadoras (ordenadores personales, estaciones de trabajo, etc.)
aparecen en cualquier puesto de trabajo relacionado con este campo en continua evolucion. Dentro del
area de la instrumentacion y el control el ordenador aparece como el centro del sistema de
instrumentacion encargado de extraer la informacion de utilidad del mundo ffsico que se desea
estudiar: es eI encargado de realizar la gestion de las tareas especificas para el control de la

adquisicion de las sefiales (realizacion de consignas y orderies, multiplexacion temporal, etc.), de la
in'terficie con el usuario (comunicacion, visualiacion y presentacion de resultados), asf como el
elemento extractor de la informacion de las sefiales obtenidas mediante el procesado apropiado. EI
procesado, de este modo, es el metodo mediante el cual el ordenador consigue la informacion a partir
de las medidas realizadas en el mundo ffsico y mediante un sistema de instrumentacion.

En las partes anunciadas destacan las dos tiltimas: control (g) y software de instrumentacion (h), que
merecen una descripcion mas detallada.

En la figura 6.27 se muestra un diagrama de bloques de un sistema de instrumentacion. Debe indicarse
que existen diversas posibilidades de variacion sobre el sistema trazado, la mas importante de todas
ellas viene dada pOl' el hecho de la posible existencia de una implementaci6n mediante software del
control (algoritmo de control), en lugar de la implementacion externa al ordenador como se ha

propuesto en este caso concreto.

/

/ /
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Fig. 6.27 Diagrama de bloques de lin sistema de instrumentaci6n y control.
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6.4.1 Sistemas de control

Fig.. 6. 28 Panel frontal del controlador del sistema extemo.

Tradicionalmente se han utilizado los sistemas de instrumentacion para la obtencion de informacion de
las sefiales medidas del mundo flsico. La alta capacidad de tratamiento de informacion y la potencia de
calculo de los procesadores actuales permite que los sistemas de instrumentacion admitan 'en

determinados casos la utilizacion de la informacion obtenida para poder actuar sobre el sistema fisico.
En este caso, fig. 6.27, se efectua una acci6n de control al existir una realimentaci6n de sefial sobre el
sistema fisico.
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El metoda 0 "Qroceso mediante el cual el sistema de instrumentaci6n obtiene la informaci6n determina
el tipo de procesado que se utiliza (por ejemplo, procesado en dominio temporal y procesado en
dominio frecuencial). Existini, normalmente, un preprocesado de la sefial medida con el objetivo de
eliminar 0 reducir las componentes indeseables de alta frecuencia 0, simplemente, para realizar
determinadas operaciones algebraicas previas al procesado. La diferencia mas importante entre el
control y el procesado viene determinado por el uso que recibe la informacion de la sefial procesada;
asi el control basicamente consiste en un procesado simple de la sefial medida conjuntamente can una
sefial consigna a referencia que, normalmente, es generada por el propio algoritmo de control. En el
caso del realizar un control, la sefial obtenida tras este procesado es acondicionada y mediante un
actuador modifica la dinamica del sistema flsico. De este modo, si existe un buen disefio del
controlador, el sistema flsico ofrece una buena respuesta cumpliendo las especificaciones dinamicas y

estaticas requeridas.



• Debe perrnitir el disefio personalizado de un instrumento. Dicho instrumento se denominara
instrumento virtual.

• Debe ser capaz de controlar todo el sistema (instriImentos, drivers, comunicacion serie, interficie
~con el usuario, control, etc.).

El software de instrumentacion, de este modo, gestiona los procedimientos requeridos para realizar la
medida (enviar 6rdenes a los instrumentos para que estos ofrezcan las sefiales de test y capturen las
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Sin embargo, debe seleccionarse cuidadosamente esta altemativa de implementacion en funcion del
periodo de muestreo requerido al sistema de control. El control del proceso se debe realizar en 10 que
se denomina control en tiempo real, esto es, no deben existir retardos aprecibles en la reaccion del
procesador ante eventos externos. Tal y como se ha visto en capitulos anteriores, estos retardos deben
compararse con las constantes de tiempo caracterfsticas del sistema ffsico que se desea controlar. Asf,
debe seleccionarse adecuadamente la frecuencia de actuacion de la sefial de control y, esta tiene un
valor maximo limitada por el periodo de ejecucion del algoritmo de control por parte del ordenador.
Este es un punta relevante porque, en conclusion y debido a que la carga grMica del algoritmo
ralentiza substancialmente su ejecucion, a persar de poseer un software con gran flexibilidad
(comunicacion extema alta resoluci6n grMica), en algunas aplicaciones se requieren algoritmos de
control muy sencillos necesarios para lograr una frecuencia de muestreo suficiente para los

/ requerimientos del sistema que se debe controlar.

6.4.2 Software de instrumentaci6n

A partir de la descripccion realizada previamente parece necesaria el uso de un entomo adecuado para
gestionar los diferentes pasos requeridos en el sistema de instrumentacio. Este elemento es el software
de instrumentaci6n. Dos caracterfsticas son exigibles en un software de instrumentacion:

Las caracterfsticas mas importantes del sistema de control, implementado en las plataformas que
constituyen los sistemas de instrumentacion basados en ordenador, vienen determandas por la facilidad
de programacion y la versatibilidad del software realizado (facilidad de modificacion, actuacion
directa sin necesidad de realizar compilado del programa de control, visualizacion de resultados,
parametros y variables, comunicacion externa, etc.).

La figura 6.28 muestra un algoritmo de control realizado mediante el software MATLAB, donde se
pueden observar la programacion gnifica que caracteriza al software de instrumentacion, el
controlador y las drivers necesarios para realizar la comunicacion con la targeta de adquisicion.

Como ejemplo, puede indicarse que en el software de instrumentaci6n LabWindows/CVI puede
capturarse un array de muestras a 60 Kmuestras/seg. con una targeta LabPC+, modo de captura
multimuestra, de modo que pueden procesarse con mucha eficacia sefiales complejas debido a su
elevada capacidad de calculo y ala cantidad de algoritmos de procesado existentes. Sin embargo, si
debe realizarse una transferencia muestra a muestra, la velocidad de muestreo queda muy limitada,
dado que debe ejecutarse el algoritmo entre cada muestra de salida, 10 cual implica utilidad en
sistemas lentos.
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sefiales resultantes del proceso), gestiona aquellos procedimientos necesarios para realizar una
actuacion sobre el sistema fisico (si se realiza un control del mismo) y procesa las sefiales obtenidas
para obtener la informacion objeto de la instrumentacion.

Con el objetivo de facilitar y flexibilizar la generacion y desarrollo de la aplicacion resultado del
software de instrumentacion, aparecen plataforrnas de soporte con rutinas y herramientas encaminadas
al control de la instrumentacion. Este conjunto de herramientas determina 10 que se conoce como
instrumentacion virtual. Entre estos software pueden destacarse el LABVIEW, el LabWindows/CVI y

el HP-VEE. Una de las principales diferencias entre la instrumentacion virtual y el software de
programaci6n generico viene determinada por la diferencia de programaci6n, siendo esta altamente
gnifica en el primer caso. La estructura tfpica de un software de instrumentaci6n virtual consta de los
modulos:

• Interficie gnifica

• Programa de control

• Adquisici6n de datos

• Amilisis de datos j

/

Fig. 6.29 Panel frontal de un instrumento virtual
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Fig. 6.30 Instrument virtual PID de LabVIEW

6.4.3 Ejemplo de aplicaci6n
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Al finalizar el desarrollo de la programaclon se obtiene la aplicaci6n resultante denominada
instrumento virtual. La figura 6.29 muestra el aspecto de un instrumento virtual generado mediante
LabWindows/CVI. Funcionalmente existen dos paneles diferentes: el panel frontal (que representa el
instrumento virtual) y el panel de programaci6n (donde se programa el instumento virtual mediante
tecnicas gnificas). Un instrumento virtual, de este modo, no es mas que un m6dulo de software que
intenta simular todos los aspectos funcionales de un instrumento real; cuando se ejecuta un programa
que representa un instrumento virtual, el usuario ve en la pantalla el panel que se corresponde con el
instrumento ffsico y perrnite la visualizaci6n y el control.

Para la construcci6n de un panel frontal, se dispone de un libreria de controles, indicadores, graficos,
etc, existiendo la posibilidad de que el usuario genere sus propios elementos. Como ejemplo, puede
observarse, en la figura 6.30, el instrumento virtual rtenominado PID que ofrece el software de
instrumentaci6n LABVIEW.

Para lograr este prop6sito es necesario detectar la velocidad de giro del motor y, para ello, se utiliza un
sensor de efecto Hall, tal y como muestra la figura 6.31.

Para mostrar la utilidad de la instrumentaci6n virtual en el campo del control, se ha realizado una
experiencia consistente en el control de un motor de corriente continua mediante el software de
instrumentaci6n LABVIEW.

/
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Fig. 6.31 Disposicion del acoplamiento entre el motor y el Sensor de eJecto Hall.

Para realizar el control de la velocidad del motor se ha implementado eI sistema de control que
presenta la figura 6.32.
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Fig. 6.32 Diagrama de bloque del proceso de control.

Por ultimo, se ha implementado el controlador segun las opciones de un control todo/nada 0 si/no y un
control PID. Debe indicarse que la sefial de consigna, el detector de error y la medida de velocidad se
realizan mediante el software de instrumentaci6n. La figura 6.33 muestra el instrumento virtual
correspondiente al controlador PID sobre el que el usuario podnl programar y modificar los
parametros del controlador.
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Fig. 6.33 Panelfrontal del controlador PID

~- -----------~
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