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Presentacion

El presente libro pretende formar al ingeniero en el campo de la ingenieria de control; con esta
finalidad, se presentan los conceptos bdsicos de la teorfa de control aplicables a sistemas analdgicos y
discretos, unificando ambos dominios desde un mismo punto de vista. El libro afiade una serie de
ejemplos y problemas resueltos en cada capitulo que capacitan al lector para realizar el anilisis y
disefio de diversos sistemas de control. Por este motivo, la presente obra sirve tanto para la formacién
del estudiante de ingenieria como de soporte y apoyo al profesional de la industria.

Para ¢l desarrollo de la obra, se aprovecha la experiencia docente adquirida por los autores durante los
tiltimos cinco afios en las asignaturas anuales de Servotecnia y Servosistemas, en la especialidades de
Ingenierfa Técnica de Telecomunicaciones e Industrial, respectivamente, de la Escuela Universitaria
Politécnica de Vilanova ila Geltrd. Se ha tenido en cuenta, ademds, que la obra tiene plena aplicacién
en las nuevas titulaciones que se estdn implantando al respecto con los nuevos planes de estudio.

El objetivo fundamental de la obra ha sido dar un enfoque a la teorfa de control para que su
tratamiento no sea una ciencia aislada, sino que incorpore un enlace con las técnicas mas actuales,
tales como la instrumentacién y el control industrial, introduciendo para ello tanto las nuevas
herramientas de programacién grafica, que constituyen lo que se ha venido a denominar
instrumentacion virtual, como los sistemas de control mas habituales en el entorno industrial, como
son los microcontroladores, microprocesadores y autématas programables (PLC’s).

Con el fin de alcanzar correctamente el anterior objetivo, esta obra se compone de seis capitulos que
se describen a continuacién :

o En el primer capitulo se realiza un enfoque general de los sistemas de control de tiempo continuo y
discreto, introduciendo el modelado de los mismos para facilitar su comprension y andlisis.

¢ El segundo capitulo amplia la base de conocimientos sobre los sistemas de control de tiempo
continuo y discreto, centrandose en las técnicas de andlisis en el dominio del tiempo, por lo que
este capitulo constituye un factor clave en la realizacién del disefio.

¢ En el tercer capitulo se llevan a la prictica el conjunto de conocimientos adquiridos en los
capitulos anteriores, exponiendo con claridad el disefio de los sistemas de control mds
caracteristicos en el dominio temporal.

+ En el cuarto capitulo se introduce la metodologia cldsica de andlisis de sistemas de control en el
dominio frecuencial, exponiendo en el quinto capitulo la metodologia de disefio pertinente para
estos sistemas, as{ como realizando los ejemplos y problemas ilustrativos.
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e El capftulo sexto es el tema con mayor enfoque practico, donde se aplica de forma empirica la
mayor parte de los conceptos explicados en los capitulos anteriores, incluyendo la implementacién
practica de los disefios realizados, empleando para ello los circuitos electrénicos necesarios, y
considerando las técnicas mas recientes de instrumentacion virtual.

Conceptualmente, esta obra cumple los objetivos planteados en su inicio, por lo que representa un
nuevo modo de enfrentarse con las técnicas clasicas de disefio de sistemas de control, contribuyendo a
una exposicién clara y concisa de los conceptos tedricos y teniendo la capacidad de ofrecer distintas
visiones de las metodologias cldsicas de disefio mds conocidas.

La raz6n y motivo principal que han condicionado el desarrollo y consecucién de este libro ha sido la
voluntad de ofrecer una visién amplia y global de las técnicas de control y facilitar al lector de esta
obra la comprensién de las ideas y conceptos mds importantes. Nuestro mas profundo deseo es que
esta obra le sea ttil como instrumento de soporte y consulta.

Los autores

Vilanova i la Geltrt
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1. Introduccion a los sistemas de control

Desde el punto de vista de la teorfa de control, un sistema o proceso estd formado por un conjunto de
elementos relacionados entre si que ofrecen sefiales de salida en funcién de sefiales o datos de entrada.

Es importante resaltar el hecho de que no es necesario conocer el funcionamiento interno, o cémo
actian entre si los diversos elementos, para caracterizar el sistema. Para ello, s6lo se precisa conocer
la relacion que existe entre la entrada y la salida del proceso que realiza el mismo (principio de caja
negra). El aspecto més importante de un sistema es el conocimiento de su dindmica, es decir, como se
comporta la sefial de salida frente a una variacién de la sefial de entrada. Un conocimiento preciso de
la relacién entrada/salida permite predecir la respuesta del sistema y seleccionar la accién de control
adecuada para mejorarla. De esta manera, el disefiador, conociendo cudl es la dindmica deseada,
ajustard la accion de control para conseguir el objetivo final.

En vista de todo lo expuesto, se puede definir un sistema de control como el conjunto de elementos
que interactian para conseguir que la salida de un proceso se comporte tal y como se desea, mediante
una accién de control.

Objetivos SISTEMA DE Resultados
— ) -
CONTROL
Entradas o referencias Salidas o variables controladas

Planta (sistema o proceso que controlar)
Controlador

Actuadores

Transductores

Detector de Error~

Fig. 1.1 Diagrama de un sistema de control




Teoria de control. Disefio electrénico

1.1 Tipos de sefales y sistemas

Consideraremos como scfiales las variaciones a lo largo del tiempo de las entradas o salidas de un
sistema. Obviamente, estas seflales pueden ser de distinta naturaleza, y por tanto sus unidades fisicas
pueden ser diversas. Seglin cémo sea la variacién de estas seflales, podemos clasificarlas dentro de dos
grandes grupos: seitales analdgicas y sefiales discretas.

- Sefiales analdgicas: Son aquellas cuya variacién, tanto en amplitud como a lo largo del tiempo, es

continua. Es decir, pueden tomar cualquier valor real, en cualquier instante de tiempo.

Amplied T
4/—\\
! Ve

AN
N

Fig. 1.2 Sefial analdgica

- Seiiales discretas: Este tipo de sefiales no tiene una variacién continua como las anteriores, sino que
su evolucién se rige por un determinado conjunto finito de valores posibles. Segin dénde tome este
conjunto de valores, podremos distinguir entre sefiales discretas en amplitud o discretas en tiempo.

- Sefiales discretas en tiempo: Sélo tienen valor en instantes de tiempo predeterminados. Y
aunque su amplitud puede ser cualquier valor dentro del rango de los reales, el valor de la sefial
entre dos instantes de tiempo consecutivos no estd definido.

Amplicud

Fig. 1.3 Sefial discreta en tiempo

- Sefiales discretas en amplitud: En este caso, Ia sefial toma valor en cualquier instante de tiempo,
pero estos valores de amplitud pueden encontrarse entre los definidos en el conjunto
predeterminado.

Tiempo

Fig. 1.4 Sefial discreta en amplitud
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- Sefiales discretas en amplitud y tiempo: Son una mezcla de los dos tipos anteriores, es decir, la
sefial sélo podra tomar valores predeterminados en instantes de tiempo predeterminados.

Amplitud

LT,

Tiempo

Fig. 1.5 Seiial discreta en amplitud y tiempo

1.2 Sistemas combinacionales y secuenciales

Los sistemas combinacionales y secuenciales pueden clasificarse como sistemas de control basados en
instrucciones 16gicas. Los datos de entrada y salida al sistema son binarios e indican que los sensores
tienen dos estados o valores (por ejemplo: vdlvula abierta o cerrada, un indicador activado o no, o un
interruptor pulsado o no). lLas decisiones tomadas por el sistema de control son del tipo on/off y se
basan en las condiciones de los datos de entrada.

1.3 Sistemas de control dinamico. Sistemas en lazo abierto y sistemas en lazo cerrado

Dependiendo del tratamiento que el sistema de control realiza con la sefial de salida, pueden
distinguirse dos topologias de control generales: sistemas en lazo abierto y sistemas en lazo cerrado.

1.3.1 Sistemas en lazo abierto

En este tipo de sistemas, la salida no tiene efecto alguno sobre la accién de control.

Entrada de Senal de Variable
referencia Control PLANTA controlada
B — CONTROL + 0 .

PROCESO

Fig. 1.6 Diagrama de bloques de un sistema en lazo abierto

En un sistema en lazo abierto, la salida no se compara con la entrada de referencia, por ello cada
entrada corresponderd a una operacién prefijada sobre la sefial de salida. Se puede asegurar entonces
que la exactitud del sistema depende en gran manera de la calibracién del mismo y, por tanto, la
presencia de perturbaciones en la cadena (sefiales indeseadas) provocard que éste no cumpla la funcién
asignada.
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Para poder considerar una topologia en lazo abierto, es necesario conocer la relacién enirada/salida y
garantizar la inexistencia de perturbaciones externas o de variaciones de los pardmetros internos del
sistema. Esto es, en general, dificil de cumplir en la practica, y su realizacion implica sistemas
excesivamente caros.

Un ejemplo de este tipo de topologia se pucde encontrar en el control de un cabezal de maquina de
escribir electrénica. En este sistema, la entrada viene dada por el teclado; la sefial generada por éste se
procesa y se gencra la accién de control, que provocard, como salida, la rotacién del cabezal a la
posicién adecuada y la impresidn de la letra deseada.

Amplificador

de potencia Motor DC

Teclado || Microprocesador |—»

Cabezal

Fig. 1.7 Diagrama de bloques del control de un cabezal dec impresién

Como se puede suponer, una perturbacién de origen externo puede falsear la sefial en cualquier punto
de la cadena y como resultado obtendremos una salida diferente de la deseada. '

1.3.2 Sistemas en lazo cerrado

En los sistemnas de control en lazo cerrado, la sefial de salida tiene efecto sobre la accién de control. A
este efecto se le denomina realimentacion.

Entrada de Senal de Seiial de Variable
referencia | perECTOR Error | covrron Control | pLantA o COHI‘"U][J(?G
DE ERROR v | PrROCESO §
ELEMENTO «
DE MEDIDA

Fig. 1.8 Diagrama de bloques de un sistema de control en lazo cerrado

La sefal controlada debe realimentarse y compararse con la entrada de referencia, tras lo cual se envia
a través del sistema una sefial de control, que serd proporcional a la diferencia encontrada entre la
sefial de entrada y la sefial medida a la salida, con el objetivo de corregir el error o desviacion que
pudiera existir.

La principal ventaja de los sistemas de control en 1azo cerrado es que el uso de la realimentacion hace
al conjunto menos sensible a las perturbaciones externas y a las variaciones de los pardmetros internos
que los sisternas en lazo abierto.
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1.4 Caracterizacion de un sistema lineal invariante en el tiempo

1.4.1 Modelo de un sistema

Un sistema fisico puede caracterizarse dindmicamente a través de las ecuaciones diferenciales que
describen las leyes ffsicas que rigen el comportamiento de dicho sistema.

Se debe de tener en cuenta que una descripcién completa y precisa del sistema fisico puede resultar
demasiado compleja y laboriosa; por ello debemos modelar el sistema llegando a un compromiso entre
la exactitud y la sencillez requeridas al sistema. En cualquier caso se debe garantizar que el modelo
obtenido responda a las exigencias iniciales del estudio, pues ello determina el rango de validez de un
modelo (por ejemplo: alta frecuencia en un estudio circuital). De hecho, un modelo serd valido
mientras se cumplan las hipétesis que han permitido simplificarlo.

Por ultimo, ha de indicarse que el campo de estudio del modelado de sistemas se encuentra
actualmente en fase de determinacién de las reglas de identificacion de sistemas, utilizdndose para ello
software de alto nivel.

1.4.2 Clasificacién d\e sistemas

Los sistemas pueden clasificarse en sistemas lineales y no lineales; otra posible clasificacién los divide
en sistemas variantes o invariantes en el tiempo.

* Sistemnas lineales: son aquellos que pueden describirse mediante ecuaciones diferenciales lineales.
La propiedad mds importante es que permiten el principio de superposicién. Esta propiedad puede
utilizarse para determinar de un modo experimental si un sistema es o no lineal.

* Sistemas no lineales: son aquellos que no son lineales; es decir, se caracterizan por ecuaciones
diferenciales no lineales. En realidad todo sistema es no lineal, aunque la mayoria es linealizable a
tramos (circunstancia que se utiliza para poder caracterizar un sistema no lineal como uno lineal en
un entorno determinado). En este tipo de sistemas, el principio de superposicién no es aplicable.

\4

Saturacién de un operacional Caxacterfstica cuadritica Zona muerta
de un diodo

Fig. 1.9 Ejemplos de sistemas no lineales
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Linealizacidn:

Dada una funcién no lineal y = f(x), su linealizacién en el entorno de un determinado punto de trabajo
(xp. yo) se obtiene de la forma siguiente:

D7 O,

(x=p)

X=Xy

df(x)j
dx

donde y—yg :(

Xp X

Que coincide con la ecuacién de la rectd’ de pendiente igual a la derivada de la funcién no lineal en el
punto (xg, yo), ¥ que pasa por dicho punto. Debe observarse que la diferencia entre la recta y la funcion
no lineal indica el rango de validez del modelo, es decir, la tolerancia permitida debe ser mayor que
dicha diferencia.

1.4.3 Funcién de transferencia
En general, cualquier sistema lineal invariante en el tiempo (SLIT) puede modelarse mediante una
ecuacién diferencial de la forma:

a9 y™ +ay yOV +ay yO D4 rayy =by x™ 4+ by x4 b, xDy L 1b x
(L1

n
donde: y™ = 4y ; n=m

de?

Esta ecuacién diferencial relaciona la sefial de salida y(t) de un sistema con la sefial de entrada x(t) al
mismo, y permite conocer la respuesta de dicho sistema a una sefial de entrada determinada, mediante
su resolucién. A esta ecuacion diferencial se le denomina ecuacion caracteristica del sistema.

Sin embargo, el tratamiento analitico del sistema a través de la ecuacidn caracteristica diferencial es,
en general, complejo. Es por ello que se introduce el concepto de funcion de transferencia.

La funcién de transferencia de un sistema lineal invariante en el tiempo se obtiene realizando la
transformada de Laplace de la ecuacién caracteristica del sistema, con condiciones iniciales nulas.

Ecuacién caracteristica:

agy™ +a v v ay ym D ta,y=bp x™ 4+ b, xPD 4 by x™ Dy 4b, x (1.2)

1. In
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TI/CI =0

-1
Ys) _ Ges) = by s™ + by sm1+ ..... +by

X(s) ags” +a;s" +.ta,

(n = m) (1.3)

donde n = orden del sistema

Modelo del sistema:

X sy 1),

Y(s)

Funcién de transferencia: G(s) = ——= conCI=0
X(s)

La funcion de transferencia 'contiene' toda la informacidn de la dindmica del sistema.

En concreto, la caracteristica dindmica del sistema depende fundamentalmente de las raices del
denominador de la funcién de transferencia; estas raices se denominan polos de la funcién de
transferencia. Al polinomio obtenido en el denominador de una funcién de transferencia se le
denomina polinomio caracteristico.

Para que un sistema sea fisicamente realizable, el orden del denominador debe ser mayor o igual (de
hecho en la practica siempre es mayor) que el orden del numerador, de este modo se garantiza que el
sistema es causal.

Ejemplo 1.1

| L R

| o—YYY L AANM—0

g —_—

f i

, € C :: €o /
o, O

Fig. 1.10 Circuito RLC

Para obtener la funcién de transferencia del circuito de la figura deberan seguirse los siguientes pasos:

1.- Plantear las ecuaciones diferenciales que definen cada elemento, esto es, aquellas que se
obtienen a partir de las leyes fisicas que rigen el comportamiento del sistema.
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di .
ei —L'E+R'l+eo dzeo deo
d = € = LC. 3 +RC- +€,
i — C . e0 dt dt
dt

2.- Aplicar la transformada de Laplace con condiciones iniciales nulas.

Bo(s) _ 1
Ei(s) LC-s? +RC-s+1

T/ _ o= Fi(s) =[LC-s2 +RC-s +1-Fols) =

Debe observarse que la descripcién de un sistema mediante su funcién de transferencia permite asignar
caracteristicas temporales a la posicién de los polos en el plano S, lo cual proporciona mayor
versatilidad que la descripcién mediante la ecuacién diferencial caracteristica. Asi, por ejemplo, puede
afirmarse que el sistema tiene un comportamiento como oscilador cuando R=0, dado que, en este caso,
sus rafces son imaginarias puras.

Eo(s) 1 1

Ei) LC-s?+1 (s+ WIC)-(s- VL)

R=0

Por tltimo, resaltar que la funcién de transferencia no ofrece informacién sobre la estructura fisica del
sistema, con lo cual diversos sistemas fisicos pueden tener la misma funcién de transferencia,
aplicandose, de este modo, el concepto de sistema andlogo. Los sistemas andlogos son ttiles cuando
alguno de los sistemas es complejo, caro, fragil o de respuesta muy lenta (por ejemplo, en aplicaciones
con prototipos electrénicos).

1.5 Caracteristicas de un sistema de control de tiempo continuo

1.5.1 Topologia en lazo abierto

Sist. Control

R C
(s) Gu(s) (s) (
Entrada Salida
S C(s)

GLA(s) = m (relacién entrada / salida)
s

Recordemos que un sistema de control, generalmente estard formado por diversos sistemas (planta,
control, etc.). La topologfa tfpica en sistemas en lazo abierto es:

1. Introduc

Obteniér

152 T¢

El deteci
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CONTROL PLANTA
R(s) Ms) C(s)
—~——>( Ge(s) [ N G(s) ———-*(
Entrada de Sesial de Variable
referencia Control controlada

Fig. 1.11 Diagrama de blogues de un sistema en lazo abigerto

C(s) _ M(s) C(s)

= = Gc(s) - G(s) como funcidn de transferencia del sistema. (1.4)
R(s) R(s) M(s)

Obteniéndose:

1.5.2 Topologia en lazo cerrado

Detector Error Pro. bifurcacion
CONTROL PLANTA I

R(s) E(s) | Gets) M(s) e %

B(s)

His) e

ELEMENTO DE MEDIDA

Fig. 1.12 Diagrama de bloques de un sistema en lazo cerrado

El detector de error produce una sefial resultante de la diferencia existente entre la referencia de
entrada y la sefial de realimentacidn del sistema (realimentacién negativa). La sefial originada en el
detector de error se denomina se7ial de error.

El punto de bifurcacién permite trasladar la sefial de salida al punto de entrada, efectuando as{ la
realimentacién deseada.

El elemento de medida es un transductor o sensor que mide el valor de la sefial de salida y adapta la
naturaleza sus caracteristicas a las necesarias para poder realizar la comparacién con la sefial de
referencia (Ejemplo.: No podemos comparar la velocidad de un motor si la’sefial de referencia es
eléctrica, debemos realizar una conversién velocidad-tensién). Generalmente, sus caracteristicas
dindmicas son mds rdpidas que las propias del sistema que se debe controlar (adquisicién de sefial
mucho mas rdpida que la dindmica propia del sistema); en este caso se puede considerar H(s) = k; en
el caso k =1 se dice que existe realimentacién unitaria; si no fuese asi, deberfamos considerar las
caracteristicas dinimicas del elemento de medida a través de su funcién de transferencia H(s).

Definiciones:
1. Funcién de transferencia en lazo abierto (ganancia de lazo):

GLA(s) = —Eg—z; = Ge(s)-G(s)-H(s) (1.5)
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2. Funcién de transferencia directa:

- Ce .
GD(s) = ) = Gce(s)-G(s) (1:6)

3, Funcién de transferencia en lazo cerrado:

C(s) Ge(s)- G(s) _ Gp(s)
R(s) 1+Gc(s)-G(s)-H(s) 1+Gya (s)

GLC(s) = (1.7)

Cabe destacar, por ultimo, que en el caso para el cual se cumpla que la ganancia de la funcién de
transferencia directa es alta (Ge(s)-G(s) >> 1) y se posea realimentacion unitaria (H(s) = 1), la sefial de
salida y la sefial de entrada son iguales, lo cual proporciona una robustez muy importante frente a
perturbaciones externas y variaciones de pardmetros internos:

* Sistema en lazo cerrado sometido a una perturbacion:

JN(S)
R(s E E E C(
(s) . (s) Gils) i(s) +C 2(s) Gots) (s) ,

B(s)

H(s)

Fig. 1.13 Perturbacion externa representada por N(s)
Aplicando superposicidn, se obtiene la sefial de salida:

G2(s) N(s) + — G2 g (1.8) -

C(s) = .
1+ G1(s)G2(s)H(s) [+ G1(s)G2(s)H(s)

Comparando con la salida que se obtendria en lazo abierto:

C(s) = G2(s)-N(s) + G1(s)G2(s) - R(s) (1.9)

Se observa como se ha reducido la sensibilidad del sistema frente a perturbaciones externas; en
concreto, si la ganancia de lazo es elevada, la sefial de salida depende exclusivamente de la funcién
de transferencia de la realimentacién, aunque ello puede acarrear problemas de estabilidad

adicionales.
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* Reduccidn de la sensibilidad frente a variaciones internas.

R E(: |
NG LN o - Cis)

hd
L 4

Fig. 1.14 Variaciones internas de la funcion de transferencia representadas por AG(s)

La funcién de transferencia en lazo cerrado es:

G(s)+ AG(s) G(s) AG(s)
Cy(=C()+AC(S) = ——— 2 R(s) = ————.R(s) + —~2_.
v 1746 +Go) O e "9t g RO Q10
] AG(s)
asi: AC(s) = m-R(S) » que es menor que el efecto que obtendriamos en el caso del sistema en

lazo abierto (C,, (s)’LA =C(s) + AC(s) = R(8) - G(s) + AG(s) - R(s) ), reduciéndose de este modo la

sensibitidad del sistema frente a variaciones de pardmetros internos. De hecho, un sistema en 1azo
abierto exige componentes mas precisos, mejor calibracion y es, por lo tanto, més caro.

1.6 Diagrama de bloques
Caracterfsticas de un diagrama de bloques:

1- Es una representacion grafica del flujo de sefiales y de la funcién realizada por cada componente
de un sistema.

2- Refleja una caracteristica unilateral (salida/entrada). ~N

3- Dado un diagrama de bloques, el sistema al cual representa no es unico, ya que contiene
informacién respecto a su comportamiento dindmico y no sobre su constitucién interna.

4- El diagrama de bloques de un sistema dado no es dnico (depende de la definicién de variables
internas); sin embargo, la funcién de transferencia resultante si es tnica. :

Técnicas de'trazado del diagrama de bloques:

1- Describir las ecuaciones diferenciales de cada componente del sistema.
2- Aplicar la transformada de Laplace con condiciones nulas.
3- Representar individualmente el diagrama de bloques de cada ecuacién diferencial.

4- Unir los bloques a través de sus variables de entrada y salida.
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Ejemplo 1.2 Debe obs
intermedi
R modo sim
o o)
‘/W. resultado.
1
e c = e ‘ Algebra d
El conjuni
[e; O . :
. lgebra de
Fig. 1.15 Circuito RC ;
pero los 1
1.- Plantear las ecuaciones diferenciales. bloques, e'
lazo se md
Do e; —¢e,
R v
1 ;. S
€o = c 1-dt
2.- Aplicar la transformada de Laplace con condiciones iniciales nulas. : ;
E.(s)-E ‘
‘I(s): {(5)-E,(5)
R
} E, () = ——I(s) '
© Cs
3.- Representacidn individual.
Eqs) I(s) (s) Eos)
—00—— R [—— — 1Cs p————— : 3
Ed(s) 4 '

Fig. 1.16 Representacion de las transformadas como funciones de fransferencia

4.- Unir bloques individuales.

Ei(s) 1(s) Eo(s)

— 00— IR 1/Cs |~ »

L4

Ey(s)

Fig. 1.17 Diagrama de bloques global del sistema

Bo  JRes |

Con lo cual la funcién de transferencia resulta:

Ei(s) “%2& " RCs+1
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Debe observarse que la metodologia presentada exige una ordenacién adecuada de las variables
intermedias, de manera que la posterior unién de los diagramas individuales pueda realizarse de un
modo simple; de hecho, es necesario que las variables intermedias aparezcan sélo una vez como
resultado de un diagrama de bloques individual. \

Algebra de bloques:

El conjunto de reglas que permiten simplificar la estructura de un diagrama de bloques se denomina
algebra de bloques; debe indicarse que, al aplicar dichas reglas, el diagrama resultante es mds simple,
pero los nuevos bloques individuales son mds complejos. Para aplicar adecuadamente dlgebra de
bloques, es necesario verificar que el producto de funciones de transferencia en sentido directo o en un
lazo se mantenga constante tras la operacién efectuada.

Diagramas de bloques originales Diagramas de bloques equivalentes

A A-B+C A A+C A-B+C

— ] -
: o
c B
c c ¢

A A-B+C A A-B A-B+C
5 . = (3% <

3 A G, AGH G, AG1G2 i_, G, AG?{ G, AGiG:

4 Al G [y 6, (RO . Alee o
L

A pl G, AGy, G ACAC A AG+AG
5 T . Gq+G; b N
—» G }»AGZ :
.. AB
A JRougppet A2l o Jroe
1
G

° BT g

Fig. 1.18 Reglas del dlgebra de diagramas de bloques
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Diagramas de bloques originales Diagramas de bloques equivalentes Ejem
A @ AB t G AG-BG | G |AG @ AG-BG

7 s > AN |
h oot .

>

L oo}

AG
A G AG P~ ij—»
8 — \
. AG o
L AS, ~g Ao £

A AG
T T

9 L A ' AG [T ] A
Ay G

T P
10 ’ AB™ A
i Al s

A AG, AG~AG; AG Gi+AG
TEF» ) Ao AsTo M T]afo, AR Acic:
_.> .

11
G, |AC:

12

13

Fig. 1.19 Reglas del dlgebra de diagramas de bloques (continuacion)

Metodologia usual de sintesis:
1.- Desplazar puntos de bifurcacién y puntos de suma.
2.- Intercambiar punto de suma.

3.- Reducir los lazos internos de realimentacion.
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Ejemplo 1.3

: C
Fig. 1.20 Diagrama de bloques de nuiltiples lazos
Paso |
o (Paso 1) H,
i | S
i ' g
|
\
Paso 2
(Paso 2) H,
Gy
t GiGy > l Ga } C#
"l 1-G\G:H:
(Paso 3) ' N
R GiGaGs <
1 1-GiGoH 1 +GoGaH, -
(Paso 4)
| R . G1G2G3 C;
1-G1GaH+G2G3H+G1 G2G3
Fig. 1.21 Reduccion sucesiva del diagrama de blogues de miltiples lazos
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1.7 Sistemas de control en tiempo discreto

Un sistema de control en tiempo discreto se caracteriza principalmente por realizar un procesado,
mediante alguno de sus elementos, de sefiales discretas en el tiempo. La topologia tipica de un sistema
discreto es la que se puede observar en la figura siguiente:

CONTROL

Sefial de error DIGITAL PLANTA Sefial de salida
R(s E C
__()__; (s) A/D » —!  D/A » G(s) (s) >
Serial de
referencia ¢

ELEMENTO DE MEDIDA (sensor)

Fig. 1.22 Diagrama de bloques de un sistema de control discreto
Respecto a los sistemas analégicos se observa la inclusidn de algunos elementos nuevos:

* Control digital o discreto: Sistema procesador disefiado para que el sistema de control logre las
especificaciones requeridas. Este sistema trabaja u opera en instantes de tiempo predeterminados,
miltiplos del periodo de muestreo y es, por tanto, un sistema sincrono. La operatividad del sistema o
su funcionamiento de procesado queda caracterizada plenamente mediante su ecuacion en
diferencias:

x(n) CONTROL y(n=
’ DIGITAL

P

Q
y(n)= ¥ a(p)-y(n-p)+ . b(q)-x(n—q) (1.11)
p=1 q=0 \

donde: y(n) = muestras de salida del sistema procesador.

x(n) = muestras a la entrada del sistema procesador.

* Necesidad de interfaces A/D y D/A para convertir seflales continuas en seflales discretas y sefiales
discretas en sefiales continuas, respectivamente. Permiten fa introduccién de un procesador discreto
en el sistema de control y reconstruyen temporalmente la sefial discreta en una sefial continua en el
tiempo.

La topologia anterior es tipica en sistemas discretos; sin embargo, no es la Unica topologia posibie.
Una alternativa a la anterior se caracterizaria con el siguiente diagrama de bloques:

1. Introducc

En este ¢
observar
topologf:
sistema s

Debe ob:
progranm
Ser may
muestreo
proceso

funcione
alarmas.

Ventajas

-Ma

1.8 M

Se ha in
en tiemg
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\ Entrada de Variable
referencia PROCESADOR N D/A | PLANTA 0 controladak
DIGITAL f | ProCcESO |- ’
A/D N SENSOR  }¢
e

Fig. 1.23 Diagrama de bloques alternativo de un sistema discreto

En este caso el procesador digital incluye el detector de error y el control discreto del sistema. Debe
observarse también que, en este caso, la sefial de referencia es una sefial digital, a diferencia de la
topologia anterior, que posefa una sefial de referencia analdgica. Sin embargo, la caracterizacién del
sistema se puede realizar del mismo modo que en el caso anterior.

} Debe observarse que el periodo de muestreo T depende fundamentalmente del tiempo de ciclo del
- . programa que ejecuta el algoritmo de control; asi, normalmente el tiempo de ciclo de programa suele
‘A ser mayor que el periodo de muestreo de los conversores A/D. En algunos casos, el periodo de
muestreo se disefia para que sea mayor que el tiempo de ciclo (cuando las constantes de tiempo del
proceso o planta son muy grandes), utilizindose el resto de tiempo del procesador para realizar
funciones de transmisién y representacién de datos o, simplemente, funciones de gestién de posibles

P alarmas.
Ventajas del muestreo en sistemas de control:
- Mayor facilidad de realizacién.
- No existen derivas (ruido, interferencias, etc.).
- Son més compactos, menos pesados.

- Menor coste.

- Flexibilidad de programacion.

1.8 Muestreo y reconstruccion

Se ha indicado previamente la necesidad de incluir dos sistemas importantes en un sistema de control
en tiempo discreto:

* A/D: elemento encargado de muestrear, mantener y codificar la sefial continua para lograr una sefial
digital que actuard como sefial de entrada del controlador digital. Su estructura interna tipica es:

SAMPLE CODIFICADOR

N bits

]

— AD |— & — —— | HOLD

Fig. 1.24 Estructura interna del blogue A/D
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* D/A: elemento encargado de decodificar y reconstruir la sefial digital para lograr una sefial continua
en el tiempo que actuard como sefial de entrada de la planta analégica. En general, no es deseable
aplicar una sefial muestreada a una planta analdgica debido a los componentes inherentes de alta
frecuencia presentes en la sefial discreta. Por esta razén, al elemento reconstructor también se le
denomina filtro de alisado.

Observando la topologia tipica de sistemas de control en tiempo discreto, surge la necesidad de
caracterizar los procesos del muestreo y reconstruccion de las sefiales, con el propdsito de facilitar su
analisis.

* Caracterizacion del muestreo ideal: se define el muestreador ideal como un sistema que efectia la
siguiente operacion con la sefial continua:

o

e (=Y et)-8(t~kT) (1.12)
k=0
donde: e*(t) = sefial discreta resultado del muestreo.

e(t) = sefial de entrada al muestreador.
T = periodo de muestreo.

6(t) = funcién delta de Dirac.

Debemos observar que el muestreo ideal origina una sefial que solo estd definida en los instantes de
muestreo (multiplos del periodo de muestreo) y cuya amplitud es el producto de la amplitud de la sefial
continua en ¢l instante de muestreo por la funcién impulso (amplitud infinita y 4rea total unitaria); en
conclusién, el muestreo ideal no puede implementarse en la prdctica, pero, como veremos mas
adelante, permite modelar\perfectamente todo el proceso de muestreo y reconstruccién.

Gréficamente el resultado es:

e*(t)
e
0 T 2T 3T t
Fig. 1.25 Muestreo ideal

El muestreador ideal también es conocido como modulador de impulsos, ya que verifica la ecuacion:

e () = e(t) -8T(1) (1.13)

donde: S1(t)= tren de impulsos.
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81(t)

| Permitiendo el modelo:

MODULADOR
MUESTREADOR DE IMPULSOS
e(t) - e¥(t) < N e(t) eX(t)
. &)

} Fig. 1.26 Muestreo ideal como una modulacion de impulsos
* Propiedades de la sefial muestreada de forma ideal:

Aplicando la transformada de Laplace en la expresién de una sefial muestreada:

; £t = if(kT)-S(t—kT) (1.14)
k=0
£7(t) = £(0)- i&(t—kT) =‘f(t)~8T(t) (1.15)
k=0
F (s) T if(kT)-L[S(t—kT)]z if(kT)-e_kTS (1.16)
k=0 k=0

En conclusién la transformada de Laplace de una sefial muestreada no es una funcién polinémica,
por lo que no serd util para trabajar con sistemas discretos y serd necesario buscar una
transformacion alternativa que permita operar con funciones polinémicas en dichos sistemas; a esta
nueva transformada se la denominar4 transformada Z.

Puede demostrarse una expresion alternativa de la transformada de Laplace de una sefial muestreada

* 1 & . 2 .
definida por: F (s)=—- ZF(si J-nws), donde ws= % De este modo puede afirmarse que la
n=0

transformada de Laplace de una sefial discreta es periddica de periodo jnas, verificando que si s, es
un polo de F(s) = es polo de F*(s) = s; + jnoxs es también polo de F*(s). La representacién en

plano transformado de Laplace implica una repeticiéon en bandas centradas en jnuws de las raices
(polos y ceros) de la sefial muestreada. La banda principal se denomina banda primaria y el resto de

. ., *
bandas se denominan bandas complementarias. Si la localizacién de los polos y ceros de F (s) es
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conocida, entonces queda automéiticamente determinada la localizacién de las raices en el resto del

plano.
tjw
............................... j3‘;’s
X
~-——--—>.Z——~O---— [ON Banda complementaria
,,,,,,,,, o
>~'< O— * Banda primaria
X o P
............. R — _j%s
X
B i Banda complementaria
. 3w
=

Fig. 1.27 Raices en el plano S de la transformada de Laplace de una seiial muestreada

* Caracterizacién de 1a reconstruccién de sefial: El dispositivo mas simple de reconstruccién de datos,
y también el mais comin, es el mantenedor de orden cero (ZOH). E! mantenedor de orden cero
proporciona fundamentalmente, como valor de la sefial de salida, el valor de la Gltima muestra

recibida a su entrada:

g =e(kT)  kT<t<(k+DT

ol

e(t)

e*(t)

>
»

0 T 2T 3T t
Fig. 1.28 Reconstruccion efectuada por el ZOH

El mantenedor de orden cero es un sistema que no necesita memoria, a diferencia de otros tipos de
mantenedores de datos, por esta razén es mds econdmico y el mas utilizado de todos ellos.

La respuesta impulsional de un mantenedor de orden cero se puede expresar como:

Zon (D =0(t)—u(t-T) (1.17)

3(t) Son(t) 4
1

t T t
ENTRADA SALIDA

1. Introdqu@
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Aplicando la transformada de Laplace a esta respuesta impulsional, obtenemos la funcién de
transferencia del mantenedor de orden cero:
-Ts

goh(t)=u(t)—u(t—T)—Lm}oh(s)=1_8T (1.18)

Notese que esta funcién de transferencia no corresponde a ningiin dispositivo fisico, porque se ha
deducido suponiendo funciones impulso en la entrada del mantenedor de orden cero; sin embargo, si
se utiliza junto con el muestreo ideal, proporcionan una buena descripcién matemética del
procedirniento de muestreo y reconstruccion real de las sefiales de un sistema de control en tiempo
discreto.

1.9 Teorema del muestreo

Los sistemas de control en tiempo discreto conllevan de manera inherente operaciones de muestreo y
reconstruccién de sefiales. Estos procesos deben verificar en todo momento el teorema del muestreo,
siendo este teorema fundamental en sistemas discretos, como se comprobard a continuacién.

Sea una sefial {(t) con espectro de banda limitada:

T FGo)|

-0 W1 W
Fig. 1.29 Espectro de la sefial f{t)

donde w; es la mixima frecuencia que presenta f(t).

Segiin la expresion F*(s) =

M=

. ZF(sij-nws), el muestreo ideal equivale a una repeticién de este
n=0

espectro centrado en n-w;, conn € N.

De este modo el espectro de la sefial muestreada con muestreo ideal puede sufrir dos situaciones
diferentes:
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a) o = 20:

817

Fig. 1.30 Repeticion del espectro de la sefial debido al muestreo

Suponiendo que el mantenedor de orden cero es un filtro pasa bajos ideal, se obtendria la sefial previa
al muestreo como salida del mismo. Sin cmbargo, un filtro paso bajos ideal no es causal, y por ello el
mantenedor de orden cero distorsiona y no elimina totalmente las componentes en alta frecuencia de la
sefial muestreada, notindose mé4s este efecto cuanto menor es 1a relacién w/®,. En conclusién, interesa
trabajar siempre con la relacién o/, lo més grande posible, despreciando de este modo los efectos
del muestreo y reconstruccion.

b) w, < 20;:

1 [F (o)

v

Fig. 1.31 Superposicién de espectros (aliasing)

En este caso aparece un efecto de superposicidon de espectros que provocan que no sea posible
recuperar la sefial original previa al muestreo a partir de la sefial muestreada, ni en el caso en el cual se
realice un filtrado con filtro pasa bajos ideal. A este efecto se le denomina aliasing y siempre debe

evitarse en un proceso de muestreo.
A la vista de las dos situaciones anteriores, se desprende la siguiente afirmacion:

Teorema de Shannon (o del muestreo): "La minima frecuencia de muestreo para poder recuperar una
seflal previa al muestreo, a partir de la sefial muestreada a través de un filtro pasa bajos ideal es w; =

2@, donde o, es la maxima frecucncia que presenta la sefial a muestrear.”

1. Introd
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Para poder recuperar la sefial original previa al muestreo a partir de la sefial muestreada, es necesario
efectuar un filtrado paso bajo. Debe observarse que este filtrado ideal no puede realizarse en la
prictica debido a que un filtro con caracteristica espectral rectangular no es causal. Dicho filtrado se
realiza normalmente mediante el mantenedor de datos de orden cero. En este caso la expresién del
espectro del filtro resultante es:

0]
-Ts -joT sen{®T, , sen( ] .
- 1—e™ @ ) _iwT, 2 [ —inT
Goh(s)zl——e-—— = Gy (joo) = — =T ( A e JA:_R____S_e 0%
s jo w% 0, 7O

D

2 — 7w,
Goh(jm)=—f-sinc(ﬂy )-el oy (1.19)
s O

En la figura siguiente se observa como este filtro distorsiona la sefial recuperada debido a un filtrado
bastante alejado del ideal; este filtrado mejora cuanto mayor es la frecuencia de muestreo,
proporcionando un resultado que coincide con el previsible a partir de una observacién en dominio
temporal. ‘

Filtro ideal
Filtro ZOH

v

Fig. 1.32 Distorsion del espectro de la seiial al recuperar con ZOH

1.10 La transformada Z

La transformada Z es una herramienta cldsica para el andlisis y sintesis de sistemas discretos. Se
obtiene aplicando la transformada de Laplace en sefiales discretas, y su principal ventaja reside en la
propiedad de transformar expresiones de tipo exponencial en expresiones polindmicas.

Sea la seflal muestreada:

oo oo

x (1) = Y x(1)-8(t—kT) = Y x(kT)-8(t—kT) (1.20)
k=0 k=0
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Aplicando la transformada de Laplace, se obtiene:

* < —KTs _ % ~KT
x"0]= Txw-e™ = Fxkmy-e T (1.21)
k=0 k=0
donde T es el periodo de muestreo.

Puede observarse que esta expresion es dificil de tratar debido a su naturaleza.

Si utilizamos el cambio de variable:
z=el® (1.22)

Surge, de este modo, la definicién de transformada Z:

)

X[z]= Y x(kD)-z7% (1.23)
k=0

La transformada Z esta relacionada inherentemente a un proceso de muestreo. De hecho, tinicamente
puede aplicarse sobre sefiales muestreadas, y en el proceso de realizacién de la antitransformada Z se
obtiene una sefial muestreada. En conclusién, ello implica que diversas sefiales continuas puedan tener
la misma transformada Z debido a que posean la misma sefial muestreada.

Por otra parte, debe indicarse que la transformada Z ofrece como solucién una serie que permitird una
expresién en forma de cociente de polinomios cuando converja; ello limitard el estudio a través de
dicha expresién a zonas del plano Z donde se garantice la convergencia.

* Transformacion de zonas del plano S al plano Z:

Transformacion de un punto del plano S:

Ts = e=T[cos(@T) + j- sin(@T)] (1.24)

S=—C+jm=z=¢ e
De este modo:

Re[z]= e T .cos(wT) ; Im[z] = e T .sin(wT) (1.25)

De la misma forma es posible transformar todos los puntos del plano S comprendidos en el interior
de la banda primaria, como se puede observar en Ia figura 1.33:
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Im(z]

-1 \\\\ Refz]

Fig. 1.33 Transformacion de la banda primaria del plano S al plano Z

En conclusién, por periodicidad todas las bandas complementarias se transforman de forma anéloga a
la banda primaria. Asi, todo el semiplano izquierdo del plano S se transforma en el interior dél circulo
de radio unidad en el plano Z, todo el semiplano derecho se transforma en el exterior del circulo de
radio unidad y el eje imaginario se transforma en el propio circulo de radio unidad, determinando de
este modo, la frontera de estabilidad. Debe observarse que el nimero de singularidades en plano Z es
finito, a diferencia de lo que ocurria en el plano S, debido a la coincidencia en la transformacién de las
bandas complementarias respecto a la primaria.

1.11 Respuesta temporal de un sistema lineal invariante analdgico frente a una
entrada muestreada

Un sistema lineal invariante analégico queda plenamente caracterizado por su respuesta impulsional o
por su funcién de transferencia (transformada de Laplace de la respuesta impulsional).

Frente a una entrada continua, €l sistema proporciona una sefial continua a la salida, resultado de la
convolucién analdgica entre la sefial de entrada y la respuesta impulsional del sistema. La
transformada de Laplace de esta sefial es igual al producto de la transformada de Laplace de la sefial
de entrada por la funcidn de transferencia del sistema.

[ =,
X(s) O HS) 5 2 Hs) X(s)

Fig. 1.34 Respuesta de un sistema continuo a una entrada continua

.La respuesta de un sistema analdgico frente a una sefial muestreada también sigue siendo continua, y
se puede caracterizar mediante la expresion:

oo

c(t) = Y r(kT) - g(t—kT) (1.26)
k=0
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M) A Ty
Rs) 1 R¥s)

c(t)
C(s)=G(s)R*(s)

&), G(s)

Fig. 1.35 Respuesta de un sistema continuo a una entrada discreta

Es importante enfatizar la influencia del periodo de muestreo en la sefial de salida; debe observarse en
la expresi6én anterior que el simple hecho de cambiar el periodo de muestreo implica, de un modo
directo, cambiar la sefial de salida. En concreto, el aumento del periodo de muestreo origina una sefial
de salida mucho mds diferenciada respecto a la sefial de salida del sistema frente a la misma sefial de
entrada sin muestrear, tendiendo a tener mayor sobreimpulso y perdiendo, por tanto, estabilidad
relativa. Estos efectos pueden observarse en la grifica siguiente.

Amplitud

2 T T

Sistema muestreado

N

Mantenedor de orden 0

0 a i

0 0.5 1

1.5 2 25 3 35

Tiempo (seg)

Fig. 1.36 Respuesta al escalon de un sistema discreto con periodo de muestreo T=0.2 seg.

=N
Mantenedor de orden 0

f

Amplitud
2 T T
Sisterna muestreado
15 - - - - - - \ -
it - -
ost - - fl- - -
0 L. 1
0 0.5 1

1.5 2 2.5 3.5

3
Tiempo (seg)

Fig. 1.37 Respuesta al escalon de un sistema discreto con periodo de muestreo T=0.08 seg.
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El problema de caracterizacién de esta sefial de salida es dificil de realizar por procedimientos
habituales, y se plantea la cuestién del conocimiento de la sefial de salida muestreada para, con las
herramientas que disponemos en el dominio discreto, utilizar métodos de anélisis semejantes a los
usados en el domino continuo:

r(t) r¥(t) c(t) c*(t)
7T\ — g(1), G(s) 7T\ >
R(s) R*(s) C(s)=G(s)R*(s)
(=Y c(kT)-8(t ~kT) (1.27)
k=0
« v
donde: c¢(kT) = 2 1(nT)-g(kT—nT) esla expresién de la convolucién discreta. (1.28)
n=0

La sefial g* (tH)= 2 g(kT)-8(t—KT) se denomina respuesta impulsional discreta (1.29)

k=0

y permite caracterizar el sistema como un sistema discreto que ofrece una sefial de salida discreta al
tener una sefial de entrada muestreada. Cumpliéndose asi la propiedad: C(z) = R(z):G(z), donde
G(z) es la funcion de transferencia en Z, que puede obtenerse aplicando la transformada Z sobre la
respuesta impulsional discreta.

De este modo, la caracterizacién del sistema y el conocimiento de la sefial de salida muestreada es
sencillo; sin embargo, por esta metodologia Gnicamente se puede conocer la seflal de salida en
instantes de muestreo y no la sefial continua de salida que fisicamente se genera en el sistema.
Obsérvese que este efecto no es muy importante cuando el periodo de muestreo es mucho mds
pequefio que las constantes de tiempo del sistema analégico.

* Aplicaci6n de la transformada Z a la resolucién de ecuaciones en diferencias:

Un algoritmo que procesa sefiales muestreadas puede representarse mediante la resolucién de una
ecuacién en diferencias de la forma:

P Q
y(n)= Y a(p)-y(n-p)+ 3. b(q)-x(n-q) (1.30)
p=1 q=0

Para resolver esta ecuacién en diferencias puede aplicarse la transformada Z utilizando los teoremas
de desplazamiento:

Z[f(t-nT)]=z"" F(z) (1.31)
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n—~1
Z[t(t+nT)=2" -[F(z)— Zf(kT)‘z"k} (1.32)

k=0 .
Ejemplo 1.4

El sistema de la figura procesa las muestras de la sefial de entrada mediante un algoritmo
representado por la siguiente ecuacién en diferencias:

y[kT] = 0.5-x[kT] - 0.495-x[{(k-1)TT + 0.995-y[(k-1)T]

x{kT] y{kT]
——————} PROCESADOR —————»

/

donde x[kT] es el valor de la muestra de 1a sefial de entrada en el instante de muestreo kT, y
x{(k-1)T] se corresponde con el valor de la muestra de entrada en el instante de muestreo

inmediatamente anterior.
1.- Aplicar la transformada Z a la ecuacién en diferencias.
TZ{y[kT1} = 0.5 TZ{x[kT]}} - 0.495TZ{x[(k-1)T]} + 0.995- TZ{y[(k-1)T]}
2.- Realizar la transformacién haciendo uso de los teoremas de desplazamiento.
Y(z) = 0.5X(z) - 0495 X(z)z" + 0.995Y(z)z" ’
3.- Obtener ‘la funcién de transferencia en Z del sistema.

Y(z) 05-0495-27
X(z)  1-0995-z7"

1.12 Funciones de transferencia de pulsos

Otra posibilidad de caracterizar la respuesta muestreada de un sistema continuo frente a una entrada
muestreada consiste-en aplicar las propiedades de la transformada de Laplace de una sefial muestreada:

") ya\ rie) c(t) A cX1)
Ris) T R¥s) 8(t). Gs) C(s)=G(s)R¥(s) T
C(s)=R*(s)-G(s):>C*(s)=—%- 2C(s+jnms)=%- ZR*(s+jno)s)-G(s+jnu)s) (1.33)

n=—ceo

ap
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dado que R”(s) es periddica: R*(s) = R (s + jnws) :
C*(s):R*(s)-%- 3 G(s+ jnws) =R (5)-G” (s) (1.34)
n=—oc
aplicando el cambio: z =¢"*
C(z) = R(2)-G(z) (1.35)

A esta propiedad se le denomina transformada estrella y permite obtener las funciones de
transferencia de sistemas discretos.

* Sistemas en cascada:

Supdngase el siguiente sistema:

) 7T\ r¥(t) | G diy) >N d¥1) | G o(t) e c*(t);
R(s) R*(s) Dis) T D¥s) C(s)=G2(s)D*(s) T

Evaluando las ecuaciones en cada uno de los bloques constituyentes por separado es posible obtener
facilmente las expresiones siguientes:

D(s)=R"(s)-Gl(s)= D" (s) =R " (5)-G1" (s) = D(z) = R(z)-Gl(z) (1.36)

C(s) = D" (5)-G2(s) = C(2) = D(2)-G2(z) = C(2) = Gl(2)-G2(2)-R(2) (1.37)
C(z) _ )

R Gl(z)-G2(z) (1.38)

Sin embargo, si se considera el sistema sin muestreador intermedio:

rt) 1) d(1) c(?) c*(1)
A ILLC. | G2rs) A
R(s) R*(s) D(s) (s)

En este caso:

C(s) = R"(5)-G1(5)-G2(s) = C"(s) = R "(5)-[G1(8)- G2(s)]* = C(2) = R(2)- G1G2(2)
(1.39)

C(z)
R(z)

=G1G2(z) (1.40)

~—
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donde:  GIG2(z) = TZ[Gl(s)-G2(s)] = :rl_ ¥ Gl(s+ jnws)- G2(s+ jows)|__ 1 (1.41)
n=—co

debe observarse que: G1G2(z) # G1(z)-G2(z) (1.42)

En el caso particular de tener un mantenedor de datos previo, la funcién de transferencia resultante es:

1 ~Ts

= Z|Goh(s)- G(s)] = GohG(z) = z{ ~ G(s)

C(z) -G(s)} = (1—1‘1)-2[——} (143)

R(z)

S

aplicando para ello el teorema de desplazamiento.

* Sistemas en lazo cerrado:

a)
R E E* C(s
(s) . ® (s) 7&T (s) Ges) (A)W‘
Y
(s) Hes)
Ecuaciones:

Cs) = E*()-G(s) = (R(5) = Y(5)) " -Gs) =
= (R(s)~ H(s)-C(s)) -G(s) = (1.44)
=R"(5)-G(s)~ (H()-C(9)) -G(s)

C(z) = R(z)-G(z) - HC(2)- G(2) (1.45)

donde se obscrva la imposibilidad de obtener la funcién de transferencia en lazo cerrado. Para
solucionar este problema debe evitarse aplicar la transformada estrella en expresiones donde la sefial
de salida queda “unida” a alguna funcién de transferencia (H(s)-C(s)). En este caso debe operarse del
siguiente modo:
ok * * *
Cs)=E (8):G(s)=>C (s)=E (5)-G (5)
E™(s) = (R*(s)—Y*(s)) (1.46)

Y () =E*(9)-(G(»)- H(s))

1. Introduc
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C(z) = E(z)-G(z)
E(z) =(R(z) - Y(2)) (1.47)
Y(z) = E(z) -GH(z)

C(2) _ G(z)

(1.48)
R(z) 1+GH(z) ‘
b)
Ry E E*(s (s C*
(s) +-: (s) 7«T (s) Grs) (s) ;T\ (S)=
Y(s) Hs)
Ecuaciones:
C(s)=E " (s)-G(s) = (R(s) - Y(s))* -G(s) =
=(R(s)—H(s)-c*(s)) .G(s) = (1.49)
zR*(s)‘G(s)—(H(s)-C*(s)) -G(s)
C(z) =R(2)-G(z) - H(z)- G(z)-C(2) (1.50)
C@ __ 6@ (1.51)
R(z) 1+G(z)-H(z)
c)
R(: E Cls) C*
(s) +’_O ) _, G(s) (s 7T\ ),
1) H(s)
Ecuaciones:
C(s) = E(s)-G(s) = (R(s) - Y(5))- G(s) =
- (R(s) - H(s)-c*(s))-G(s) _ (1.52)

= R(s)-G(s) —(H(s) -C*(s))-G(s)
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C(z) = RG(z) - GH(z)-C(z) (1.53)
RG(z '
C(z) = -———ﬂ— (1.54)
1+ GH(z)

Debe observarse que la entrada a la planta no se encuentra muestreada, lo que conlleva que no exista
una expresion de funcion de transferencia en dominio Z, aunque pueda obtenerse la sefial muestreada
de salida a partir del conocimiento de la sefial de entrada.

d) Controlador digital previo a ZOH y planta:

CONTROL
DISCRETO ZOH PLANTA
E * K * C
ke, ( 2 A BT oy LAY BL) Gotts) — ts) DA
Ecuaciones:
C(s) = M*(s)-Goh(s)«G(s) = ((R(s) —C(s))* -Gc(s)) -Goh(s)-G(s) (1.55)
C(z) = R(2z)-GohG(z) — Ge(z) - GohG(z) - C(z) (1.56)

C(z): Gce(z) - GohG(z)
R(z) 1+ Gce(z) -GohG(z)

1.13 Problemas

Problema 1

- o . . Ej(s)
Dado ¢l siguiente circuito, se desea obtener la funcién de transferencia Ez( ) :
1(8
Cc2
I
- || _
11
R R
+ O MN AN O 4+
—_— _
Ei L Cl1 L Ex
>
- Q ‘o =

(1.57)
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Realizar los siguientes apartados:

1.- Determinar el valor de Zout para no tener efectos de carga. ; Qué relacién existe entre I, e I?
2.- Plantear las ecuaciones que describen el sistema.

Nota: Utilizar las variables Iy, I, I, E; y Ex.
3.- Trazar el diagrama de bloques del sistema.

4.- Obtener la funcién de transferencia.

Solucién:

Ey(s)  R2CiC2-s* +2RC2-s+1
Ei(s) R2CiC2-s* +R-(C1+2C2)-s+1

Problema 2

Obtener las funciones de transferencia (si existen) en los siguientes diagramas:

1.-

C(s)‘

_’i(fu.o_‘zoﬂ/\ﬁ. Gd(z) | Gones) | Gl |G
§ g T

|

R(s) + O Eis) 7N\ _E*s)
T

-5
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3- 114 T
J L Transformi
R Gle ) - 0NN 8 L_/T\__' G2(s) L_‘r.b____. G3(s) ) ' '
Solucién: ‘
C(z) Gd(z) - GohG1G2(z) |

" R 1+Gd(2)-GohGi(z) + Gd(z)- GohG1G2(z)

"

) _ Gi(z)- G2(2) 2 J
" R(z) 1+Gi(2)-G2(z) +G2H(2) £
7
RG3(z)+D(z)-G2G3(z)-GiR(z) ‘ S

3-C(z) =

14D(2)-G2G3(z)
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1.14 Tabla de transformadas

Transformada de Laplace

Funcién temporal

Transformada Z

Transformada Z modificada

'
Y(S+H)(S+b)

1= [cos(bt) + %sen(bt)]

1 e P

—_—

E+ ala-b) b(b—a)

E(s) e(t) E(z) E(z, m)
I z 1
— ¢
s ulr) z-1 z-1
1 P Tz mT T
st (z-1)’ z=1" (z-1)
L I Tz{z+1) T m 2mel 2
— Ll
s 2 2Az-1) 2 z2-1" (-1 (=1
(k=11 i et 057 z :| ) eq 95 gmonT
s ! l) da* Lz imf~1) Fda | e
1 N z T
(S+a) € 7-e af z—e’”
1 - o7 T e v (2- )
2 2
(s+a) ("—e T) (z-e’“-)“
1 & & —amT
(k l)k t‘e"” (_l)k a kl: Zﬁ,:‘ (_1)k ad €
(s+a) da*lz-e da*{z-e"’
a I o z(l—e'”) 1 ~ e
ss+a) —aT -1 —_eT
(z=1)z-e"7) z-1 z
a , 1—e™ z[(aT— 1+e.n1)z+(1_€7(.1 —aTe‘"')] T s amT —1 N et
2 - 2 _ _ arT
sHs+a) a a(z—l)z(z—e_“) (z=1 7 alz-1) tl(z e )
o —aT r ;
—aZT 1-(1+at)e™ _L__";fnr'_ ale Zz 1 _ 1+amT N aTe™" i
s +a) a-l z-e (Z’eﬂ) z-1 | z~¢7" (Z—e‘"‘r)2
b-a T (e—nT_e-bT z —aaT _ ~bmT
(s+a)(s+b) G fzmeT) ot -y
a senlar) zsen(aT) zsen(amT) + sen{1~ m)aT
st+a’ 28 - 2zcos(aT) +1 2 ~2zcos(aT) +1
\ cos{ar) z(z—cos(aT)) zcos(amT) — cos(1— m)aT
st +a’ 2% —2zcos(aT) +1 2 —2zcos(aT) +1
o1 Lo sen(br) 1 z¢™" T sen(bT) } 1} e [zsen(bmT) + &7 sen(1— m)bT]
1
(sta)' +? bl F =22 cos(bT) + " b 2 -2z¢T cos(bT) + 7
sta e cos(bt) z* —z¢™7 cos(bT) e™"[zcos(bmT) + ¢ sen(1~m)bT]
(s+a)’ +b? 28 —2z¢ T cos(bT) + &7 21— 2z¢" Tcos(bT) + 27
a’+b? Az +B) ‘ 1

(z-1)(2* - 2ze™ T cos(bT) + 7

A=1-¢"" cos(bT) + -;isen(bT)
B=e"+¢" T(%sen(bT) - cos(bT)]

(Az+B)z
(z—e’”)(z—-e’”)(z _ 1)
. H1-e"")-a(1-¢*7)
- ab{b—a)
ae”’T(l—e’”)—be’”(l—e’”)

ab{b—a)

B=

z-1
& [zcos{bmT) + e sen(1-m)bT]

; % {e"’ “"[zsen(bmT) — &7 sen(1- m)bT”

72 ~2z¢" T cos(bT) + e727

28 —22¢7 7 cos(bT) + T
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2. Analisis temporal de sistemas continuos y discretos

2.1 Respuesta temporal.

La respuesta temporal de un sistema lineal invariante en el tiempo puede descomponerse en dos
partes: la respuesta transitoria y la respuesta estacionaria. De este modo, si denominamos c(t) a la
expresion de l1a respuesta temporal:

c(t) = ct(t) + css(t)
donde: ct(t) = Respuesta transitoria.
css(t) = Respuesta estacionaria.

La respuesta transitoria es originada por la propia caracteristica dindmica del sistema y determina el
comportamiento del sistema durante la transicién de algiin estado inicial hasta el estado final.

La respuesta estacionaria depende fundamentalmente de la sefial de excitacién al sistema Yy, si el
sistena es estable, es la respuesta que perdura cuando el tiempo crece infinitamente.

De este modo hemos logrado determinar de un modo simple la estabilidad absoluta de un sistema; se
dice que un sistema es estable si su respuesta transistoria decae a cero cuando el tiempo tiende a
infinito.

~
Se define el error en estado estacionario como la diferencia entre la sefial de referencia y la sefial
realimentada en estado estacionario en sistemas estables. Este error coincide con el valor estacionario
de la sefial originada por el detector de error.

Por otra parte, en sistemas de control, interesa minimizar la desviacién de la sefial de salida respecto a
la sefial de entrada en estado transitorio. Por esta razén se caracteriza la respuesta transitoria respecto
a entradas tipicas o estandares, conociendo que, como el sistema es lineal, la respuesta del sistema a
seflales mds complejas es perfectamente predecible a partir del conocimiento de la respuesta a estas
entradas de prueba més simples.

Generalmente, las entradas tipicas son: funcién impulsional, funcién escalén, funcién en rampa y
funcién parabdlica en el tiempo; aunque la mds importante de todas ellas es, sin duda, la funcién
escalon.
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2.1.1 Sistemas de primer orden. A efectos pract

Sisterna de primer orden es aquel que Unicamente posee un polo en su funcién de transferencia. tiempo, 1a sefial

R(s) I C(s)
- |
Ts + / De este modo s
orden mas rapid

Fig. 2.1 Sistema de primer orden. T: constante de tiempo del sistema

' * Respuesta al escalén: 2.1.2 Sistemas d
Un sistema de se

TL 1 :
(0 =u() >R(s) = S Expresion norms
rox
LI S T “l1oe Tl
C(s) = Torl s c(t) = Ll e _' u(t)

donde se define:

Obsérvese que c(t) =1 cuando t tiende a infinito si T> 0; esto implica que el polo de la funcién de
transferencia del sistema debe encontrarse en el semiplano izquierdo del plano transformado S. Si T<
0, el sistema no alcanza el estado estacionario, resultando, de este modo, el sistema inestable.

E= Relacién de a;

wn= Frecuencia n

Gréficamente:

Los polos de un s

) =t

~1_—T

Pendiente=1/T cy=l-e
-'.-_'.:'.:‘.:'.,:'_'_-_'.—_1‘_‘.5.'.:'.‘&\:;:'.!:'.‘_'. :::::: L - ]9%02?700 '
- \~ : : : : § T * Tipos de sistem:
oo ________ _; ...... - -- __________ i_._._._._.; ________ _586.5% :
: En la siguiente gr
......... Yl l632% valor de £. :
0 1T 2T 3T 4T 5T 6T

Fig. 2.2 Respuesta al escalon

Observando la gréfica se comprueba que para t = T la sefial de salida ha alcanzado el 63.2 % del valor
final, siendo esta una medida tipica en la caracterizacién de sistemas de primer orden.

Para =0= Sist:
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A efectos pricticos, se considera que cuando han transcurrido por lo menos cuatro constantes de
tiempo, la sefial de salida ha alcanzado el valor final.

t=4T — c(t) =css(t) = 1

De este modo se deduce que cuanto més pequefia es la constante de tiempo de un sistema de primer
orden més rapidamente alcanza el valor final.

2.1.2 Sistemas de segundo orden.

Un sistema de segundo orden se caracteriza por poseer dos polos en su funcién de transferencia.

Expresidén normalizada:

0)[]2

Gs)y=5——5
® s + 2Emns + on°

donde se define:
&= Relacién de amortiguamiento.

o= Frecuencia natural no amortiguada.

Los polos de un sistema de segundo orden vienen determinados por la expresion:

S, = —Emn k nyE? — 1

* Tipos de sistemas en funcion del valor de &:

En la siguiente gréfica se visualiza la ubicacién de polos de la funcién de transferencia en funcién del
valor de &,

jo

E<l EFOT

j(Dn

»
4
v

&<l £=0

Fig. 2.3 Diagrama de la ubicacion de los polos

Para § = 0 = Sistema oscilatorio. s1.2 = jon
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Para 0 < £ <1 = Sistema subamortiguado . s1,2 = -&mn £ jeny1- &2 =—01 jod

Para & = 1 = Sistema con amortiguamiento Critico. s1,2 = —Ean

Para £ > 1=> Sistema sobreamortiguado . s1,2 = —E@n i(m\/ E_,z -1

* Respuesta al escal6n en un sistema subamortiguado (0<€<1):

2 . E_,
C(s) = () = 15 costan 1) +——2—-sen(ae- 1) ;120 (21
(s) 2+ 26w + e’ s c(t) € cos(wa - t) \/Ijé:;? sen( )
1 J1—82 1
c(t)=1—e‘£‘”“‘ «——=———=-Sen u)d»t+tg'l ————é— =1—g™ -——-———-sen[u)d-t+6] ;120
J1-82 g J1-82
2.2
1_ 2
donde:6 = tg_l T , con lo'cual O es el 4ngulo que forma el polo respecto al origen; de hecho

puede expresarse: £ = cos(0) . En conclusién, a medida que 8 aumenta la relacién de amortiguamiento

disminuye.

Amplitude

wnt

Fig. 2.4 Respuesta al escalén de un sistema de segundo orden

2. Andlisis tem

La respuest:
otra parte,
medida que
méximo, lo,
caracteristic
del sistema
que se conox
por 1a raiz r
observarse ¢
todavia perd

2.2 Especif

Generalment
sistema de ¢
determinadas
respuesta se |

De este mod
través de la;
definidos en |

un sistema.

Enla figura s
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La respuesta del sistema para £= 0 es oscilatoria, como puede comprobarse en la grafica anterior. Por
otra parte, se observa que el valor midximo de amplitud logrado en el estado transitorio decrece a
medida que aumenta & (0<&<1). En concreto, para valores de &>1 desaparece totalmente este
maximo, logrdndose el valor mdximo de la sefial cuando se alcanza el estado estacionario. Esta
caracteristica es tanto mds acentuada cuanto mayor es el valor de & . En concreto; si £>>1 la respuesta
del sistema de segundo orden puede aproximarse por la respuesta de un primer orden, realizandose lo
que se conoce como aproximacién de polo dominante. La respuesta, en este caso, queda caracterizada
por la raiz real de constante de tiempo mayor (la més cercana al eje imaginario en el plano S). Debe
observarse que esta aproximacién no puede realizarse cuando se analiza el inicio de respuesta, donde
todavia perdura el efecto de la sefial originada por la raiz no dominante.

2.2 Especificaciones de respuesta transitoria.

Generalmente, en la prédctica, se especifican las caracteristicas o especificaciones requeridas a un
sistema de control en términos de cantidades en el dominio del tiempo. Estas cantidades vienen
determinadas en términos de la respuesta transitoria frente a una entrada tipo escalén (u(t)). A esta
respuesta se le denomina respuesta indicial.

De este modo se caracteriza la dindmica de un sistema, aunque trabaje con otro tipo de entradas, a
través de la dindmica requerida frente a una entrada escalén. El significado de los pardmetros
definidos en la caracterizacién de la respuesta indicial determina la forma de la respuesta transitoria de
un sistema.

En la figura siguiente puede observarse la respuesta tipica de un sistema frente a una entrada escalén.

Tolerancia ( 5% o 2% }

o 1d -

—rp -

Fig. 2.5 Respuesta de un sistema de segundo orden frente a una entrada en escalon

Definiciones:

* td: Tiempo de retardo.

Tiempo que tarda la respuesta en alcanzar el 50 % del valor final. '
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* tr: Tiempo de subida o crecimiento.
Sistemas subamortiguados: Tiempo que tarda la respuesta en alcanzar el 100 % del valor final.

Sistemas sobreamortiguados: Tiempo que tarda la respuesta en pasar del 10 % al 90 % del valor final.

* tp: Tiempo de pico.

Tiempo que tarda la respuesta en alcanzar el primer médximo. Solo existe en sistemas
subamortiguados.

* Mp: Méximo sobreimpulso (porcentual).
Es ¢l valor de pico maximo de la curva de respuesta ponderado por el valor final obtenido.

c(tp) ~ (=)

Mp(%) =—_ =

-100 (%) 2.3)
El mdximo sobreimpulso es un pardmetro indicativo de la 'estabilidad relativa' del sistema.

* ts: Tiempo de establecimiento.

Tiempo requerido por la curva de respuesta para alcanzar y mantenerse dentro de determinado rango
(habitualmente 5 % o 2 %) del valor final. Generalmente estd relacionado con las constantes de
tiempo mds grandes del sistema.

Idealmente interesard lograr siempre sistemas de control que minimicen el Maximo sobreimpulso y
los tiempos de respuesta transitoria, manteniendo la médxima precision posible.

2.2.1 Particularizacidn para sistemas de segundo orden subamortiguados.

1- Calculo de tr:

| & ] 1 wd
ctn)=1l=1=1- e—&OhtrLCOS(UJd tr) +-———2~- sen(wd - tr)-llz tg(wd< tr) = ——é—— =—-— (2.4

1-§

1 wd n—6 wd
tr =——.arctg] —— | = , donde 0 = arctgl — |, con lo cual © es el dngulo que forma el polo
wd . © wd o]

respecto al origen. En el caso de poseer raices imaginarias puras (§=0), el tiempo de subida coincide

con un cuarto del periodo de sefial (tr = 7%(Dn); a su vez, cuando las raices son reales (E=1), el sistema

tiene una caracteristica de amortiguamiento critico y el tiempo de subida, segtin la expresién anterior,
es infinito, lo que conlleva la necesidad de variar su definicién. ‘

2. Andlisis temp.

2- Calculo de

El pri;

De este modc
disminuira.

3- Calculo del

Observando la

De hecho, cuas
Expresado de «
mayor es el s
absoluto) o la’
figura 2.6 se pf
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2- Célculo de tp:

de(v) _oﬁﬂ-sen((w p=0=ad-tp=k-7 (2.5)
di tp 1/1-&2

n Td
El primer maximo se obtiene para: tp = — =-——, donde Td es el periodo de oscilacién.
od 2

De este modo, a medida que aumente la parte imaginaria de los polos del sistema, el tiempo de pico
disminuira.

3- Célculo del Maximo sobreimpulso:

o/

Mp=c(tp)—1=>1- e‘é“"tp{cos(wd -tp) + —% -sen(wd - tp)} =e
Ji-e ]

T
Mp = e_cm/wd =e /E/‘/E 2.6)

Observando la expresién anterior puede trazarse una gréfica que relacione Mp en funcién de &,

%
100

90
WA
70
oo\
P 50 N

ol I\
30 \

20 AN

10 \

0

Mp:e:_7/E

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

3
Fig: 2.6 Curva de Mp en funcion de &

De hecho, cuanto mayor es &, menor es el Médximo sobreimpulso obtenido en la respuesta transitoria.
Expresado de otro modo, cuanto mayor es el 4ngulo que forma el polo del sistema respecto al eje real
mayor es el sobreimpulso de la respuesta. En conclusién, el aumento de la parte real (en valor
absoluto) o la disminucién de la parte imaginaria de las raices conlleva la reduccién del Mp. De la
figura 2.6 se puede observar que para £>0.6 el Mp es menor al 10%.
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4- Calculo del tiempo de establecimiento: 10
_ 8
Para determinar las expresiones del tiempo de establecimiento en un sistema subamortiguado, se 8
considera que la respuesta queda comprendida entre envolventes, que permiten aproximar el tiempo 4
de establecimiento en funcién de la parte real de los polos del sistema. H r
B I
:_E' 0
: s 2
Asi, considerando los errores: “ .
’ 5% 3.3 2.7) J
: b= ts=—— = — . o
Em o ' _,ol____
-0
4 4
= isE—=—
2% Em © (2.8)

el tiempo de establecimiento es inversamente proporcional a la parte real (en valor absoluto) de las
raices del sistema subamortiguado.

Amplitud

2.5 v T H T

..........................................................................

v Ejemplo 2.1

En la figura 2
con un filtro }
asf comno gang

4 5
Tiempo(seg) v

Fig 2.7 Envolventes de respuesta al escalon unitario
F

Calcular el var
relacién de ar
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Fig 2.8 Respuestas al escalon de sistemas de segundo orden

10
sl x P3
6 -
Pl
41 X P2 x
e 2r
> 0
E
i . p*
-4 X py X
61
*
-8+ X pP3 {
-10 .
-0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0
Eje Real
2 T T
P3 Pl
18- /\
[
1.6 I A
1.4 ! \ -
Ao \ /0y -
1.2¢ / /
[ \ \ \\ N
ER ,’ ! ' / WS/
3 ! \ { \/
E 0.8F ! 1 \ \ / N
! ! vy
0.6 1y -
! \
0.4F(, \/
!
0.2 |
0
0 1 3 4 5 [}
Tiempo (seg)
Ejemplo 2.1

Amplitud

1.8

1.61

1.4

1.2¢

© Amplitud

0.4

0.2¢

4 5 6
Tiempo (seg)

0.8+
061

4 5 6
Tiempo (seg)

En la figura 2.9. se muestra un amplificador magnético con una baja impedancia de salida, en cascada
con un filtro paso-bajo y un preamplificador. El amplificador tiene una elevada impedancia de entrada
asf corno ganancia unitaria, y se usa para sumar las sefiales tal y como se muestra en la figura.

Vin(s)

1 E(s)

1+ 7s

R=50Q

+1

Vi(s)

-0 Vo(s)

Fig. 2.9 Amplificador magnético en cascada con un filtro paso-bajo y preamplificador

Calcular el valor de la capacidad C, de tal forma que la funcién de transferencia Vy(s)/V,(s) tenga una

relacién de amortiguamiento & = 0.7 .
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Si la constante de tiempo del amplificador magnético es igual a 1 seg. (1= 1 seg.) y la gananma es
K=20. Calcular el tiempo de estabilizacién del sistema resultante.

Nota: Tiempo de estabilizacion = ts =

Eop
Solucién:
c Vo(s) __ /Cs )
Vi) R+ Vo® _ K 7¢s __K !
Cs = "R+ 1/ 1+1s RCs+1
Vi) K E(s) I+ R"'/Cs + 18 s+

E(s) L+7s

Obtenemos entonces el diagrama de bloques siguiente :

Vils) ~ EG) [ K Vi(s) 1 Vils)
h 1415 RCs+1 i
\Y
G(s) = o) 20 1
E(s) (l+s) (50Cs+1)
Vo(s)  GG) 20 20
GLC(S)= = = = 5
Vin () 1+G(s)  (1+5)(50Cs+1)+20  50Cs? +(1+50C)s+21
20/
Grols)= /50C
Lc 2 1+50C 21
50C ~ 50C

Para calcular el tiempo de estabilizacidn, cs necesario conocer & y @y, ya que ts = 4/Ew,. Si & debe

valer 0.7:

1+ 50C

soc 280 =2:07 0, 1+50C _,, |21
21 50C 50C

— =W,
50C

, , 0.7826 F

1+100C+2500C~ =196-21-50C ; 2500C~ -1958C+1=0 — C= 511-10*F

2. Andlisis te

Desecham
un tiempo

Escogeren

El tiempo

2.2.2 Sistel

Un sistem:
transferenc

Cs) _
R(s) ;

Desarrollan

permiten aj
primer o se

Cancelacid]
cuando el
€ — 0.El




2. Andlisis temporal de sistemas continuos y discretos 61

Desechamos el valor de C=0.7826 F por ser un valor fisicamente muy grande, ademds de que provoca
un tiempo de establecimiento mayor.

Escogeremos por lo tanto: C=511'10"F

(Dn = 21 = 21 :287 rad/S
Vsoc  Vs0.511-107

El tiempo de estabilizacién quedard entonces como:

4 4
ts= =————=02 seg.
Ew, 07-287

2.2.2 Sistemas de orden superior.

Un sistema de orden superior (supuesto estable) puede caracterizarse mediante una funcién de
transferencia, que admite una expresidon de la respuesta a una entrada escalén unitario de la forma:

: k'ﬁ(s"'zi) k-ﬁ($+li)
C(S) — - l-i=l _>C(S)= q' l-i=l 1
RG) [TG+p) []G* +280,5+m}) [I6+pp) JT6* +28,0,s+07) ®
i=1 k=1 =1 k=1

Desarrollando en fracciones parciales y aplicando la antitransformada de Laplace:

T

q
c(t)y=a-u(t)+ Zaj e Z[bk L bt cos(®a, -t) +¢, cehend sen(d, - t)]
=1 k=1 :

En la expresion aparecen términos que dependen de la parte real de los polos. Dos consideraciones
permiten aproximar la dindmica de un sistema de orden superior por la dindmica de un sistema de
primer o segundo orden.

Cancelacion cero-polo: Se basa en el andlisis resultante en la determinacién del valor de los residuos
cuando el polo se encuentra cercano a un cero; en este caso, puede expresarse zi = pi+¢€, donde
¢ — 0. El célculo del residuo resulta:
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k’ﬁ(é’+2h)

h=)

ai= lim s+ piy—>

S——pi r .
s~IqI(s +p)-[T6? #2605+ 0f)
=1 k=1

k~H(s+z,,)
ai=¢g- lim kel

s5—pi 4
$ ~Iq1(s + p}-)-I-I(s2 + 26,0, 5+ w])
=1 k=1

en la segunda expresion no existen los términos (s+zi) en numerador ni (s+pi) en denominador. En
conclusion, en el caso en el cual el polo y el cero se encuentren muy cercanos, € = 0 = ai — 0,
perdiendo importancia el término exponencial de la respuesta transitoria originado por este polo frente
al resto de términos de la respuesta total. De este modo puede simplificarse en un orden la dindmica
del sistema. Debe considerarse que se obtienen resultados andlogos en el caso de poseer ceros
complejo-conjugados cercanos a polos complejo-conjugados, lo cual permite generalizar esta
aproximacién a cualquier tipo de sistemas de orden superior.

Aproximacion de polos dominantes: Los polos més alejados del eje imaginario poseen constantes de
tiempo menores (sean o no reales, en el caso de raices complejo-conjugadas existe una dependencia
respecto a su parte real), de manera que puede afirmarse que las exponenciales debidas a estos polos
son importantes en el inicio de la respuesta transitoria, pero que decaen a cero mucho mds
rapidamente que las exponenciales debidas a raices con constantes de tiempo mayores. Son estas
dltimas las que caracterizan plenamente la respuesta transitoria (exceptuando en el origen de la
respuesta) y permiten reducir el orden del sistema; se dice en este caso que “dominan” la respuesta del
sistema, desprecidndose el efecto de las raices con parte real mayor (en valor absoluto).

Dado los sig}

2.3 Respuesta transitoria de sistemas discretos.

2.3.1 Sistema de control discreto en lazo cerrado.

Estructura tipica de un sistema de control discreto en lazo cerrado:

CONTROL
DISCRETO ZOH PLANTA
R E(s E*(s) C(s)
) 4 A ey —"5 - Gonts G(s) © -
- T T Con las sigy
His) |g
ELEMENTO DE MEDIDA

Se puede o
gréficas:

Fig 2.10 Estructura tipica de un sistema de control discreto en lazo cerrado
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El control discreto es caracterizado a través de su funcién de transferencia en Z y es disefiado para
cumplir las especificaciones requeridas al sistema.

Se define el sistema continuo equivalente de un sistema discreto como aquel sistema que resulta de
eliminar los muestreadores y mantenedores de datos del sistema discreto.

Las respuestas temporales del sisterna discreto y del sistema continuo equivalente difieren
substancialmente a medida que aumenta el periodo de muestreo, de este modo se dice que el muestreo
desvirtiia la respuesta del sistema discreto frente a la del sistema continuo equivalente. En concreto,
el muestreo tiéne un efecto desestabilizador del sistema, de manera que, cuanto méas desvirtuado se
halla el sistema discreto frente al sistema analégico, “peor” es su respuesta transitoria. Este efecto
conlleva una pérdida de la estabilidad relativa del sistema discreto a medida que aumenta el periodo
de muestreo.

Ejemplo 2.2

Dado los siguientes sistemas:

ZOH PLANTA PLANTA
E* C C
R(s) 4 (s) Gohs) A o (s) _ Ris) 4 G (s) _
. T A
H(s) |g His)
ELEMENTO DE MEDIDA ELEMENTO DE MEDIDA
a) b)

Fig. 2.11 a) Sistema discreto
b) Sistema continuo equivalente

Con las siguientes funciones de transferencias:

1
= — =1
G(9) s(s+1) HEs)

Se puede observar el efecto desestabilizador al aumentar el periodo de muestreo en las siguientes
gréficas:




04 Teoria de control. Disefio electrénico

Amplitud Amplitud
1.2 , , : 14— — —
1 1.2
0.8
0.8
0.6
0.6
04
0.4
0.2 02
-
o : . o : ~ L
G 2 4 6 8 10 0 5 10 15 20
Tiempo (seg) N2 de muestras
a) b)
Amplitud Amplitud
1.4 T + T - 1.2
12 1
0.8
08 ]
0.6
0.6
04
0.4
0.2) 0.2
0 . . . 0 — — . .
0 10 20 30 40 50 0 20 40 60 80 100
N¢ de muestras N2de muestras
c) d)
- Fig. 2.12 a) Respuesta al escalon del sistema equivalente

b) Respuesta al escalon del sistema discreto con T=1seg.
¢) Respuesta al escalon del sistema discreto con T=0.25seg.
d) Respuesta al escaldn del sistema discreto con T=0.1seg.

Los pardmetros de medida de este proceso son, fundamentalmente, dos:

* Nimero de muestras por constante de tiempo:

Corresponde a la expresion: ©/T . Se considera que si se poseen mds de 5 muestras por constante de
tiempo de la respuesta del sistema discreto no queda desvirtuada frente a la respuesta del sistema
continuo equivalente. Obsérvese que T es la constante de tiempo mas pequeiia del sistema continuo
equivalente.

* Niimero de muestras por ciclo:

Corresponde a la expresién: Td/T. En este caso no existe ningtin criterio al respecto, pero se considera
que son suficientes 10 muestras por ciclo para poder decir que la respuesta no queda desvirtuada.
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Obsérvese que, andlogamente al caso anterior, Td es el periodo de sefial respuesta del sistema
continuo equivalente.

2.3.2 Correlacion entre el plano S y el plano Z.

Recordando la definicién de transformada Z: z=¢™ =¢ 7 . ¢*0T = ¢ 7T -[COS((,OT) tij- Sin(coT)]

Transformacién de rectas de parte real constante:

'y

Jjw

Y

Fig. 2.13 Transformacion de rectas de parte real constante del plano S al Z

Transformacidn de rectas de parte imaginaria constante:

A ‘Im[z]

jaw
j(.L)s/2

- — — — — — |jw

jau

Y

Fig. 2.14 Transformacion de rectas de parte imaginaria constante del plano S al Z

Debe observarse que cuanto mds pequefias son la parte real (en valor absoluto) y la parte imaginaria
de las raices en plano S, mds cercanas se encuentran las ralces transformadas al punto z=1 en el plano
Z. .

Como se ha comentado anteriormente, puede afirmarse que el sistema discreto y el sistema continuo
equivalente ofrecen dindmicas similares cuando el nimero de muestras por ciclo y el ndmero de
muestras por constante de tiempo es suficientemente elevado (en este caso se dice que el sistema no
estd desvirtuado). Estas indicaciones conllevan a que las raices caracteristicas en plano S sean tales

. ms Td = . 1 L g
que mantengan elevadas las relaciones: — = — y — 0, equivalentemente, —— . En conclusion, un
wae T T cT
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sistema discreto no queda desvirtuado frente al sisterna continuo equivalente cuando las raices
transformadas en plano Z se encuentren en el interior del circulo de radio unidad y cercanas al punto
z=1. En estos casos, pueden asignarse al sistema discreto las mismas caracteristicas dindmicas que
posec el sistema continuo equivalente. De hecho, no es posible conocer las caracteristicas que presenta
Ia respuesta de un sistema discreto cuando las raices en plano Z se encuentran alejadas del punto z=1,
sino es resolviendo la antitransformada Z de la sefial de salida.

Med:ante la observacién de la expresion de la transformada Z, se puede afirmar que el aumento del
periodo de muestreo provocard un alejamiento de las raices transformadas de la zona del plano Z en la
cual se garantiza una respuesta del sistema discreto no desvirtuada frente al sistema continuo

equivalente.

En la figura siguiente se muestran las respuestas obtenidas en funcién de la ubicacién de las raices en

plano S y en plano Z.

Eje imaginario
Eje imaginario

s 20
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s ' o5t
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Fig. 2.15 Posiciones de polos correspondientes entre el plano Sy el Plano Z 'y caracteristicas de respuesta
transitoria.

2.4 Estabilidad absoluta de sistemas lineales.

2.4.1 Estabilidad en sistemas de tiempo continuo.

Se ha comentado anteriormente que la estabilidad absoluta de un sistema lineal se logra cuando la
respuesta transitoria decae a cero al tender el tiempo a infinito. Se puede demostrar que para que un
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sistema lineal sea estable es necesario que posea todos los pelos de su funcién de transferencia en el
semiplano izquierdo del plano transformado S.

En sistemas de control, el problema fundamental es la determinacién de las raices del sistema en Lazo
Cerrado a partir del conocimiento de las raices en Lazo Abierto. Recordando la expresion de la
funcién de transferencia en Lazo Cerrado.

CONTROL PIANTA
R(s) + E{s)’ Gefs) | M(s) Gis) C(s)>
B(s) His) |a

ELEMENTO DE MEDIDA
Fig. 2.16 Estructura de un sistema de control en lazo cerrado

Cls) Ge(s)- G(s)
R(s)  1+Ge(s)-Ges)-H(s)

GLC(s) =

La ecuacién caracteristica del sistema en Lazo Cerrado 1+Ge(s)G(s)H(s) = 0 no es ficilmente
resoluble en general; por ello aparecen métodos algoritmicos para poder determinar la estabilidad de
un sistema en lazo cerrado, el méds importante de estos métodos es ¢l criterio de estabilidad de Routh

(CER). : .

El criterio de estabilidad de Routh permite determinar el niimero de raices de una ecuacién de variable
compleja gue sc encuentran en el semiplano derecho, utilizdndose, de este modo, para determinar si
existen polos de una funcién de transferencia en el semiplano derecho del plano transformado S.

Criterio de estabilidad de Routh (CER):

El criterio de estabilidad de Routh es un criterio de estabilidad absoluta. Sc basa en la determinacién
del nimero de raices de un polinomio que se encuentran en el semiplano derecho del plano S. Para su
aplicacién deben verificarse dos condiciones:

- Condicién necesaria:

C(s) bo-s™ +bi- sm_1+....+bm

, debe escribirse el denominador

Dada la funcién de transferencia: =
R(s) a0-s" +at-s" 4. +an
de la forma: ao-s" +a1-s"+..+an=0, con an# 0 (sc eliminan las raices cn el eje imaginario).
Criterio: Si existe alglin coeficiente negativo o cero en presencia de algin coeficiente positivo,
enlonces existen una o més raices imaginarias puras o con parte real positiva, lo cual implica que el
sistema es inestable. En otros términos, para garantizar estabilidad, a partir de! primer ai # 0 todos los

coeficientes deben estar presentes y ser positivos.

2. Andlisis

- Condio':

Debe apl

aEt

i
It

Las prim
obtienen
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- Condicién suficiente:

obtienen segun las expresiones:

al-a2—ao0-a3

€L €2

al-a4—ao0-as

a4
as
bs

C3

. . c -1
Debe aplicarse el algoritmo de formacién siguiente: a0-s" +at-s"  +....4an= 0.

as ... ~
a7

bs - (“u‘
Ca oo N\

Las primeras filas se obtienen directamente del polinomio caracteristico, el resto de coeficientes se

bi=
at

bl-a3—a1‘b2'

bi-as—ai-bs

al

al-a6—a0-a7
; D3=

al

bi-ar—ar-bs

Cr=

b1

positiva.

formacion.

Ejemplo 2.3

208> +a1-s® +a2-s+a3=0

Condicién necesaria= a0, al,az,a3 >0

2=

b

;3=
’ bi

Como observacion debe indicarse que puede muitiplicarse o dividirse toda una fila por una constante

El criterio de estabilidad de Routh determina que el nimero de raices con parte real positiva del
polinomio estudiado es igual al niimero de cambios de signo de la primera columna del algoritmo de

De este modo la condicién necesaria y suficiente para que un sistema sea estable es:
- Todos los coeficientes del polinomio caracteristico deben existir y ser positivos.

- Todos los coeficientes de la primera columna del algoritmo de formacién deben de ser positivos.
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s’ ao a2
. 2 a a e . e
Algoritmo: s ! 3 , condicién suficiente
. a-az—ao-as
s arazmderd
a
s’ a3
al-a2-ao-a3
=5 —————>0=ar-a2>2a0-a3
al
Ejemplo 2.4

st42.8%+3.s2+4.545=0

Se verifica la condicidn necesaria

st 3 5
s |2 4
S
Algoritmo: s 5 , condicién suficiente = existen dos cambios de signo =
S1 —>6
s’ |5

existen dos raices con parte real positiva = el sistema es inestable.

* Casos especiales en el algoritmo de Routh.

1) Un término de la primera columna es cero en presencia de otros diferentes de cero.

Cuando esta situacién ocurre, puede afirmarse que el sistema es inestable. Para determinar Ia
ubicacion de las raices que proporcionan la inestabilidad debe realizarse el siguiente procedimiento:

- Sustituir el cero por £>0 con e<<1.
~ Aplicar el procedimiento habitual.

- Aplicar el criterio: Si los coeficientes superior e inferior a € son de igual signo=existen raices sobre
el eje imaginario; si los coeficientes superior e inferior tienen signo diferente=existen raices en

semiplano derecho.

Algoritmo

valor simé_ ;
inestabilidad 1

- Sustituir 1a 8l

Pa(s): polino
raices de Pa(

* - Aplicar el p

Ejemplo 2.6,4
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Ejemplo 2.5
$+2-s24s5+2=0

Se verifica la condicién necesaria.

s’ 1 1
2
Algoritmo: s 2 2 , no hay cambio de signo = existen raices en el eje imaginario.
s’ |0=¢
s’ 2

* Ejemplo: s°-3.542=0

No se verifica la condicién necesaria = el sistema es inestable.

s’ 1 -3
. . g2 O=¢ 2 .. .. . . .
Algoritmo: , condicién suficiente = existen dos cambios de signo =
. 2
s ~3-—
€
s? 2
+

existen dos raices con parte real positiva. De hecho, $—3.82+2= (s— 1)2 -(s+2)=0

N 2) Todos los coeficientes de una fila son cero.

- Cuando esta situacién ocurre, puede afirmarse que el sistema es inestable. Existen raices de igual
valor simétricas respecto a los ejes. Para determinar la ubicacién de las raices que proporcionan la
inestabilidad debe realizarse el siguiente procedimiento:

- Sustituir la fila de ceros por la derivada del “polinomio auxiliar” Pa(s).

Pa(s): polinomio formado por los coeficientes de la fila anterior a la de ceros. Debe indicarse que las
raices de Pa(s) son raices del polinomio caracteristico.

* - Aplicar el procedimiento habitual.

Ejemplo 2.6

£ +2-s7+24.8%+48.52-25.5-50=0

No se verifica la condicién necesaria.
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dado que Pa(s) =2-s* +48.s* =50 = 8-5° +96-5

ds

s° 1 24 =25
$ L 24 —25 st 2 48  —50 :
Algoritmo: | ¢4 o) 48 50 )= s 8 96 , ‘
S 1o o s | 24 50
s’ 11127 i
" | =50 }
dPa(s) L

Existe un cambio de signo = existe una raiz con parte feal positiva. Ademds, pueden obtenerse las .
raices simétricas calculando Pa(s) = 2.5*+48.52-50=0=>s= tlI;s=1j5. La restante raiz se

determina dividiendo el polinomio inicial entre el polinomio auxiliar (obteniéndose s=-2).

Ejemplo 2.7

El criterio de estabilidad de Routh puede utilizarse para determinar el valor miaximo de una ganancia .
para el cual el sistema alcanza la estabilidad critica o limite. Supdngase el sistema en lazo cerrado ;
siguiente: [

R(s) + o] Gs) C(s‘

H(s) |ag——u0

Fig. 2.1. Diagrama de bloques de sistema en lazo cerrado

k- (s+40) | ‘
G(s) = ————; H(s) = |
s (s+10) s+ 20
2
) k(5% +60-5+800)

La funcidn de transferencia en lazo cerrado es: =3 7
R(s) s +30-s"+(200+k)-s+40-k

El rango de valores de ganancia k para el cual el sislema es estable quedard establecido al aplicar el
criterio de Estabilidad de Routh sobre el polinomio caracteristico:

¥ +30-s% + (200 + k)-s+40-k = Se verifica la condicién necesaria para valores de k positiva.

= k<600
0<k<600.

Para k=60

2.4.2 Estab
Se puede de

transferenci:
ok

donde la ec
resoluble y°

En este cas

" numero de’
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s” 1 200+ k
Algoritmo: s* 30 40-k , para que ¢l sistema sea estable
. 30-200—-10-k
s e
30
s° 40-k

= k<600. En conclusidn, el rango de valores de k para los que permanece el sistema estable es:
0<k<600.

Para k=600 el sistema se encuentra sobre la estabilidad 1imite siendo oscilatorio; puede determinarse
la frecuencia de oscilacién calculando las raices imaginarias que la caracterizan. Considerando el
polinomio auxiliar:

V80
Pa(s):30-s2+40-k:0,cuandok:600::>s=ij\/800::>fosc= 5 0 (Hz)
2n

24.2 Estabilidad en sistemas de tiempo discreto.

Se puede demostrar que un sistema discreto es estable cuando posee todos los polos de su funcién de
transferencia en el interior del circulo de radio unidad en el plano transformado Z.

La funcidn de transferencia del sistema de control discreto de la figura se puede expresar:

CONTROL
DISCRETO Z0H PLANTA
R E(s)~ ~E*(s) C
ik A PP T g VO S Y.
- T T
H(s) -
ELEMENTO DE MEDIDA

Fig. 2.18 Diagrama de bloques de sistema de control discreto en lazo cerrado

C(z) _ Gce(z) - GohG(z)
R(z)  1+Gc(z)- GohGH(z)

GLC(z) =

donde la ecuacidén caracteristica del sistema en lazo cerrado 1+Ge(z)GohGH(z)=0 no es facilmente
resoluble y deben buscarse métodos transformados para poder determinar la posicién de sus rafces.

En este caso, la aplicacién directa del criterio de estabilidad de Routh no es iitil, porque determina el
nimero de raices de la ecuacidén caracteristica que se encuentran en semiplano derecho y no en el
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exterior del circulo de radio unidad. Sin embargo, si es posible aplicar el CER tras una transformacion
que convierta el interior y el exterior del circulo de radio unidad en un semiplano izquierdo y un
semiplano derecho respectivamente; a esta transformacion se le denomina transformacion bilineal.

* Transformacion bilineal.

La definicién de la transformacién bilineal no es tnica; sin embargo, la mds conocida se realiza - Pued
ued
T :
I+ —w 2 41
mediante el cambio de variable: z = 2 TW = —- . (2.9)
-t w T z+1

La transformacién del circulo de radio unidad ofrece el resultado:

C2.z-1_ 2 &1 Se“(‘”Tz)

.2
VET LA T 4 —J¥'c05(w%)

dond

Fig. 2.19 Relacién entre los planos S, Zy W

@, 100 -
aplice,

obten

o] 0.5 1 1.5 2 25 3 350
®F ()

Fig. 2.20 Relacion entre los ejes imaginarios del plano S y del plano W
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En conclusién, el circulo de radio unidad del plano Z se transforma, mediante la transformada bilineal,
en el eje imaginario del plano W, de manera que puede aplicarse en dicho plano el criterio de
estabilidad de Routh para detérminar la estabilidad de un sistema discreto.

Ejemplo 2.8

Puede analizarse la estabilidad del sistema discreto de la siguiente figura

CONTROL
DISCRETO Z0H PLANTA
E(s_EX(s . C
R e O ey =" coiy | o] aw |
S S T
H(s) -
ELEMENTO DE MEDIDA

Fig. 2.21 Diagrama de blogues de sistema de control discreto en lazo cerrado

donde:

k
Ge(z)=1; H(s) = 1; G(s) =——; T=0.1 seg.
‘ s-(s+1)

para ello, debe encontrarse la funcién de transferencia en lazo abierto como:

_ - Ts -
l1-e k _ (l—z_l)-Z _ k —k- 0.0048z + 0.00468
s“-(s+1)

Gra(z) = Z[ - .
S s-(s+1) (z—-1)-(z-0.905)

aplicando la transformada bilineal:

. |
2% 4005w L -0.00016w> - 0.1872w +3.81
7= = - GLA(W) = k . 3
=X, 1-005w 381w +3.8w
2

obteniendo la ecuacién caracteristica: 1+ GLA(w) =0

(3.81-0.00016-k)- w? +(3.8—0.1872-k)-w +3.81-k =0
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El resultado, aplicando el criterio de estabilidad de Routh, indica que el sistema es estable para los
valores de k: 0<k<20.3. En concreto, para k=20.3 se pueden obtener los puntos de corte con el eje
imaginario en plano W para, posteriormente, determinar la frecuencia de oscilacién del sistema
discreto. Asf, considerando del polinomio auxiliar:

(3.81—0.00()16v20.3)~w2 +381-203=0= w =1j45075

. . 2 _4fowT) 2 _[45075-01
La frecuencia de oscilacién es: w= ; tg —2— = 6— -tg ———2— = 4433 rad/seg;
A

resultado muy parecido a la frecuencia que se obtenfa en plano W debido a que la frecuencia de

mucstreo es suficientemente elevada (s = 2% =6283 rad/seg.).

Debe observarse que, asi como un sisterna continuo de segundo orden con realimentacién unitaria
siempre es estable (partiendo de un sistema en lazo abierto estable), un sistema discreto no tiene por
qué serlo debido al efecto desestabilizador de! periodo de muestreo. En concreto, realizando el mismo
ejemplo con un periodo de muestreo mayor (por ejemplo T=1 seg), el margen de valores de ganancia
para garantizar estabilidad disminuye (0<k<2.39).

2.5 Analisis en régimen estacionario.

Un sistema lineal estable alcanza el régimen o estado estacionario cuando, al ser excitado por una
sefial de entrada, la respuesta transitoria decae a cero.

En sistemas de control, la precisién o exactitud del sistema se convierte en una de las especificaciones
mis importantes que verificar; el sistema de control debe 'seguir' la sefial de referencia en estado
estacionario del modo mdas preciso posible. Por esta razdn, en sistemas de control en lazo cerrado se
obtienen las expresiones de los errores estacionarios del sistema en funcién del tipo de sefial de
referencia introducida y de las funciones de transferencia que contiene.

Analizando el diagrama de bloques de un sistema en lazo cerrado se obtiene la sefial de error como:

R(s)
E(sy=——
1+ GLA(s)

. . ‘R
Se define el error en estado estacionario: ess = lime(t) = lims- E(s) = hmiﬁ—
f—>c0 s—0 s—01 + GLA(S)

Particularizando para los diversos tipos de entradas:

* Error estacionario de posicion:

1
r(t) = u(t) —)essp="1+—k; (2.10)

2. Andlisis rempora

* Error estacion:

* Error estacionz

Obsérvese que,

correspondiente ¢
la funcidn de tran
frecuencia cero) 1
la funcién de tran
un elemento integ

Por dltimo, sefial;
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Andlogamente al ¢
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* Error estacionar
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kp = lim GrLA(s) — coeficiente de posicién.
s—0

* BError estacionario de velocidad:

1
r(t) = t—)essv=k— 2.1

v

kv = lim s - GLA(s) — coeficiente de velocidad.
s—0

* Error estacionario de aceleracidn:

t? 1
r(t) = = — €ssa = k_ 2.12)

Z a

ka = lim s* -GLA(s) — coeficiente de aceleracidn.
5—0

Obsérvese que, cuanto mayores son los coeficientes de error, menor es el error estacionario
correspondiente cometido. El error en estado estacionario en lazo cerrado puede obtenerse a partir de
la funcién de transferencia en lazo abierto, de modo que, cuanto mayor es su valor en continua (para
frecuencia cero) menor es el error cometido. Para poder eliminar el error de posicion es necesario que
la funcién de transferencia en lazo abierto contenga un polo en origen; en este caso se dice que existe
un elemento integrador en dicha funcién.

Por dltimo, sefialar que este error estacionario no es mas que el valor que adquiere la sefial de salida
del detector de error en estado estacionario. En el caso en el cual la realimentacién fuese unitaria,
coincidirfa con la diferencia que se tendria en estado estacionario entre la sefial de referencia y la sefial
de salida del sistema. Si la realimentacién no es unitaria, existird un factor de proporcionalidad entre
ambas sefiales que vendrd determinado por el elemento de medida.

Las expresiones de los errores estacionarios de un sistema de control discreto en lazo cerrado son:

R(z)

Analogamente al caso anterior: Seiial de error: E(z) = ———
1+ GLA(2Z)

o , . ; . (1-27h.
Error en estado estacionario: ess = lim e(kT) = lim(1-z l) -E(z) = llm(—z—)———R(—Z)
K—3eo z—1 -1 1+ GLA(z)

* Error estacionario de posicién:

r(t) =u(t) —> essp = 2.13)

+kp
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kp =limGra(z) — coeficiente de posicién.
z—]

* Error estacionario de velocidad:

r(f)=t —essyv=-—— (2.14)
kv
kv = lim —Z;l -GLA(z) — coeficiente de velocidad.
z—=l T
* Error estacionario de aceleracidn:
,
t N
! (2.15)

r(t) =7—> €ssa = ——

a

2
. -1 . .
ka = hm—(E——) -(GLA(z) — coeficiente de accleracidn.

21 T2

Ejemplo 2.9
La figura 2.29 muestra los elementos de un control automético de ganancia (CAG) que se utiliza para

mantener constante el nivel de salida de un amplificador.

. Amplificador
E
= de Ganancia Eo d
Variable (K)

ry

Filtro Pasa-Bajos - Vee

Fig. 2.29 Diagrama de un control automadtico de ganancia (CAG)

donde:
Ei = Amplitud de la seiial de entrada (Volts).
Eo = Amplitud de la sefial de salida (Volts).

Egc = Tensidn de control de la ganancia variable (Volts).

La amplitud de la sefial de entrada Ei se multiplica por la ganancia variable K (quc es funcién de la
tensién de control de ganancia Egc) para obtener la amplitud de la sefial de salida Eo (Eo=Ei-K).

2. Andlisis temy
e

La figura 2.3

donde: K[Eg

Este sistema e;
un modelo incr

A(20 log

Donde, en este c.
Obiener:

1.- La funcién d¢
2.- La frecuenciz
3.- Las funcione’

A;
AQ20-
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La figura 2.30 muestra el diagrama de bloques resultante del CAG:

Ei

K(Egc]

Eo

B 1
1+st

-ka
R1+R2

+ Er

v

R1
R2

Fig. 2.30 Diagrama de bloques de un CAG.

donde: K[Egc]=d-e "B

Este sistema es altamente no lineal (debido a la ganancia variable), pero puede linealizarse utilizando
un modelo incremental para obtener el diagrama de bloques lineal de la figura 2.31.

A(20 log Ei) (dB —
(20 log £ (dB) 30 | 0.1151Fo (volts/dB) AFo |
+
A20 log Egc) (dB)
d(20log K[Egc
__(___g[~g])(dg/ volts)
dEgc
1 ( R2 )ka ¥~ AEr (volts)
xa le O
1+st R1+R2

+

Fig. 2.31 Modelo incremental de un CAG.

Donde, en este caso, Fo es el valor deseado de la amplitud de la sefial de salida (Eo = Eozt AFo0).

Obtener:

1.- La funcién de transferencia en lazo abierto.

2.- La frecuencia de transicién del sistema. (Corte por O dB del médulo de la funcién en lazo abierto).

3.- Las funciones de transferencia:

AFEo

[ Y —
A(201log Ei)

cuando AEr=0
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AEo

cuando A(20logEi)=0
r

Determinar el valor de AEo en estado estacionario, en ambos casos, cuando las entradas son tipo
escalén.

4.- Considerando los valores de los parametros siguientes: b=1, R2=R1, C=100nF, y que la fuente de
alimentacidn estd perfectamente regulada, determinar los valores de la ganancia del amplificador
ka v la resistencia del filtro pasa-bajos R si se desea una amplitud de salida Eo=5 V £ 5 mV
cuando la entrada Ei varfa de forma tipo escaldn entre | mV y 1 Volt y la constante de tiempo del
sistema en lazo cerrado debe ser de 40 ns.

5.- Describir brevemente el funcionamiento de este sistema. ;En qué aplicaciones puede utilizarse?.
Razonar la respuesta.

Solucion:

1.- Recordando que no es posible oblener una caracterizacién dindmica de un sistema no lineal a
través de una funcidn de transferencia, se ha obtenido una descripcidn lineal del sistema mediante ¢l
modelo incremental del mismo. La funcidn de transferencia en lazo abierto es tnica y es el resultado
del producto de todas las funciones de transfercncia del lazo del sistema.

0.1151-ka _
Definiendo: ko = Sle .[_ d(20log K)]' E
14— dEgc
dado que:
. a~b-Egc
_d(QOIOgK) :_d(2010g(d [ )):_ [2010gd—bEgCQOIOge]zbZOlogc
dEgC dEgC dEgc
1151-ka =
En conclusién: ko = Q%IL.EO,b 20loge
1+ —
R2

o . : ko
Funcioén de transferencia en lazo abierto: GLA(S)\Z —1———
+7T-5

. . - . .y ko
2.- Dado que €l sistema es de primer orden, la frecuencia de transicidn es: @ = —
T

3.- El modelo incremental es lineal, como hemos mencionado anteriormente, y por ello permite
aplicar superposicidn para obtener la expresidn de la sefial de salida en funcién de las sefiales de

entrada.

2. Andlisis te

Funciones

AEo
A(201og

Valor estac

Debe obset
referencia

Valor estaci

Debe obser
variaciones
amplitud de

4.- Disefio: 7
-V
- L
-A

-Ei
- sz
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-

Funciones de transferencia:

AEo

¢ — ————  cuando AEr=0
A(201og Ei)

AEo  0.1151-Eo_ 0.1151 Eo-(1+71-s)
A(20logE) |, ko Ko+1+7T-s
I+t-s

Valor estacionario ante entrada tipo escalén:

o AEo ' _0.1151-Eo :>AEOSS=0'1151'E°.A(201ogEi)
s—0 A(20log Ei) ko+1 ko+1

Debe observarse que: ko T= AEoss — 0, es decir, que para una ganancia elevada, si la fuente de
referencia no fluctia (AEr=0), no existirdn variaciones de amplitud en la sefial de salida.

© cuando A20logEi)=0

AEr
ko
AEo _ l+Ts _ ko
AEr |, ko kKo+1+1T-s
I+7-s
Valor estacionario ante entrada tipo escalén:
1 AFo = ko = AFEoss = AErss
s50 AEr  ko+1 ko+1

Debe observarse que: koT = AEoss — AErss, es decir, que para una ganancia elevada, si no existen
variaciones en la amplitud de la sefial de entrada (A(20logEi)=0), podemos reducir las variaciones de
amplitud de salida tnicamente a la variacién debida a la fuente de referencia (AEry).

4.- Disefio:

- Valores de los pardmetros: b=1, R2=R1 y C=100nF.

- La fuente de alimentacidn estd perfectamente regulada, lo cual implica que AEr=0
- Amplitud de salida Eo=5 V £ 5 mV, lo cual implica Eo =5V, AEo=5mV .

- Ei varia de forma tipo escalén entre | mV y 1 Volt, lo cual implica AEi=1000.

- La constante de tiempo del sistema en Lazo Cerrado debe ser de 40 ns.
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0.1151-Eo

AEi=1000 = 20log AEi=60dB AEossz———l—-A(201ogEi)
o+
5.0 = X115 o L 10 = 6.905.10°
ko+1
ko= 2B o 0loge = ke=2762.7
R1
1+ —
R2

Constante de tiempo del sistema en Lazo Cerrado:

Tie=—— =40nseg =4-10° = 1=27624-107
Kot 1

T=R-C = R=27624Q

5.- En conclusién, se puede deducir que este sistema es valido para obtener sefiales dc salida dentro de
un determinado margen de valores dependientes de la buena regulacién de la fuente de alimentacién;
evitando el riesgo de variaciones provenicntes de la sefal de entrada. La ganancia del sistema se
autoregula para lograr mantener el valor final de salida aproximadamente constante, de este modo este
sistema es util para aquellas aplicaciones en las cuales la sefial de entrada sea muy variable o de

amplitud poco predecible.

2.6 El lugar geométrico de las raices (L.G.R.).

Debido a la necesidad de conocer los polos de un sistema en lazo cerrado, ya que determinardn las
caracteristicas bdsicas de la respuesta transitoria, se desarrolla el método del lugar geométrico de las
Raices (también denominado Lugar de Evans). Este método permite ubicar ¢n un grafico los polos de
un sistema en lazo cerrado a partir del conocimicnto de los polos en lazo abierto, en funcién de un
pardmetro variable. Para ello considérese la ecuacidn caracteristica de un sistema en lazo cerrado:

1+ Ge(s)G(s)H(s) = 0= 1+ GLA(s) =0 = GLA(s) =-1.
La resolucién de esta ecuacién implica la verificacién de dos condiciones:

- Condicién de angulo: fase{GLA(s)} = 1800(2X+ 1); AeN (2.16)

- Condici6n de médulo: |Gra(s)| = 1 ‘ 2.17)

Debe observarse que, de este modo, se pasa del estudio del sistema en lazo cerrado al estudio de
caracteristicas del sistema en lazo abierto, lo cual debe permitir mayor facilidad en el célculo.

2. Andlisis tempo
—_

Se define el |
veritica la con

En conclusidn,
en lazo cerrade
para un valor d

S que no perte
dngulo, aunque

donde: Gra(s)

proporciona 10s

2.6.1 Reglas de

Dado que los p
sus complejo-cc

1) Trazar cl diag

Ecuacién caracte

I'+ G

2) Puntos de inic

El trazado del 1y
ceros en lazo ab
sentencia resolvi

- Inicio en polos
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Se define el lugar geométrico de las raices como el conjunto de puntos del plano S en los que se
verifica la condicién de dngulo.

En conclusién, un punto que pertenece al lugar geométrico de las raices es un posible polo del sistema
en lazo cerrado; para ello inicamente es necesario validar la condicion de médulo, y ésta se cumplird
para un valor determinado de la ganancia del sistema en lazo abierto. Sin embargo, un punto del plano
S que no pertenezca al LGR no puede ser polo en lazo cerrado porque no verifica la condicién de

dngulo, aunque varie la ganancia del sistema en lazo abierto. De este modo, variando el parametro k,
S+ z1).....(S + zm) o .
donde: Gra(s)=k- ( ( ; 0 <k <o, selogra trazar el lugar geométrico de las raices que
(s +pb..... s+ pn) '

proporciona los valores de los polos en lazo cerrado en funcién de k.

2.6.1 Reglas de construccion del LGR.

Dado que los polos y ceros complejos de la funcién de transferencia en lazo abierto tienen asociados
sus complejo-conjugados, el LGR sera simétrico respecto al eje real.

1) Trazar el diagrama polos-ceros en lazo abierto.

Ecuacién caracteristica:

m m-1
I+GLA(S)=0:>1+b0 s +bi-s |+W+bm :0:>1+k-(s+ZU ..... (S+Zm):
ao-s" +al-s" T + ... +an (s+pb....(S+ pn)

donde: s=-zi son ceros y s=-pi son polos en lazo abierto
2) Puntos de inicio y final del LGR.

El trazado del lugar geométrico de las raices se inicia en los polos en lazo abierto y finaliza en los
ceros en lazo abierto (en este caso, deben considerarse los ceros infinitos). Puede demostrarse esta
sentencia resolviendo:

- Inicio en polos en lazo abierto:
..... . . 1
Gtzn..Stzm 1 _ .z Shzm |0 T
(s+pb.....(s+pn) k k-0 (s+ph..(s+pn)| k=0 k

para que la expresién anterior sea cierta es necesario que s — —pi
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En conclusién, los polos en lazo cerrado coinciden con los polos en lazo abierto cuando k=0. Debe
indicarse que, l6gicamente, este efecto es relevante Gnicamente a nivel analitico, dado que no es

posible tener k=0 a nivel real.

- Final en ceros en lazo abierto:

(s+ zD.....(s + zm) I . s+ zy...(s+zm) . 1
- e o lim——— |=1lim|-—|=0
(s+pu.....(s +pn) k koo (s+py...(s+pn) | ko= k

Para que la expresion anterior sea cierta es necesario que s — —zids — e (en ¢l caso para el cual el
grado del denominador sea mayor que el grado del numecrador).

En conclusidn, los polos en lazo cerrado coinciden con los ceros en lazo abierto cuando k—eo. Asf el
lugar geométrico puede tener ramas que finalicen en infinito; ahora bien, dado que el sistema es causal

nunca puede iniciarse el LGR en infinito.
El LGR se origina en los polos en lazo abierto y finaliza en los ceros en lazo abierto (finitos e

infinitos). El nimero de ramas del lugar geométrico indica el nimero de polos en lazo cerrado y
coincide con el nimero de polos en lazo abierto y el niimero de ceros en lazo abierto (finitos e

mfinitos).
3) Lugar geométrico de las raices sobre el eje real.

Los polos y ceros complejo-conjugados no afectan en la evaluaciéon del LGR sobre el eje real, dado
que en su contribucién suman miltiplos de 360°. Observando, tnicamente, los polos v ceros en lazo
abierto sobre ¢l ¢je real, puede aplicarse la siguiente consideracion: un punto del eje real pertenece al
LGR cuando el niimero de total de polos y ceros a su derecha es impar (la suma angular total serd un

mdltiplo de 180°).

A

jo
k)( AR jan
s
<
/ ‘
~ " -
. -O. c
N '
\\ /_‘_
VO

Fig. 2.32 Contribucion angular de polos complejos-conjugados sobre un punto del eje real
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4) Asintotas del LGR.

El estudio asintético se realiza para |s — e. En ese caso, las contribuciones angulares por parte de
todas las raices son pricticamente iguales, y existe un efecto de cancelacién de contribucion angular
entre polos y ceros. De este modo, la expresién de los dngulos de las asintotas vendra dada por:

) +180° - (21 +1)
ZLAsintota = ————— (2.18)
n—-m
donde: n y m son los grados de denominador y numerador de la funcién de transferencia en lazo
abierto, respectivamente, y A es un nimero natural.

NS T~ o
“ > v I
.
AN ~.
AN L
O .
. ‘ o
N
Ve
{
Fig. 2.33 Contribucion angular sobre una asintota
Para demostrar esta expresion debe considerarse la ecuacién caracteristica:
Ge(s)G(s)H(s) =-1= Gra(s) = -1
+ zu..... + . S+ zh..... s+z k
stz (s Zm):-I: K. lim ( Yoorr(S + Zm) 5
(5+pu.....(s+ pa) s—=eo| (S+ph.....(S+ pn) s

Recordando la condici6n de dngulo: fase{ } =+180°(2A+1), Ae N

n-m
S

: +180°(2A+1)
fase{s} = ———; Xe N
n—m
+60°  A=0
_ ) +180°(21+1) o
Asi, si por ejemplo: n-m=3; fase{s} = - 1807 A=1

£300° =+60° A=2




Teoria de control. Disefio electronico

86

El punto de interseccién de las asintotas con el eje real, necesario para poder realizar el trazado de las
asintotas, viene dado por la expresién :

n m
PREDI
i=1 j=1

a = ———m

o (2.19)
n—m
Ajm 7
X —
' e
I
o
\ —n\ >
Ga . c
S
~
~
x ~

~
.
~

Fig. 2.34 Ubicacion de las asintotas

Debe observarse que en el caso de n-m=1, esto es, poseer Gnicamente una asintota, no debe calcularse
el punto de interseccién, dado que todo el eje real constituye la propia asintota.

5) Puntos de ruptura.

Por definicién, un punto de ruptura en el LGR corresponde a una raiz maltiple de la ecuacidén
caracteristica, esto es, un punto de ruptura implica un polo en lazo cerrado midltiple. Debe resaltarse
que los puntos de ruptura pueden ser reales o complejo conjugados. Los puntos de ruptura pueden
dividirse en puntos de ruptura de dispersién (en los cuales el valor de k alcanza un maximo relativo) y
puntos de ruptura de confluencia (para los cuales k alcanza un minimo relativo).

Para determinar el procedimiento de cdlculo de puntos de ruptura, se realiza la evaluacién de k cuando
aparece un punto de ruptura sobre ¢l eje real, diferencidndose los casos:

1. LGR sobre ¢je real entre dos polos. En este caso, el punto de ruptura aparece cuando k alcanza un
mdximo relativo, determindndose segin Ja expresién:

14Ga(e) = 0= 14 k- SEEnCFIm gy BO) oy BO)
(s+pb.....(s+pn) B(s) A(s)

?Tk =0=5 B'(s)- A(s)~ A'(s)-B(s) = 0

S

2. Andlisis tem

Las solucior
real y posit
ruptura com

2. LGR sobr
minimo rela

3. LGR sob:
! de ruptura,

‘} k evalu
ke

6) Puntos de «
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1~ Sustituir s:Z

1-
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A

k evaluada sobre eje real ?k evaluada sobre eje real

| koo ko |

kmax
L =T

Las soluciones de la ecuacion anterior son puntos de ruptura si pertenecen al LGR y la k asociada es
real y positiva. Obviamente, las soluciones de la ecuacién anterior pueden proporcionar puntos de
ruptura complejo conjugados.

2. LGR sobre eje real entre dos ceros. En este caso, el punto de ruptura aparece cuando k alcanza un
minimo relativo, determindndose andlogamente al caso anterior.

3. LGR sobre eje real entre cero y polo. En este caso, existe la posibilidad de que no aparezcan puntos
de ruptura, o bien, que existan en pares de dispersién y confluencia.

A k evaluada sobre ejereal kIﬂéX

[ ke

b &
i J

Fig. 2.35 Andlisis de puntos de ruptura sobre el eje real

6) Puntos de cruce del LGR con el eje imaginario.
Métodos:

I- Sustituir s=j en la ecuacion caracteristica, igualando parte real e imaginaria a cero.

Re(w) =0

1+ G(G)HG) =0= 1+ GGoH(jw) = 0 = Re(w) + jIm(w) =0 = {
: Im(w) =0

Y
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2- Aplicando el algoritmo de Routh, anulando una fila de coeficientes. Ejemplo 2.10

Por ejemplo: s +b-s*+c-s+k-d=0 Calcular el LGR

s° 1 c 1) Polos y ceros
b-c—k-d b.c

2 .
Algoritmo: § b k-d , anular filas — b =0=k= o 7=
| b-c—k-d k=0 Ceros: , _w;;
S —_— 2770

b

S0 k-d 2) LGRenel Cj:

Polinomio auxiliar: Pa(s)=b- Z4k-d=0=s= ij\/g

7) Angulos de arranque y llegada.

e arranque del LGR de los polos en lazo abierto y los dngulos de llegada del LGR a los
ceros en lazo abierto se determinan a partir de la distribucién del diagrama polos-ceros en lazo abierto.
Para ello, se presupone un punto perteneciente al LGR suficientemente cercano a la singularidad sobre
la que se quiere determinar el 4ngulo de partida o llegada como para poder considerarlo en la misma
posicién que la propia singularidad; de este modo, al aplicar la condicién de angulo todas las n= 4 (° de polé
contribuciones angulares serdn conocidas exceptuando el dngulo de arranque O llegada incégnita.

Los 4ngulos d

3) Asintotas

A ‘ 180

027 i® 3 fase{s}=——

K P2, T . 4) Interseccién

ol \ 01 IR < 80
s % 2 R
. VSl i "
7A . Pl PO ©

: o 5) Puntos de n

>'®f : Al no existir n.

. puntos de ruptu

P3

Fig. 2.36 Andlisis de los dngulos de arranque 6) Angulos de
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Ejemplo 2.10

k‘(s—%)

Calcular el LGR de un sistema con Gra(s) =
52 (s +1%-s+7)

1) Polos y ceros en lazo abierto.

Ceros:{ ! A Polos: 15 0
7y = oo triple P23 = —A— j2.06

2) LGR en el gje real

)
Fig. 2.37 LGR sobre el eje real

3) Asintotas

n= 4 (n° de polos finitos) y m=1[(n° de ceros finitos)

+180° (24 + 1 N
fase{s} = ———3——~) = +180°

4) Interseccidn de las asintotas con el eje real.

n m

Spi- 2z 5/ 5/ . 2

! L (O+ O—A+12.06—A—12.06)~A
4-1

=-133
a n—m

5) Puntos de ruptura.

Al no existir ninguna rama entre polo y cero, no se cumple la condicién necesaria para que exista
puntos de ruptura. Por tanto sélo se calcularan al final si las condiciones geométricas lo requieren.

6) Angulos de arranque y llegada
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A continuacion se calcula el dngulo de arranque de ias ramas de los polos complejo conjugados. Para A continuacidn se
ello, en el polo — % + j2.06 se toma un punto P de su entorno tal que Pe LGR. e k=0anulalaf

fase{P} = 0, —[2-0, + 0, + ;] = £1802-A +1) * Sebuscaelva

Calculo de ¢,
0 2.06 R
180°—¢, = arctgl—.é—7 = ¢, =129
Calculo de 6, A continuacidn se

2.06
180°-6, = arctg - =5 6, = 1368°

(1)3=90D
Calculo de ¢,
+180°(2-A +1) = 1368°—[2-129°+¢, +90°| = ¢, = —31.2°
7) Puntos de cruce con el eje jo. El LGR cortari al
Para encontrar el punto de cruce del LGR con el eje jo se utiliza el criterio de estabilidad de Routh. e Para la fila s’

puntos de cort
Se busca la ecuacidn caracteristica:

s“+1os3+72+k 2k 0
— s s——k =
3 3

Se aplica el algoritmo de Routh.

-

st 1 7 -=k
: 10
s 3 k
s? —ﬁ %k

10 3

3k° 83
0ok

s' , T Ejemplo 2.11

10 ,

| o 2 Calcular el LGR

s -—k !

3 )

1) Polos y ceros
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A continuacién se busca una k que anule alguna fila.
e k=0 anula la fila s°. Pero esto indica que hay un polo en el origen que ya era conocido.

e Se busca el valor de k que anula la fila s

3k* 83
-——+—k=0= k=307
10 9

A continuacién se busca las raices del polinomio auxiliar a esta fila.

—221s* - 2046=0= s, , = +3.04

El LGR cortard al eje j por £j3.04.

e Para la fila s? no hay un dnico valor de k que anule a la fila, por tanto no habra otros posibles
puntos de corte.
Eje imaginario
4

3_

2._

o
A

Eje real

Fig. 2.38 Lugar geométrico de las raices.

Ejemplo 2.11

k-(s+2)

Calcular el LGR de un sistema con GLA(s) = 5
(s+1)*

1) Polos y ceros en lazo abierto.
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C 2 =2 Jos: {— 1 dobl
€ros. Z2 :OOdOble pO 08— oole

2) LGRenel eje real

jo

Fig. 2.39 LGR sobre el eje real

3) Asintotas

n= 2 (n°® de polos finitos) y m=1(n° de ceros finitos)

fase{s} = —————= +540=+180° A=1

| +180°(24 +1) ][ +180° A=0
1

La Gnica asintota es el eje real negativo.

4) Interseccién de las asintotas con el eje real.

Serdn todo los puntos del semieje real negativo.

5) Puntos de ruptura.

Existe una ramé entre dos ceros, por tanto existird como minimo un punto de ruptura.
De la ecuacién caracteristica:

—(s+ 1)2
(s+2)

de s+ s+ -(+1)"

ds (s+2)°

s
s? ~+4s+3=0:>{

Los dos puntos pertenecen al LGR y poseen k(s“)= Oy k(srz) =4 mayores o iguales a cero y por

tanto son puntos de ruptura.

2. Andlisis tempora
_

6) Angulos de
Angulo de llegg

An gulo de arrar

7> Puntos de cr
Para encontrar e

Se busca la ecua

Se aplica el algo

-A continuacién s

[ k:——l anul;
2

e k=-2anula

Se comprueba qu
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6) Angulos de arranque y llegada.
Angulo de llegada a los ceros: +180°

Angulo de arranque de los polos:
0, - 20, =£180°= ¢, =£90°
6,=0°

7) Puntos de cruce con el eje jo.

Para encontrar el punto de cruce del LGR con el eje jm se utiliza el criterio de estabilidad de Routh.

Se busca la ecuacién caracteristica:
$+(k+2)s+2k+1=0
Se aplica el algoritmo de Routh:

§? 1 2k +1
s! K+2
s | 2k+1

A continuacién se busca una k que anule alguna fila.

¢ k= _% anula la fila s°. Pero esto no es posible.

i » k =-2 anulalafilas'. Pero esto no es posible.
Se comprueba que no corta con el eje jo.

Eje imaginario

3

(o] —_
T

.!

<

g

'

: _—

3 A L \ ;
-4 -3 -2 -1 0 1
Eje real

Fig. 2.40 Lugar geométrico de las raices
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Ejemplo 2.12

Considérese el siguiente sistema correspondiente a un intercambiador de calor descrito por la funcién
de transferencia G (s)

+ Ts

—> N K-Gi(s) >

1
G 1 (s) =~
S
Fig. 2.41 Diagrama de bloques de un intercambiador de calor.

I -T PR
El término € es el retardo provocado por el sensor de temperatura que estd fisicamente un poco
mas abajo del intercambiador, de modo que su lectura se retarda T seg.

Se desea construir el lugar geométrico de las raices para un valor fijo de T. Para ello:

1.- Escribir la ecuacién caracteristica del sistema.
2.- Encontrar las condiciones de dngulo y médulo.

3.- La ecuacidn caracteristica del sistema tiene un nimero infinito de raices por ser una ecuacién
transcendental. Determinar el nimero de ramas del lugar geométrico de raices.

4.- Demostrar que la ecuacién que determina los puntos donde el LGR cruza al eje imaginario en

frecuencias positivas es:

1
0= ¥|}72£ +A- 271} , y calcular dichos puntos para A=0,1,2.
Recordar que el LGR es simétrico respecto al eje real del plano s.
5.- Demostrar que los puntos del LGR para K=0 estdn en los polos de G{(s) y/0 0 = - oo, (s=0+j).

Dibujar el LGR sobre el eje real, indicando las direcciones de las ramas y la posicién de los polos
en lazo cerrado en K=0.

6.- Demostrar que los puntos del LGR para K= estin en los ceros de G(s) y/0 o= (s = o+jw).
Las asintotas del LGR son infinitas en nimero y todas ellas paralelas al eje real en el plano S.

7.- Demostrar que los puntos de cruce de las asintotas con el eje imaginario positivo vienen dados por

las expresiones:

¢ Asintotas para g=-oc; 0=—

2. Andlisis temporal

® Asinic

Calcular las

Considerar:

8.- Los puntos ¢

ruptura,

9.- Dibujar el Lu,
Solucién:

1.-

Condicién de méi

Condicion de dng

3.- Si la ecuacidn,
polo en lazo cerra

4.~ Los puntos d0:

Por tanto aplicanc

fase{ Gl(s)}):
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1 i
e Asintotas para G=co; ®= ¥[n +27A | !

Calcular las asintotas para A=0,1,2. iN

Considerar: Fase[G 1(s)]=-180°[s=-co+j

Fase[G1(s)]=0°|s=co+j® i

d[Gx(s)K e"TS]
8.- Los puntos de ruptura del LGR deben satisfacer ——d—-——~:0. Calcular los puntos de
S

ruptura.

9.- Dibujar el Lugar Geométrico de Raices completo.

Solucién: i

_ K _ Z i:

.- 1+KGiI(s)e T =0; 1+—e =0 |

S i

lli

2.- $=0 +j® il
1+Ke "7 9TG(s) =0

Ke e TGi(s) = -1 |

1

Condicién de médulo:  Ke™"°|Gi(s)| = 1 o

Condicién de dngulo: ~oT + fase{G1(s)} = £180(2A + 1)

fase{G1(s)} = £180(2A + 1)+ T

3.- Si la ecuacion caracteristica tiene infinitas raices, habrd infinitos polos en lazo cerrado, y para cada
polo en lazo cerrado habrd una rama. Por tanto habr4 infinitas ramas.

4.- Los puntos donde el LGR cruza al eje imaginario tiene que cumplir la condicién de dngulo.

Por tanto aplicando la condicién de dngulo a los puntos s=j® podremos encontrar (.

fase{G1(s)}| -90  -90=*180(2A +1)+@T w= %[—90$ 180(22 +1)]

s=jo =

© = =[-90-+ 180(24 +1)] = iF + }»Zn}
T T|2
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1 13
Descartamos la solucion (1):¥[—90—180(2X+1)]:—¥[—2£+?»2RJ, porque hemos aplicado la

condicién de dngulo a frecuencias positivas.

1
Por tanto con ® = —(E +A27
T| 2

A=0 = (o:—n— 7»:1:;\(1)=lSE rA=2 = mzi
T 2T 2T

5.- Aplicamos la condicién de médulo.

1

e_To‘Gl(s)l =<
SiK—0 = ¢ O|Gis)| = oo
Por tanto s tiende a los polos de G1(s) é ¢ tiende a -oo.
Para el eje real el LGR es:

=0

< _

6.- Aplicamos condicién de médulo:
—To G 1
e ] l(s)| =X

SiK— e = e '°|Gi(s)[ =0
Por tanto, s tiende a los ceros de G1 (8) 6 & tiende a oo,
7.- Los puntos de s=-co+jw deben pertenecer al LGR y por tanto cumplir la condicién de dngulo.

e Puntos g— -co

fase{G1(s)} = £180(2A + 1)+ 0T; —180 = £180(2A + 1)+ T

Para: —180 = -180(2X +1) + T

2. Andlisis rempo
—_—

Para: —180 =

Como calculan

Tendremos asir

A=0

* Puntos g—

Para: 0= —180(2

Para: 0= +180(2‘

Como calculamos ;

Tendremos asintot:

A=0 =
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Para: —180 = +180(2A +1) + T

o= ——;—[360+360}»] = _2n(1+})

Como calculamos sobre el eje positivo, descartamos frecuencias negativas.

i 27A
Tendremos asintotas para 0— -0 en ® = ——

=0 = 0=0 A=l = ngTE A=) = (n=4—7t

s Puntos c— o

fase{G1(s)} = £180(2% + 1)+ wT
0=£180(2% + 1)+ wT

Para: 0=-180(2A +1)+wT
0= %[130(% +1)]= %[n +2m]
Para: 0=+180(2) + 1)+ wT
W= ~i[180(2}» +1)]= ——l—[n +2mA ]
T T
Como calculamos sobre el eje positivo, descartamos frecuencias negativas.

1
Tendremos asintotas para 0— -0 en ® = —;[TC + 271:)»]

A=0 = (JJ:E X:l:m=3—n A=2 = mzs—n
T T T

i Ke—Ts
ds

=0 e B (Ts+1)=0 s=——
s




98 Teoria de control. Disejio electrénico

/T /____’_-—————

%y

T

Fig. 2.42 Diagrama del lugar geométrico de raices.

2.6.2 Evaluacion de Ceros en lazo cerrado.

La determinacién de los ceros en lazo cerrado debe realizarse cuidadosamente, dado que no aparecen
de un modo directo en el LGR y su influencia es importante en la respuesta del sistema. Observando
las topologias que se muestran en la figura 2.26, puede decirse que los ceros en lazo cerrado son los
ceros en lazo directo conjuntamente con los polos del elemento de medida.

R(s) + k(s+2) C(s)» R(s) + k(s+2) 1 C(s)ﬁ
) (s+1) i (s+1) (s+1)
1
gt
(s+1)

Fig. 2.43 Evaluacion de los ceros en lazo cerrado
Las funciones de transferencia en lazo cerrado de los sistemas descritos son:

C(s) B k-(s+2)

CGs)  k-(+D):(5+2)
R(s) (s+D>+k-(s+2)

R(s) (s+ D)% +k-(s+2)

Los dos sistemas tienen la misma ecuacidn caracteristica, lo cual implica que tienen los mismos polos
en lazo cerrado para el mismo valor de k. El trazado del lugar geométrico de las raices es el mismo.,
pero los ceros en lazo cerrado son diferentes debido al efecto de la funcién de transferencia del

2. Andlisis tempo

elemento de r
estructura con

Interesard min
ello, deberd a
cerrado. En c
menores que |
rdpidamente la

2.6.3 Aspectos

1. Efectos de ac

La adicién de
del plano S ti
manteniendo la
Eje imaginar

2

1.5]

1

0.5
.

-0.5)

La adici6n de un.
del plano S tiene
sufre un efecto co’
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elemento de medida. De este modo, para conocer }os ceros en lazo cerrado es necesario observar la
estructura concreta del sistema.

Interesard minimizar el efecto del cero de lazo cerrado introducido por el elemento de medida; para
ello, deberd alejarse substancialmente del eje imaginario del plano S respecto a los polos en lazo
cerrado. En conclusién, los polos del elemento de medida deben tener constantes de tiempo mucho
menores que las caracteristicas de la planta, esto es, el elemento de medida debe “‘procesar” muy
riapidamente la informacidn respecto a la respuesta transitoria de la planta.

2.6.3 Aspectos importantes de construcciéon del LGR.

1. Efectos de adicién de polos y ceros.

La adicién de un polo a la funcién de transferencia en lazo abierto GLA(s) en el semiplano izquierdo
del plano S tiene el efecto de “empujar” el LGR hacia el semiplano derecho. De este modo,
manteniendo la ganancia del sistema, su dindmica tenderd a empeorar.

Eje imaginario Eje imaginario

2 v - . v 4
1.5+ 7 3
1 2
0.5] +
o N |
-0.5¢ 1 -1t
1 Y . 2
1.5 3
22 -1.5 1 -0.5 4] 0.5 1 15 2 4-4 -3 -2 -1 Q 1 2 3 4
Eje real Eje Real

Eje Imaginario

5 . —
-6 -4 -2 0 2 4 6
Eje Real

Fig. 2.44 Efecto sobre el LGR de la adicion de polos

La adicion de un cero a la funcién de transferencia en lazo abierto GLA(s) en el semiplano izquierdo
del plano S tiene el efecto de “atraer” el LGR hacia el semiplano izquierdo. En este caso, la dindmica
sufre un efecto contrario al anterior.
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Eje Imaginario

Eje Real
Fig. 2.45 Efecto sobre el LGR de la adicion de vn cero.
2. Efectos de movimientos de polos y ceros.
A medida que un polo en lazo abierto se acerca al eje imaginario, las ramas del LGR se acercan mds al

semiplano derecho. Observarfamos el efecto contrario en el caso del movimiento de un cero en lazo
abierto.

Eje Imaginario Eje Imaginario
5 . . y , . . r 5
) ‘ 4
3 P 3
2 : ‘2
1 " 1+
[ SR 10

LA A W N
L s N

T4 a2 0 -8

A4 12 0 8 -5 -4 2 0 r
Eje real Eje Real
Eje Imaginario Eje Imaginario
5 . - 2 —
4 : 15
3r :
L : 1
2 : "
1+ B 0.5¢
Qe [V SUUPUUIR RS 15 Y Ot K eeceneee koo
! 1 05
2
I :
-3
-4 15
-5 S " S .2 N —_
-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 -2 -1.5 -1 -0.5
Eje Real Eje Real

Fig. 2.46. Efecto sobre el LGR del movimiento de un polo hacia el semiplano derecho.

2. Andlisis tem
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Ejemplo 2.13

Se desea dibujar el lugar geométrico de las raices del siguiente sistema:

R(s) " Ges) = (s+02)(s+1) C;s)

) s (s+004)* (s+40)°

Calcular:
1.- Lugar geométrico de las raices sobre el eje real.
2.- Asintotas, sus puntos de cruce por el gje real y sus puntos de interseccién con el eje imaginario.

3.- Puntos de cruce del LGR con el eje imaginario, utilizando para ello el diagrama de Bode de la
figura 2.47, que representa la evaluacién de la funcién de transferencia G{s) sobre el eje
imaginario.

4.- Rango de valores de k para el cual el sistema en lazo cerrado es estable.

5.- Puntos de ruptura del LGR y valores de k asociados a los mismos, utilizando para ello la grifica de
la figura 2.48, que representa la evaluacién sobre el eje real del médulo de la funcién de
transferencia G(s).

6.- Dibujar el lugar geométrico de las rafces resultante.

Ganancia {dB)
50

-50

-100

-150 S L

10° 10° 10” 10° 10' 102
Fase (grados) Frecuencia (rad/seg)
D S S 1 B B S 04 N R .04 S B N U . 4 S B

-100 T

1507
-180} -
-200 -+ -

RS I ;
10" 10° 10
Frecuencia (rad/seg)

-250
PO

Fig. 2.47 Diagrama de Bode en modulo y fase de G(s)
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10~|oglG(s)] 3.‘ PuntOS 1
60 “
Do Y D P P 1 Sabemos g
j 40 e transferenc
] Do magnitude:
| wf
: : . : , Sabemos t
& 0)—--»-?-- N PR eeeheeaeen LR TR ]
i : : : R A : pertenecer
i !
o) AOUUR ARSI 53 SIS UR A SR 1) SUR i
‘ a0 |
i En consecy
-60 - i de intersec
f de Bode pa
T ] - N N O S T
| Observand
OO e “ de G(s)es ¢
£ Aol L il E GG SRR B R R S H i
| 10° 10% 10" 10° 10’ 10° :
Semiefe real negativo plano S
; Fig. 2.48 Médulo de G(s) evaluada sobre el eje real queé se corr
4.- Margen
; Solucién:
Sabiendo g
i 1.- LGR sobre el eje real: : imaginario,
a ‘ ‘ dicho eje, o
i Polos LA: sp, =0 Sp2,3 = -40 (doble) Spa.s = -0.04 (doble) en el limite.
Ceros LA: s =-1 s =-0.2
!
I ) |
S o & ¥ » I
-40 -1 -0.2 -0.04 ’l\ ‘!
: Conociendé
f 2.- Asintotas:
z
| +180-(2A+1)  #180-(2A+1) | *O0
' e a = = =
, n—-m 5-2 180°
Xpi-X2j -2:-40-2-004+1+02
2= = =-263
n-m 5-2
Punto de interseccién de las asintotas con el eje imaginario: @, = 0,°tg 60° = 45.55
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3.- Puntos de cruce con el eje imaginario:

Sabemos que el diagrama de Bode de la figura 2.47 representa el médulo y la fase de la funcién de
transferencia G(s) evaluada sobre el eje imaginario, por tanto conocemos el valor que toman estas dos
magnitudes para cada punto sobre dicho eje.

Sabemos también que los puntos de cruce del LGR por el eje imaginario son puntos que deben
pertenecer al LGR, y para ello deben cumplir la condicién de dngulo:

G(s,) € LGR & Fase[G(s,)] =+180°

En consecuencia, para obtener los puntos del LGR que se encuentran sobre el eje imaginario (puntos
de interseccién del LGR con el eje jw), tnicamente deberemos considerar las frecuencias del diagrama
de Bode para las cuales tengamos +180° de fase.

Observando el diagrama de Bode de la figura 1, comprobamos que las frecuencias a las cuales la fase
de G(s) es de £180°, son:

o = 0.055 0=0.350=40
que se corresponderdn con los puntos de cruce del LGR con el eje imaginario.
4.- Margen de“valores de k para el cual el sistema es estable:

Sabiendo que el limite de estabilidad se da cuando los polos en lazo cerrado se sitian sobre el eje
imaginario, podemos determinar los valores de k asociados a los puntos de interseccién del LGR sobre
dicho eje, obtenidos en el apartado anterior, para poder obtener los valores de k que situardn al sistema
en el Ifmite de la estabilidad.

Para s = £j0.055 = k=1.9592
Para s = 4j0.35 = k=162.73
Para s = 4j40 = k = 127958.55
Conociendo la forma del LGR, podemos decir que:
0 <k <1.9592 = Sistema estable
1.9592 <k <162.73 = Sistema inestable
162.73 <k < 127958.55 = Sistema estable

k > 127958.55

Sistema inestable
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5.- Puntos de ruptura del LGR:

d(G
Se puede demostrar que: ik— =0 __(__(S)_) =0
ds ds
Para ello, de 1a ecuacidn caracteristica: 1+k-G(s)=0 = k=- Gi )
s
d(G(s))

dk —

_=O$i____l_ = ds =0:>d(G(S)):0

ds ds| GGs)] (Gs)f ds

En conclusién: los puntos de ruptura se corresponden con los méximos y minimos de G(s).

De este modo, para obtener los puntos de ruptura sobre el eje real, podremos hacerlo observando los
mdximos y minimos de la grifica del médulo de G{(s) evaluado sobre el eje real, que tenemos en la
figura 2.48. Ahora bien, deberemos tener cuidado, porque los puntos que se corresponden con los
polos y ceros en lazo abierto provocan valores infinitos en la grifica, debido a que la escala es
logaritmica. Asi, consideraremos tinicamente los miximos y minimos relativos.

De la gréfica obtenemos que los puntos de ruptura son:

o= 15107 = Punto de ruptura de dispersion.
c=22 = Punto de ruptura de contluencia.
G=12 = Punto de ruptura de dispersién.

Nota: Podemos observar, segin la figura 2, que en la zona del semieje real comprendida entre
c =0.2 y o =1 existe otro miximo relativo, pero, a diferencia de los demis, éste no se
corresponde con un punto de ruptura, ya que los valores de ¢ correspondientes a esta
zona no pertenecen al LGR, como podemos comprobar en el apartado 1.

Los valores de ganancia k asociados a dichos puntos de ruptura, calculados mediante la sustitucién del
valor de @ obtenido en la ecuacién que nos define k, serdn los siguientes:

Paras =-1.5-102 = k = 0.08225

Paras=-2.2 = k=6110.8

Paras=-12 = k =10367.7

2. Andlisis tempo

6.- Dibujar el

Eje Imaginario
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6.- Dibujar e} LGR:

40
AN

301 ‘k=120840
: 5=j40

20+ :

k=10375

Eje imaginario
o

-40 . - : - :
-50 -40 -30 -20 -10 0 10
Eje Real !

Fig. 2.49 Lugar geométrico de las raices de G(s)

2 - 0.4 \
1.5¢ 1 0.3} A
k=144.46
$=j0.33
: 0.2}
k=2.01
1 01l $=j0.055
2 Rel
T &
£ =
L o,
wr wr
. 0.1}
k=0.0825
s=-1.41-10"
4 -0.2 |
15+ T 0.3+
2 . K X 0 < . i
-2 1 0 04 -0.2 -0.1 0
Eje Real Eje Real

Fig. 2.50 Ampliacion de la zona del LGR proxima al origen
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2.6.4 LGR en sistemas discretos.

En un sistema discreto pueden evaluarse las raices de la ecuacién caracteristica mediante el LGR

trazado en el plano Z. Ello es posible debido a que la ecuacidn caracteristica de un sistema discreto <
lineal invariante en el tiempo es una funcién racional de polinomios en Z. Por lo tanto, puede aplicarse
el mismo conjunto de reglas de trazado del LGR que en sistemas analégicos, con la salvedad de que,
ademads, deben obtenerse los puntos de cruce del LGR con ¢l circulo de radio unidad en el plano Z.
( ‘
Ejemplo 2.14
Calcular el LGR del siguiente sistema
ZOH PLANTA
E* o
Ris) 4+ _(SL Goh(s) o Gls) ) -
h T
Hs) o Por 1itimo, debe
manera que aum
ELEMENTO DE MEDIDA acercamiento de
frente al sistema
. : k
siendo H(s) =1; G(s) = ——1—; T=1seg.
s-(s+1) | Ejemplo 2.15
» -TS »
G (=7 l-¢ k _ 0;368k-(z +0717) Si se repite el e
. s s(s+1)] z*-1368z+0368

. Polos en: z,=1; 2,,=0.368 y ceros en z.,=-0.717

e  Asintotas: £180°
. Puntos de ruptura: z;=0.67 ; K,;=0.196
z,=-2.11; K»=15.01
e  Corte con el eje imaginario: z;=%j1.161
*  Corte con el circulo unitario. Para calcular estos puntos se aplica el criterio de Routh sobre el
plano transformado W, ya que el circulo de radio unidad del plano Z se transforma mediante la
transformada bilineal en el eje imaginario del plano W.

G LA (W) = GLA (Z)L:HO.SW

1-0.5w

(1-0.038k)w? +(0.924 — 0.386k)w + 0924k
w(w +0.924)

0=1+G (W)=

Si a continuacidn se aplica el criterio de Routh, se encuentra que el sistema serd estable para Donde el rango de
0<k<2.39. Si se sustituye el valor limite de k en la ecuacién caracteristica, se encuentra la ' :
posicién del LGR sobre el circulo unitario, z=0.245%j0.97 (modulo=1; fase=%75.8°).
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Eje imaginario

2 — —

1.5¢

1r / N

osf // \

-3 -2 -1 0 1 2
Eje real
Fig. 2.51 Lugar geométrico de raices discreto

Por iltimo, debe indicarse que disminuir el periodo de muestreo conlleva modificar el LGR, de
manera que aumenta el margen de valores de k para el cual el sistema es estable, y se produce un
acercamiento de las ramas del LGR a z=1, indicativo de la menor desvirtuacién del sistema discreto
frente al sistema continuo equivalente.

Ejemplo 2.15

Si se repite el ejemplo anterior con T=0.1 seg se obtiene el siguiente LGR.

Eje imaginario
2

1.5¢

ol /I

4 L
-0.5¢ k y i
1F / _
-1.5} 1
D) . T .
-3 -2 -1 0 1 2

Eje real
Fig. 2.52 Lugar geométrico de raices discreto

Donde el rango de valores de k para el cual el sistema es estable es O<k<20.3
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2.7 Problemas.

Problema 1

Dado el sistema de la figura :

—sT
RG_ %0y /ﬂT_, I Py I ),
- s+1

e_ST

Donde Goh(s) = lze
S

1.- Obtener la funcién de transferencia de lazo abierto y la funcién de transferencia de lazo cerrado del
sistema.

2.- Dibujar el LGR del sistema en funcién de k sabiendo que el periodo de muestreo es T.

3.- Calcular la relacién entre el periodo de muestreo T y la ganancia k, que proporciona el limite de
estabilidad. Dibujar la curva que relaciona k y T, calculando para ello los valores en los puntos T=
0, 0.1, 0.5, 1, 2 y 10. Razonar el resultado obtenido y compararlo con el sistema continuo
equivalente.

Solucion:

[ _ —sT —sT
L- Gy=T2 tme ~ ¢ 1:(1—Z_l)~z—1.TZ L L1z
s s+1J se(s+1)

La funcién de transferencia de lazo abierto es :

FT =k-G(z) = k-
La@=k-G2) =k ———p

Y la funcién de transferencia de lazo cerrado :

kil—e 1)
22 -ze T+k(-eh

Flic(2) =

2.- En lazo abierto hay dos polos y teniendo en cuenta que uno de los polos tiende a z=1 cuando T
tiende a cero, y tiende a z=0 cuando T tiende a infinito, habrd por tanto tres posibies LGR
dependiendo del valor de T.

2. Andlisis temporal ¢

TS

3.- La ganancia
estas cruzan el cf
condicién de méc

De la gréfica se o:f

Asfque :

La gréfica que se’

De la grifica se o
disminuye. :
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.

T-0 0 Toseo

D
.

M//// ]

3.- La ganancia limite de estabilidad corresponde a la situacién de las raices de lazo cerrado cuando
estas cruzan el cfrculo de radio unidad. La forma mas sencilla de calcular esta ganancia es aplicar la
condicién de médulo :

T
|| - lz - e_T’
S AN AV NN k-G(z)|=1t k=—>—F—

N
K .

0.5

De la grifica se observa que, a medida que el periodo de muestreo aumenta, el margen de estabilidad
disminuye.
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Problema 2

Determinar el lugar geométrico de las rafces de un sistema cuya ganancia de lazo viene dada por:

Especificar para ello:
* Polos y ceros en lazo abierto.
* Asintotas y su cruce por €l eje real.
* Puntos de corte con el eje jm.
* Angulos de salida y llegada de polos y ceros.

* Puntos de ruptura. Especificar si son de confluencia o dispersion.

Solucién:

1.- Polos y ceros en lazo abierto:
Polos: 0, tj
Ceros: £0.325j

2.- LGR en el eje real:

2. Andlisis temporal d

3.- Asintotas:

La Uinica asintota ¢

4.- Puntos de corte

Ecuacion caracteri

Algoritmo de Rou

No existe ningtn
dardn parak =0,¢

5.- Angulos de sali

Para conocer los 41
dngulo del LGR.
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3.- Asintotas:

_ £180-(21 +1)

a
n-m

n = nimero de polos finitos =>n =3

m = namero de ceros finitos = m= 2

+180-(2h+1) | 2=0 8a =180
0, =~ )

! 1 A=1 0, =540°=180°
La Gnica asintota es el eje real.

4.- Puntos de corte con el eje imaginario:

k-2 +0.1056
1+

Ecuacién caracteristica: =0; s +k-s2+5+0.1056-k =0

S s2 +1
Algoritmo de Routh:

g3 1 1

52 k 0.1056 -k
| k—01056

G XTRUO0

k
s91 01056k

No existe ningtin valor k > 0 que anule una fila. Los unicos puntos de corte con el eje imaginario se

daran para k = 0, es decir, son los polos en lazo abierto ya conocidos.

5.- Angulos de salida y entrada de polos y ceros:

Para conocer los dngulos de arranque y Hegada de los polos y ceros deberemos aplicar la condicién de

dngulo del LGR.
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0,+6,- (0 +0,+3)==2180°

Para ¢,: 90° + 90° - ¢; - 90° - 90° = £180° = ¢, = 180°
Para ¢,: -90° + 90° + 90° -4, - 90° = £180° => 0, = 180°
Para 0,: 0, + 90° + 90° -90° -90° = £180° => 9, = 180°

Como que el LGR es simétrico respecto al eje real, podemos decir que:
0, = 180° 03 = 180°

6.- Determinacién de los puntos de ruptura:

Ecuacién caracteristica: 1+ k- (52 A 0'1056) =0; k= =’ s
. s-i52+1i | isz+0.1056i
= +
dk s=+04871
—=0 =
ds s = +0.6677

Los puntos s = 0.4871 y s = 0.6677 no pertenecen al LGR, por tanto no pueden ser puntos de ruptura.
Los tnicos posibles puntos de ruptura son s = -0.4871 y s = -0.6677.

Comprobaremos si en esos puntos k > 0.

k| o457 =17577>0
Ko7y =17569>0

Por tanto tendremos dos puntos de ruptura en el eje real situados en s = -0.4871 yen s =-0.6677 .

Para determinar si son de confluencia o de dispersién, lo podemos hacer de dos maneras:

2

* Buscar la segunda derivada — y ver si los puntos son mdximos o minimos.
ds

* Sabiendo que las ramas salen de los polos con dngulos de 180° y que llegan a los ceros con
dngulos de 180° y que ademds, estas dos ramas no pueden cruzarse, ya que provocarian
puntos de ruptura adicionales inexistentes, la dnica solucién posible es que s = -0.6677 sea
de confluencia y s = -0.4871 sea de dispersion.

Por tanto el grafico del LGR quedara de la forma:

2. Andlisis temporc

Problema 3

Determinar el 1o
expresion:;

Especificar para
* Polos
* Asinto
* Puntos
* Angul(

* Puntos

Solucion:

1.- Polos y ceros ¢

2.- LGR sobreele
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1.5

Eje Imaginario
o

Eje Real

Problema 3

Determinar el lugar geométrico de las raices de un sistema cuya ganancia de lazo viene dada por la
expresion:

k
G(s) = 5 5
(s +2s+2}s +2s+5)

Especificar para ello:
* Polos y ceros en lazo abierto.
* Asintotas y su cruce por ¢l eje real.
* Puntos de corte con el eje jm.
* Angulos de salida de los polos.

. .. dk
* Puntos de ruptura sabiendo que una raiz de la ecuacién o =0 ess=-1.
s :

Solucidén:

1.- Polos y ceros en lazo abierto:

Sp12= -1 i_] Sp34 = -1+ 2_| ‘

s, = oo (cuarto orden)

2.- LGR sobre el eje real:
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Como en el eje real no existe ninguna singularidad, el eje real no puede pertenecer al LGR. En cuanto a las

condicién de 4n
3.- Asintotas:

+180-(21+1) £180-(2A +1)
a = = =i450 !
n—m 4-0
_ Y pi-Yz; (1) (1) (2 + (-1-2)) .
a n-m 4-0

4.- Puntos de cruce con el eje imaginario:
1+G(s)=0 = s'+45’+ 11s"+ 145+ 10 +k =0

Aplicando el algoritmo de Routh y anulando la fila s', obtenemos el valor de k que lo permite:

k=16.25 Respecto al punt
cumple la condi

Para este valor de k, y a partir det polinomio auxiliar, conseguimos los puntos de cruce con j. también pertenec

Podemos compro

S12= i_] 1.87
efectivamente pu

5.- Angulos de arranque:
g q El lugar geométri

Aplicando la condicién de dngulo sobre cada uno de los polos complejos conjugados en LA, se
obtiene que tos dngulos de salida de cada uno de ellos son:

05, = 90° Bs, = -90° 0s; = -90° Bs4 = 90°
6.- Puntos de ruptura:

o e dk
De la ecuacién caracteristica 1 + G(s) = 0, obtenemos d— = —(453 +12s2 4225+ 14) =0.
s
Sabiendo que s = -1 es una raiz de la ecuacion anterior, podemos aplicar Rufini para calcular las otras
dos raices:
dk

i (s+1)(s+1+ j158)(s+1~jl58) =0
S

Para comprobar si las raices de la ecuacién corresponden o no a puntos de ruptura, deberemos
verificar en primer lugar si pertenecen o no al LGR.

Evidentemente s = -1 no puede ser un punto de ruptura porque es un punto que no pertenece al LGR,
ya que no existe LGR sobre el eje real, como hemos comprobado anteriormente.
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En cuanto a las raices complejas conjugadas, podemos comprobar su pertenencia al LGR mediante la
condicién de angulo.

-14j1.58 &

6

a¥

0;

-141.58

0
oo 2j

Respecto al punto s = -1 +j1.58:  -(6;+ 6+ 65+ 84) = -(90° + 90° -90° + 90°) = -180°. Es decir, que
cumple la condicién de dngulo y por tanto pertenece al LGR. Por simetria, su complejo conjugado
también pertenecera.

Podemos comprobar que los valores de k asociados a estos puntos son positivos, en consecuencia son
efectivamente puntos de ruptura.

El lugar geométrico de las raices quedard entonces de la forma siguiente:

Eje Imaginario
L

Eje Real
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Problema 4

Dado el sistema de la figura siguiente:

H,(s)

R(s) C(s)

T T S s+1

Se pretende observar cdmo depende la estabilidad del sistema de la eleccién del periodo de muestreo
T. Para cllo, encontrar una relacién entre T y el valor de K que proporciona el [imite de estabilidad.

Solucion:
Hy =@ . @@
R(z) 1+H(2)H,(2)
H(z) = K
H,(z) = TZ e ™ 1 :(1—2‘1)-TZ—1—— —(1—z‘1)-TZ{1—_1—}
2 $ s+1 s(s+1) - s s+1
z—1 z z 1-e T
Ho(z) = ) _ _
2(2) {z—l Z__e—T} ST
1-¢ T -
K _T K(1~e~ )
Ho)=—F =S =—
1+K1—C_T z—e (1+K)+K
Z— €

La ecuaci6n caracteristica vendrd determinada por el denominador de la funcién de transferencia:

z-¢ 1+ K)+K =0
1-¢e T 1
z-¢ ! K

Dibujaremos el LGR para observar la dependencia de la estabilidad del sistema con K.

K l—e_T)

La funcién de transferencia en lazo abierto viene dada por la expresion: Hy(z)H, (z) = —
z—e

2. Andlisis temporal
e

Podemos obsery
inicial del LGR.

Para T=1, el polc
de ser estable cua

Ahora trataremos
que hace oscilare

Este relacién puec

Con lo cual poder
disminuye,
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Podemos observar que sélo existe un polo en lazo abierto situado en z=e". Este polo sera el punto
inicial del LGR. En consecuencia, el LGR tendra la forma siguiente:

Im(z)
A

Para T=1, el polo en lazo abierto est4 situado en z = ¢ = 0.368. Para este valor de T, el sistema deja
de ser estable cuando la rama del LGR cruza el circulo de radio unidad:

z=e ((I+K)-K=-1 = K =22

Ahora trataremos de encontrar una relacién entre el periodo de muestreo T y el factor de ganancia K
que hace oscilar el sistema.

-T
€ (1+Kosc)_Kosc =-1
l+e T
Kosc = . T
-~ ¢

Este relacién puede expresarse graficamente como se puede observar en la figura:

KOSC ‘k
4 L.
2.1 ;
s \
05 |1 2 3 4 7

Con lo cual podemos comprobar que, a medida que T aumenta, el rango de estabilidad del sistema
disminuye.
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Problema 5

Dado el diagrama de bloques de un sistema discreto como el de la figura:

C
R —| poy —> — zou || He) ©
) T T
2(3—Z_1) k
donde: T=2-In2 seg. D(z)=———= H(s) =
3(1_Z—1) 2s+1
C(2)

1.- Determinar, para k=1.5, la funcién de transferencia

R(z)
2.- Dibujar el lugar geométrico de las raices del sistema, para k desde 0 a oo, especificando para ello:
* LGR sobre el eje real.
* Asfntotas.
* Puntos de ruptura.
* Puntos de corte con el circulo unitario.
* Puntos de corte con el eje imaginario.
3.- (Para qué valores de k se vuelve inestable el sistema?

Nota: La ecuacidn caracteristica en el plano transformado W tiene la forma:

. ~0.44444 -(w +0.721347)-(w — 1442695) -k 0
w-(w +04808984) -

Solucién:
1.-

C(z)  D@)ZyH(2)

R(z) 1+D(z)Z,H(z)

2. Andlisis temporal de s

ZonH(z):
Al
2.-
TZ{z
* LGR sobre el ¢je re

* Asintotas:
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L5
{1 -1). 2s+1 | _z-1 15 | _z-13 z
ZonH() =(1-27")- 7 BEL = 2 Tz{s(2s+l)} < 4 (z-1)(z-05)

2(3z-1) z z-1
C(z) _ 3z-1) 4(z-1)-(z-05) =z _32-1
R(z) | 2(32—1)‘ z z=1 272

+3(z—1) 4z-1)-(z-05) =z

z—1 k z—1 05 05-k
2=l 1z -
TZiZonH(s)} z TZ{ s(2s+ l)} z {s(s +05) } z—05

232-1) o5k k(= })

D(z)-TZ{Z4H(5)} = Yz-1) 2-05 (z-1)-(z—05)

* LGR sobre el eje real:

AlIm(z)

O———¥—>
3 12 i Re(z)

* Asfntotas:

+180-(21+1)  +180-(2A+1) A=0 = +180°

n—m 2-1 A=1= £540°=+180°
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* Puntos de ruptura:

k[ <z—l>-<z-o-s>}=_{ //J
(Z_%) Z—%

a (A KPR ) 2oy

E (c- %)’ (e- 1)

z=0 € LGR

zz—%z=0 =
z =0.6666 €LGR

k|,_o =1520 = Es punto de ruptura

k'z=0.6666 =016666>0 = Es punto de ruptura

* Puntos de corte con el circulo unitario:
Deberemos aplicar el criterio de Routh modificado.

Podemos observar, segiin el LGR sobre ¢l eje real, que cortard al circulo unitarioenz =1yenz=-1,
pero debemos saber con qué valor de k cortard en estos puntos, y si existen o no otros puntos de corte.

k(z-p3)
(=D e-03)| b3

z=-
I—Iw
2

0=1+D(z)- TZ{ZH(s)} =1+

De la nota del enunciado sabemos que la transformada bilineal de la ecuacién caracteristica es:

|, 2044444 (w +0721347)-(w - 1442695) k _
w (W +04808984) -

(1-0.4444Kk)-w? +(0.4808984 +0.32059K)- w +0.462521-k =0

w? 1-0.4444 -k 0462521:k

wl| 04808984 + 032059k

w0 0462521 -k

2. Andlisis tempor

Sustituyendo er
1+

El sistema deja
sedaenz=-17

Para e] otro pos

Es decir, para X
estabilidad. En ¢
z=-1. '

* Puntos de cort

Para ello aplicat
ecuacion caracte
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0.462521'k>0=k>0
0.4808984 + 0.32059k>0=k>-1.5
1-0.4444k >0=>k<2.25

Margen de estabilidad: 0 <k <2.25

Sustituyendo en la ecuacién caracteristica:

o z; =025
1+% =0 = 2z°+0752-025=0 =
(z-1)(z-0. k=2.25 22 ="

El sistema deja de ser estable cuando el LGR corta el circulo unitario. Para el caso que nos ocupa, €sto
se daen z = -] para un valor de k = 2.25.

Para el otro posible valor limite de k (k = 0):

k-(z- %)
(z-1)-(z-03)

Zl=l
1+ =0 = zz—%z+0.5:O =

k=2.25 Z9 =05

Es decir, para k = 0, estaremos situados en z = 1 y z = 0.5, siendo z = 1 otro de los margenes de
estabilidad. En consecuencia, el LGR no cortard al cfrculo unitario en otros puntos que no seanz =1y
z=-1.

* Puntos de corte con el eje imaginario:

Para ello aplicaremos el criterio de estabilidad de Routh directamente al polinomio resultante de la
ecuacién caracteristica 1+G(z) = 0O, igualando una fila a O para hallar las raices imaginarias.
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k _ .
05-—=0 = k=15 3.- En ]aflgur
3 lazo cerrad
k-3%=0 = k=15
- 1. 2 15/} = 2 _ =
Parak = LSenlafilaz': 2°-(05-1%)=0 = 2°=0 = 2=0
1L
0.8}
0.6 ) .
0.4 J ’ B . Relacionar
£ oz : 1 escalén que
g: \
o -04) ‘
w . ! !
-0.6L . . - i
0.8 ) " ’
-1 [, e
15 1 05 0 05 1 15
Eje Real
Problema 6
Dado el sistema de la figura 1:
R(s) k C(s)
) s2 +2s+325 "
Solucion:
1+b-s |« ,
Figura I 1.- Valordeky
1.- Disefiar k y b para tener un error estacionario de posicién del 10%, asi como un coeficiente de La funcién de

amortignamiento de los polos en lazo cerrado de 0.707.
2.- Manteniendo el valor de k calculado anteriormente, dibujar el lugar geométrico de las raices en
funcién de b. Para ello calcular: ‘ )
Se desea un err
* LGR sobre el eje real.

- * Angulos de las asintotas y su punto de interseccién con el eje real.

* Puntos de ruptura.

* Angulos de arranque de los polos y llegada a los ceros.
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3.- En la figura 2 se muestra una topologia alternativa a la anterior, que posee los mismos polos en
lazo cerrado para los mismos valores de k y b.

R(s) k C(s)
I+b-s 3 >
8$“ +2s+325

Figura 2

Relacionar cada una de las topologias presentadas con las respuestas temporales en lazo cerrado al
escalén que se pueden ver en las graficas siguientes. Razonar la respuesta.

1.2 1.2

0.8r

0.6¢

Amplitud
Amplitud

0.4F

0.2}

0 1 2
Tiempo (seg) Tiempo (seg)

Grdfica 1 Gridfica 2
Solucidon:
1.- Valorde ky b.
La funcidn de transferencia en lazo abierto tiene la forma:

k-(1+b-s)

Gra(®) =—
s“ +2s+325
Se desea un error estacionario de posicién del 10%, luego:

1
®sp TITK
P

, . k-(l+bs) &
=1limGpp(8) = lim————"—=—+
s—0 s50g2 +25+325 325

=01 = K, =9

K

P = k=3259=2925
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Por otra parte, se exige un coeficiente de amortiguamiento de los polos en lazo cerrado de 0.707.

k-(1+b-s) B

La ecuacién caracteristica: 1+Gpa(s)=0 = 1+ 3 =
8° +2s+325

s2 +(2+2925-b)-5+325=0
0,2 =325 = o, =57rad/s

28w, =2+2925-b = b=0207

2.- Lugar geométrico de las raices en funcién de b.

Arreglando la ecuacién caracteristica:

L4 229.25-b-s _o
s” +2s+325

Raices:

S1p=-11)5.6125 = Polos complejos conjugados.
$ =0 = Cero en origen.
* LGR sobre el eje real: Todo el semieje real negativo.

* Angulos de las asintotas y su punto de interseccion con el ¢je real:

Tenemos el eje real como Unica asintota, en consecuencia no es necesario calcular el punto de

interseccién de la misma.
* Puntos de ruptura:

57 +25+325
29:25-5

%Ezo = §2-325=0 = s), =157
S

s =5.7 ¢ LGR = No es punto de ruptura.

s=-57¢€ LGR; b|S:_5‘7 =03214>0 = s=-5.7 es punto de ruptura.

* Angulos de arranque de los polos y llegada a los ceros.

- Angulo de llegada al cero en origen: 180°

- Angulo de arranque de los polos complejos conjugados:

2. Andlisis temporal de sistemas

El lugar geométrico de lasr.

Eje Imaginario

-10/

3.- Identificacién de las respue,

Para ello debersn observarse [a
Fig 1 = Gy
Flg 2 = GL(

Aplicando Ia expresién del méxi.

~ng :
1- 2
M, =eVI8 _ ya0g

Problema 7

Determinar los pardmetros k, a;
cuando el sistema tiene una ramp;
en estado estacionario tinito, y qui
de entrada es una sefia] senoidal ¢
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5.6125

180°—arctg -90°-0 = 180°

0 = -10.1025°

El lugar geométrico de las raices quedard de la {forma:

10

N A

o
]
i
i
)

)

L

Eje Imaginario
N

'
£

-10

0 5 0 5 10
Eje Real

3.- Identificacion de las respuestas con las topologias correspondientes.

Para ello deberan observarse las funciones de transferencia en lazo cerrado:

. k 29.25
Fig. 1 = Gre(s)=— =—
s°+25+325+k-(I1+b-s) s”+8054s+325
k-(I+b-s) _2925-(1+0.207s)

Fig.2 = GLC(S):
s +25+325+k-(1+b-s)  s*+8054s+325

Aplicando la expresion del mdximo sobreimpulso para un sistema de segundo orden subamortiguado:

_ml;
’ 2
M, =e 8" 2430% = la grafica 1 corresponde con la topologia de la figura 1.
Problema 7

Determinar los pardmetros k, a y b del sistema mostrado en la figura siguiente, conociendo que,
cuando el sistema tiene una rampa de entrada, la sefial de salida sigue la sefial de entrada con un error
en estado estacionario finito, y que, cuando la ganancia se dobla a 2k, la sefial de salida a un impulso
de entrada es una sefial senoidal con un periodo de 0.314 segundos.
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R(s) k C(E)

I+_ (s+40)(s+a)(s+b) =
Solucion:
Error finito a la rampa = e, =0 =k, =
. . k k
kp=]1mG(s):]1m = o0 = aob=0
N s—0 (s+40)(s+a)(s+b) 40-a-b
Ecuacion caracterfstica:
1+ K =0
(s+40)(s+a)(s+b)

Suponiendo b = 0:

(s+40)(s+a)(s+b)+k =0

(s+40)(s+a)s+k=0 = s +(40+a)s2 +40as+k =0

Aplicando el criterio de estabilidad de Routh:

s3 1 40a

52 40+a k

J (40+a)-40a—k
40+a

s? k

Si la ganancia pasa de k a 2k, el sistema es oscilatorio = Raices sobre eje jo» = Fila del algoritmo de

Routh se hace cero:

(40+a)-40a-2k = 0

Las raices sobre el eje jo se corresponden con las raices del polinomio auxiliar:

Pa(s) = (40+a)s* + 2k = 0

2. Andilisis tempo
——————

81

Sustituyendo:

(40+a)

Asi: a=10 =
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2k 2n
s =i'1/ —timy = +%
W25 Nq0ra 4T

Sustituyendo:

Asf:

(40+a)-40a-2k=0 = (40+a)40a-400:40+a)=0 = a=

2n

=*j =+j20 = 2k=400-(40+a)

70314

a= 10 = k = 200-(40+a) = 200-50 = 10000

G(s) =

10000

s(s +10)(s +40)

10

~40 = Sist. inestable
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3. Diseno de sistemas de control en tiempo continuo y discreto

En este capitulo se abordara la teorfa clasica de control, presentando primero el contenido dentro del
dmbito temporal continuo, donde se analizan los controladores y las soluciones que estos aportan, con
herramientas propias de dicho dominio. Posteriormente, debido a la aparicién de microprocesadores y
microcontroladores en el mundo industrial, se realizard el anilisis de los controladores en el 4mbito
temporal discreto.

3.1 Tipos de controladores

La estructura bésica de un sistema de control se muestra en la figura 3.1:

) Detector Error Pto. bifurcacion
CONTROL PLANTA
R(s) + E(s) Ge(s) M(s) Gis) Cls)
B(s) H(s)
ELEMENTO DE MEDIDA

Fig.3.1 Sistema de Control.

En esta figura pueden observarse los diferentes componentes del sistema de control. El control es el
elemento encargado de 'procesar’ la sefial de error y 'generar' una sefial encargada de disminuir el valor
de dicha sefial de error con el objetivo de lograr la mdxima precision posible del sistema de control. El
procedimiento mediante el cual el controlador genera la sefial de control se denomina accién de
control.

Los controles tipicos en sistemas de control en tiempo continuo son:

* Control Proporcional (P).

* Control Proporcional Derivativo (PD).

* Control Proporcional Integral (PI).

* Control Proporcional Integral Derivativo (PID).
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Se estudiard el funcionamiento de cada uno de estos controles, enfatizando sus efectos sobre el estado
estacionario del sistema (errores en estado estacionario), que determinan su precisién, y sobre el
estado transitorio, determinado bajo las especificaciones dinadmicas requeridas.

3.2 Control proporcional

El controlador proporcional genera a la salida una sefial de control que es proporcional a la sefial de
error. De este modo:

m(t) =k-e(t) = M(s) = k-E(s) 3.D
Con lo cual, la funcién de transferencia del control proporcional es:

L M(s)
| Ge(s) = E(s) =k (3.2)

donde, e(t): seftal de error, m(t): sefial de control y k: sensibilidad proporcional o ganancia

proporcional.

Fig. 3.3 Control proporcional con k=5

Fig.3.2 Control proporcional con k=15

En las figuras 3.2 y 3.3 se pueden observar las respuestas tipicas (sefial de error y sefial de salida) de
un control proporcional con dos valores diferentes de ganancia proporcional.

Cuanto mayor es la ganancia del control proporcional, mayor es la sefial de control generada para un
mismo valor de sefial de error. De este modo, se puede decir que para una sefial de control
determinada cuanto mayor es la ganancia del control proporcional, menor es la sefial de error actuante.
En conclusiodn, el aumento de la ganancia del control proporcional permite reducir el error en estado
estacionario. Al error cometido se le denomina error de corrimiento.

Obsérvese la necesidad de tener una sefial de error diferente de cero para obtener una sefial de control
diferente de cero.

e()=0=m(t)=0; e(t)#0=m(t)#0
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Observando en las expresiones de los errores estaticos, para poder eliminar un error estacionario es
necesario que la funcién de transferencia en lazo abierto contenga algin elemento integrador (polo en
s=0), siendo el sistema estable, y el control proporcional no afiade al sistema ningin elemento
integrador. Este hecho permite deducir una conclusién importante de un control proporcional: el
control proporcional no permite eliminar un error estacionario.

Si se calcula el error en régimen estacionario ante una entrada escalén, R(s)=1/s.

1
Cosp = lim ; Kp= lim Ge(s) - G(s) - H(s) ; essp =
s—0 1+ Ge(s) - G(s) - H(s) s—0 L+Kp

(3.3)

s1 G(s) tiene un elemento integrador (polo en s=0) entonces Kp—see y €,,— 0
Ejemplo 3.1

A continuacién se expone un breve ejemplo en el que se pondrdn de manifiesto las propiedades
anteriormente comentadas; el sistema a controlar es;

CONTROL PLANTA
R(.f) + GC(‘.S‘) ————h G(S') C(S‘L
Fig.3.4 Sistema de control.
1080
Donde: G(s) = Ge(s)= K

s-(s+6)-(s+18)°

Obsérvese que esta planta posee un polo en el origen, por tanto tiene caricter integrativo, 1o que
proporciona un error estacionario nulo a una entrada de tipo escalén.

En la figura 3.5 se muestra el lugar geométrico de raices del sistema descrito en la figura 3.4.

Observando este lngar geométrico de raices, se puede ver que el sistema tendrd, para una ganancia
mayor que la ganancia para la cual ocurre el punto de ruptura, dos polos complejos conjugados
cercanos al eje imaginario y un polo real mds alejado. Ante esta situacién, para simplificar el disefio
de] control, se puede utilizar una aproximacién de polo dominante, tomando los polos complejos
conjugados como los que caracterizan el comportamiento dindmico del sistema en lazo cerrado y
despreciando el polo real, debido a su breve contribucién sobre la respuesta transitoria.
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También, de la observacién del Ilugar
e [Fagi”a”i Control Proporcional ! geométrico de raices mostrado en la figura 3.5,
) e al aplicar la aproximacion de polo dominante,
o 1 se puede deducir que no serd posible obtener
una respuesta del sistema en lazo cerrado con
tiempo de establecimiento (ts) inferior a 1 seg,
ya que ninguna rama con raices complejo
conjugadas intercepta con la recta definida por
024. Debe observarse la existencia de una
rama del [ugar geométrico de las raices que
. . puede ofrecer 624, pero no proporciona una
Fiefeal respuesta dominante.

-25 -20 -15

Fig.3.5 Lugar geométrico de las raices. 4
o

Si una de las especificaciones de disefio es la precisidn en estado estacionario y se impone un error

estacionario ante una entrada del tipo rampa del 20% (el error estacionario ante una entrada del tipo~

escaldn es nulo), se obtiene una K= 0.5.

1 ) 1080- K
Kv = = lim

§———————=10-K=5 =K=05
Eesy 500 S (s+06)-(s+18)

Con este valor de K, los polos en lazo cerrado del sisterna se hallarfan en:
1080-05
+_—————— =
s-(s+6)-(s+18)

s> +24-s> +108-5+540=0
53 2—20

Considerando polos dominantes, tendremos las siguientes caracteristicas de respuesta transitoria:

Estas caracteristicas temporales se pueden observar en la figura 3.6. La figura 3.7 presenta la respuesta
del sistema frente una entrada tipo rampa.

3. Diserio de sistemay de cc
—_— e
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Amplitud K=0.5 Amplitud K=0.5
a M —
e
e
pd
' VA
dhoe oo s
i
) . e .
' 0 4 '
7
T e e
LT
“""""'// ------ I
/./ ! {
cs - - - - / B T I V-
//i/ ' ) ’
] T e , Iy : e 3
Tiempo (seg.) Tiempo (seg.)
Fig.3.6 Respuesta al escalon. Fig.3.7 Respuesta a la rampa.

Si se modifica en el disefio la especificacién del error estacionario ante una entrada de tipo rampa al
10%, realizando los mismos cédlculos anteriores, se encuentra K=1 para satisfacer dicha condicién, lo
que supone una situacién de los polos en lazo cerrado en:

s3+24-s2 +108-5+1080=0
SI,Z = —1338ij7
s3=-2134

Las caracteristicas de respuesta transitoria, en este caso, son:

4 ,
tg = P 3seg
pa— ﬂ —_
tp = P 045 seg
d
-n-o
Mp=e ™ =5485%

Estas caracteristicas temporales se pueden observar en la figura 3.8. La figura 3.9 presenta la respuesta
del sistema frente una entrada tipo rampa.

En conclusidn, se puede decir:

¢ A medida que aumenta la ganancia del control proporcional el error estacionario ante una
entrada de tipo rampa disminuye.

«En sistemas que poseen una diferencia entre el grado del denominador y el numerador de su
funcién de transferencia mayor que dos (poseen por lo menos dos polos mis que el ndimero
de ceros), que son la gran mayoria de los sistemas, el aumento de la ganancia del control
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proporcional conlleva, generalmente, un empeoramiento de la respuesta transitoria del

sistema en lazo cerrado:
- Aumento del sobreimpulso.
- Disminucién del tiempo de pico.
- Aumento del tiempo de establecimiento.

K=1 Amplitud
T 3 T

Amplitud

os 1 [

Tiempo (seg.)

o 05 1 15 2 2.5

Tiempo (seg.)

Fig. 3.8 Respuesta al escalon. Fig. 3.9 Respuesta a la rampa.

De este modo, se puede llegar a la situacién de llevar al sistema a la inestabilidad mediante un
aumento excesivo de la ganancia del control proporcional. Estas conclusiones estdn acordes con las
posiciones de los polos dominantes en el lugar geométrico de las raices, debido a que los polos
dominantes en lazo cerrado se aproximan al eje imaginario jo. En concreto, para K=2.4 los polos en
lazo cerrado del sistema se sitlan sobre el eje imaginario jo, lo que lleva al sistema a tener una
respuesta oscilatoria presentada en la figura 3.10.

Amplitud

AN

[ as | .5

Tlempo‘ (seg.)

‘
15 3 25 3

Tiempo (seg.)

Fig. 3.10 Respuesta al escalon. Fig. 3.11 Respuesta a la rampa.
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De este modo, para escoger el valor adecuado de ganancia del control proporcional se tiene que

realizar un compromiso con las indicaciones anteriores. En este caso, se puede escoger una K acorde
con el error estacionario o bien escoger una K para obtener una buena respuesta transitoria.

3.3 Control proporcional integral

3.3.1 Accién de control integral

€ITor:

La accién de control integral genera una sefial de control proporcional a la integral de la seiial de

I3

[t ki
m(t) = kl-J.Oe(t) -dt = M(s) = :'E(s) (CI =0)

3.4)
La caracteristica mds importante de este tipo de control es que la accién correctora se efectiia mediante

de cero aunque la sefial de error sea cero.

la integral del error, ello permite decir que el control integral proporciona una sefial de control que es
funcion de la propia 'historia’ de la sefial de error, permitiendo obtener una sefial de control diferente

e(t)=0 no implica m(t)=0, de hecho m(t)=cte. implica e(t)=0.

El control integral permite obtener error estacionario nulo en un sistema de control mediante la

12

introduccién de un elemento integrador en la funcién de transferencia de lazo abierto. La figura 3.12
muestra una grafica tipica de la sefial de control y del error integral:

08

\ j
1
\
[ \“
i
|
(XY - |
: } SN
LN _
] . T e eee—
o i [ //\ N
1 \ FAERN
i 4 N -
o | / | .
1

S V4

[

Fig. 3.12 Control integral. Sefial de error y seflal de control

Si se calcula el error en régimen estacionario ante una entrada al escalén, R(s)=1/s.

= [im !
s—0 1+ Ge(s) - G(s)-H(s)

eSS

; Kp = lim Ge(s) - G(s) - H(s) (3.5)
s—0
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Si Ge(s) tiene un elemento integrador (polo en s=0) entonces Kp—eo y €,,— 0.

Sin embargo, la accién de control integral empeora de un modo substancial la estabilidad relativa del
sistema, aumentando el sobreimpulso de la respuesta transitoria, pudiéndose obtener, inclusive, un

sisterna inestable, debido a que al incorporar un polo en lazo abierto en el origen se desplaza el fugar

geométrico de raices del sistema hacia el semiplano derecho de S. Por esta razén, en la prictica, la
accién integral suele acompafiarse por otras acciones de control. .

3.3.2 Accion de control proporcional integral
La accién de control proporcional integral (PI) genera una sefial resultante de la combinacién de la
accién proporcional y la accidn integral conjuntamente.

m(t) = k-e(t) + kifje(0) - de =k -{e([)-#%- he(® -dt} (3.6)
donde Ti es ¢l tiempo integral.
[ } M) [ 1]
TIL, kel 1 — . 22 1 ——
/a:o- M(s) = k| 1+ =— |- E(5) = B ke[ 1+ | (3.7)

La estructura en diagrama de bloques:

- k
e(t) * m(r)
M ’
o )

Fig. 3.14 Control Pl con K=10, Ki=2. Fig. 3.15 Control PI con K=10, Ki=4

3. Diserio de sistemas
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El control proporcional integral combina las ventajas de la accion proporcional-y de la accién integral;
la accién integral elimina el error estacionario, mientras que la accidén proporcional reduce el riesgo de
inestabilidad que conlleva la introduccién de 1a propia accién integral.

L4
En la figuras 3.14 y 3.15 se observan las respuestas temporales de un sistema con control proporcional
integral.

Ejemplo 3.2

El sistema a controlar se muestra en la figura 3.16:

CONTROL PLANTA
R(s) + Gets) Gls) Cls)
Fig.3.16 Sistema de control.
ki
donde: G(s) 1080 Ges LK ks+k LS+
nde: G(s) =——————————; c(s)=k+—=k- =k-—
onde s-(s+6)-(s+18)" s s s
dond ki
onde a=—
k

La inclusi6én de un control proporcional integral implica introducir un cero real y un polo en el origen
a la funcién de transferencia en lazo abierto del sistema. La inclusién de este polo produce un
empeoramiento de la respuesta transitoria, para evitarlo se disefiard el proporcional integral, fijando el
cero, de manera que se mantenga lo maximo posible el comportamiento del sistema inicial.

El modo de lograr este objetivo es situar el cero del proporcional integral lo mds cercano posible al
origen. De esta manera el polo en lazo cerrado originado por el aumento de orden del sistema se
anulara con el cero del proporcional integral, que es un cero en lazo cerrado del sistemna, efectudndose
una cancelacién polo-cero. Pudiéndose, entonces, aproximar el sistema controlado por el proporcional
integral al sistema inicial con control proporcional.

Un buen criterio de disefio para fijar el cero del proporcional integral, es decir ‘a’, es tomarlo [o mds
pequefio posible respecto al polo dominante de la funcién de transferencia de lazo abierto. Por
ejemplo a=0.1. Téngase en cuenta que el valor mds pequefio de ‘a’ posible vendrd dado por las
limitaciones fisicas a la hora de la realizacién prictica del control.

A continuacion, se obtiene el lugar geométrico de raices del sistema, la respuesta temporal del sistema
ante una entrada de tipo escalén y un entrada de tipo rampa para dos valores de k (figuras 3.17-3.22).
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Eje Imaginario  Control PI ., bielmaginaro  ControtPI 1 Eje Imagina
015 ' 4 o
a1
st
0.05 r
- N
-0.0§ d
sh 1
o1 ST
10 i 4
0.15 r 1
s - 1 i — o
25 20 -15 10 B3 0 & o2 -0.25 0.2 0.15 o1 0.05 [ a.05
Real Axis Eie Real g 20 15
Fig. 3.17 Lugar geométrico de las raices. Fig. 3.18 Lugar geométrico de las raices (ampliacion). Fio 323
ig. 3.
Amplitud K=1 Amplitud K=1 ;
1 ; . : . ; — . : : : —_— Si se compara
e
» ' ' ' : ' L control proporc
| s 3 k, dado que s
ol mantenga el mj
N L AU .
i . , . . i estacionario c
' 0 > 7 ' v i sz
os | e elecciénde k s
' ,/’/l
H e
N . . , . , , 2t . C e En el caso de ¢
Py , ) , , . , . e . . , ] . j
oA b b et e e e , se obtiene un §
L . N . ‘ R e LRI temporal ante v
L T T \ . . . .
ol X . . . . . . b L . . .
o a5 1 1.5 k] 25 3 35 4 o 1 2 a 4 s 6 -
Tiempo (seg.) _ Tiempo (seg.) 3.4 Contro!
Fig. 3.19 Respuesta al escalén (k=1). Fig.3.20 Respuesta a la rampa (k=1). .
Amplitud ‘ Kf015 ‘ _ . Amp"ﬁ . EO‘S ' _ . 3.4.1 Accion.
" ' : La accién de ¢
. , error: :
1.2
1
o8 - - ,"l E L L . ' /v
! ’ ' ' 1 + ' + . . ' 1 i -
o ‘ . : - ‘ T . ‘ - De este mod
L e S S S R R T N N ) . . ) . L.
i . . S AT LR ‘ caracterfsticas -
i P : e - : /// f , , , _\ sefial de error
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/ . ‘ : ) L J . e , o : L ‘ Sin embargo, ¢
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Fig. 3.21 Respuesta al escalon (k=0.5). Fig. 3.22 Respuesta a la rampa (k=0.5).
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Eje Imaginario

Control PI

Amplitud K=1

1N
AR

20 15

-10
Eje Real

5

Tiempo (seg.)

Fig. 3.23 Lugar geométrico de las raices (a=2). Fig. 3.24 Respuesta al escalén (a=2).

Si se compara esta respuesta del sistema ante una entrada de tipo escalén con la obtenida con el
control proporcional (P), se observa que ambas respuestas son aproximadamente iguales para la misma
k, dado que se produce una cancelacién polo-cero en lazo cerrado, provocando que el sistema
mantenga el mismo orden. Para la entrada de tipo rampa se observa que se elimina el error de régimen
estacionario con el control proporcional integral. Por iltimo, debe indicarse que a la hora de la
eleccién de k se deberd tener en cuenta las especificaciones transitorias y escoger la k mas idénea.

En el caso de escoger el cero del controlador proporcional integral alejado del polo del origen (a=2),
se obtiene un sistema con ramas del LGR desplazadas hacia la derecha, fig. 3.23, por tanto la respuesta
temporal ante una entrada de tipo escalén empeora, tal como se comprueba en la figura 3.24.

3.4 Control proporcional derivativo

3.4.1 Accion de control derivativa

La accién de control derivativa genera una sefial de control proporcional a la derivada de la sefial de
erTor:
de(t)

; m(t)=kd~T:>M(s):kd~s-E(s) ‘ (3.8)
De este modo, el control derivativo mediante la derivada de la sefial de error 'conoce' sus
caracteristicas dindmicas (crecimiento o decrecimiento), produciendo una correccién antes de que la
sefial de error sea excesiva. A este efecto se le denomina accidn anticipativa. Resumiendo, la accién
de control derivativa afiade sensibilidad al sistema y tiene un efecto de aumento de estabilidad relativa.
Sin embargo, el control derivativo no puede utilizarse en solitario porque es incapaz de responder a
una sefial de error constante.

e(t) =cte.=m(t)=0
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En conclusién, con un control derivativo un sistema no alcanzaria nunca el estado estacionario. El
control derivativo siempre debe utilizarse en combinacién con otros controles por su influencia
estabilizadora mediante la accidn anticipativa.

3.4.2 Accién de control proporcional derivativa

La accién de control proporcional derivativa (PD) genera una seflal que es resultado de la
combinacién de la accién proporcional y la accidn derivativa conjuntamente.

de(y [ de(t) |
ty=k-e()+kd-—— =k e(t)+Td-—— 3.9
m(t) = k-e(t) +kd at Le() d dtJ (3.9)
donde Td es el tiempo derivativo.
M(s)
TL . - e S
/CI:O‘ M(s) = k-(1+Td-s)- E(s) = EGs) =k-(1+Td-s) (3.10)
La estructura en diagrama de bloques:
> k
ef1) * m(1)
+
kd s

Fig. 3.25 Diagrama de blogues del control PD.

El control proporcional derivativo proporciona al sistema una mayor estabilidad relativa que se
traduce en una respuesta transitoria con menor sobreimpulso. Sin embargo, cuando la influencia del
control es muy grande, el sistema de control tiende a ofrecer una respuesta excesivamente lenta.

Existen dos posibles métodos de disefio, segin se priorice el cumplimiento de las condiciones de
régimen estacionario o transitorio en las respuestas temporales. El primer método obtiene una
determinada respuesta temporal transitoria, quedando el régimen estacionario de la respuesta temporal
en funcién del disefio realizado. El segundo método fija una determinada respuesta temporal en
régimen permanente, quedando las condiciones de régimen temporal transitorio en funcién del disefio
realizado. A continuacién se expondran dichos métodos mediante un ejemplo demostrativo.

3. Diseflo de sistemas

Ejemplo 3.3

Primer método. E

donde kd

Se impone al sister

Para cumplir dichy
situados en:
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Ejemplo 3.3

Primer método. El sistema a controlar se muestra en la figura 3.26.

R(s) +

Donde G(s)

donde kd =k-Td y

Se impone al sistema unas especificaciones de respuesta temporal transitoria de:

Para cumplir dichas especificaciones los polos dominantes del sistema en lazo cerrado deben estar

situados en:

CONTROL PLANTA

Gels) G(s) )

Fig 3.26 Sistema de control.

10 G = k(14 Td s = kd(s+
T s (54 6)-(5+18) =k ‘9 =kdis+a) |

a=——

Td

ts=1segundo y Mp = 10%.

4
ts=—=0=4
o

n-o

Mp=e¢ @ = gd=5458

si2=-—415458-j

Eje Imaginario Control P

-10
Eje Real

Fig. 3.27 Lugar geoméirico de las raices.
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Dibujando el LGR del sistema, fig. 3.27, se puede observar que el sistema con un control proporcional
no conseguird las especificaciones de respuestas transitorias anterior, ya que ninguna rama del LGR
pasa por el punto si2=-4+5458-j.

Para lograr que el punto si,2=-4+5458-j pertenezca al LGR. se afiade un control proporcional
derivativo (PD), introduciendo el cero del control en una posicién desde la cual sea capaz de atraer las
ramas del LGR. hacia la izquierda, de manera que el punto si1,2 = -4 +5458- j pertenezca al LGR.

Para fijar la posicién del cero se impone la condicion de dngulo, fig. 3.28:

§5.458

Fig. 3.28 Trazado para la aplicacién de la condicidn de &ngulo.

5458 5458 5A58 5458
arctg 4 arctg TV arctg 64 180+ arctg

=+180; de donde: a=11.136

Con esta posicion del cero los polos de lazo cerrado del sistema se sitdan en si.2 = —4+5458- j. Ahora
se debe calcular el valor de la ganancia kd en dicho punto. Para ello se aplica la condicién de médulo.

J5458% +(11.136 - 4)2 |\ g 89851080
V54587 +42 .\54582 +(6-4)% .\J54582 +(18-4)>  15026-5812-6.766

kd - 1080-

kd=0.0609

Para comprobar el disefio se puede dibujar el LGR. del sistema con control proporcional derivativo,
obteniendo el resultado que se muestra en la figura 3.29.

Se puede ver en la figura 3.29 que, efectivamente, para los valores de a y kd calculados se logra que
los polos en lazo cerrado se sitden en las posiciones deseadas. Por tanto, se cumplen las condiciones
de respuesta temporal transitoria, pero se debe comprobar si el error estacionario es menor o igual que

el deseado.

3. Diseiio de sister
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Evidentemente, 1
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Eje Imaginario
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Fig. 3.29 Lugar geométrico de las raices.
Cilculo del error estacionario:

Kv = lim s-G(s)-Ge(s) = 10-kd - a = 6.7834

s—0

1
essv = —— = 14.74%
Kv

Evidentemente, no se ha logrado un essv=0 ya que para ello se necesita introducir un nuevo elemento
integrador en la funcién de transferencia en lazo abierto. En las figuras 3.30 y 3.31 se observan las
respuestas temporales del sistema disefiado frente a una entrada tipo escalén y una entrada tipo rampa.
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Fig. 3.30 Respuesta al escalon.

ﬂémpo (seg.)

Tiempo (seg.)

Fig. 3.31 Respuesta a la rampa.
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e Limitaciones cn la utilizacion del control proporcional derivativo.

Supéngase que se desee imponer al mismo sistema una respuesta transitoria con el mismo
sobreimpulso pero con un tiempo de establecimiento de 0.4 seg. Para ello, son necesarios unos polos

dominantes en lazo cerrado en la posicién si2=-10+13.643- j.

§13.643

-18 -a -10 -6

Fig. 3.32 Trazado para la aplicacion de la condicion de dngulo.

Si ahora se aplica la condicién de dngulo, fig. 3.32, para hallar la posicién necesaria del cero del
proporcional derivativo, para situar los polos en lazo cerrado en si2=—10%£13.643- j.

a=4.4324

=*180;

. 13.643 X 13.643 |80+ arct 13.643 180+ arct 13.643
ar —ar - arctg — arc

A T10 1810 T8 T0-6 T
Aplicando la condicién de moédulo se obtienen estos polos en lazo cerrado para kd=0.2388.

En la figura 3.33 se puede observar el LGR. del sistema con el control proporcional derivativo
disefiado.

Observando el LGR. se observa como en

Eje imaginayio ContrQI Al : principio no se puede hablar de polos
* J ' dominantes, ya que existe un polo real en
ol ' lazo cerrado entre el origen y “a”.

f '
o / ' | En las figuras 3.34 y 3.35 se presentan las
respuestas temporales ante una entrada de
bl J ek j tipo escalén del sistema con control
!\_ proporcional derivativo con dos ganancias
sl \ distintas (kd=0.2388 y kd=0.0609).
l .
-10 }» 4 , 4
-20 -15 -10 0 5

-5
Eje Real

Fig. 3.33 Lugar geométrico de lus raices.
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Amplitud Amplitud

sz [ T B R T e T BT 0z ’r ----------- T T ﬁ
A Z L L N . ' : . ,
. fiempo (seg.) . . v Tiempo (seg.)
Fig. 3.34 Respuesta al escalon para kd=0.2388. Fig. 3.35 Respuesta al escalon para kd=0.0609.
Congclusiones:

» Para el valor de ganancia disefiado, la respuesta transitoria es la esperada. Ello es posible
debido a que para esta ganancia se estd acentuando el efecto de cancelacién polo-cero en lazo
cerrado.

ePara el otro valor de ganancia, el polo dominante es el real, que debido a su pequefio valor
en médulo provoca que la respuesta sea lenta.

Las diferencias de valor de las ganancias de estos dos casos no son muy significativas, por ello, a pesar
de lograr disefios adecuados, se recomienda no situar el cero del control proporcional derivativo en
esta zona, a no ser que se posean herramientas de simulacién para hacer una valoracion.

‘S  Si los requerimientos son mas exigentes se acabaria teniendo el cero del control proporcional
derivativo en el semiplano derecho, de modo que apareceria un polo en lazo cerrado en el semiplano
derecho, creando un sistema inestable; por ejemplo, si se imponen las especificaciones:

ts = 02seg = o =20
Mp =10% = wd = 27287

los polos dominantes deberdn estar en si2=-20%£27.287-j, y aplicando la condicién de dngulo se [
obtendria el cero del proporcional derivativo en a=-22, provocando la aparicién de un polo en lazo
cerrado en el semiplano derecho, ocasionando que el sistema sea inestable. En las grificas siguientes
se puede observar el LGR. del sistema con el control proporcional derivativo, fig. 3.36a, y la respuesta
temporal ante una entrada de tipo escalén, fig. 3.36b.
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—r 1

Eje Imaginario Control PD Amplitude
30 ¢ — T T T

°
—

-20 [-

-0
-20 -18 10 -5 ] 5

Eje Real

Fig. 3.36a Lugar geométrico de las raices.

L . ! s, P o n s

Tiempo {seg.)

Fig. 3.36b Respuesta al escalén.

Segundo método: Otra manera de disefiar un control proporcional derivativo es fijando primero la
ganancia para asegurar un error estacionario. Por ejemplo, utilizando el mismo sistema del método 1
donde se le impone, a priori, un error en régimen estacionario ante una entrada de tipo rampa.

Obsérvese que la accidn derivativa no afecta al estado estacionario.

essv=1474% = Kv= K

0.147
Kv = lims-G(s)-Ge(s) = K=0.678

s—0

Ahora resta fijar un anico grado de libertad que es la posicién del cero del proporcional derivativo.
Para ello, se puede dibujar el LGR del sistema en funcién de la posicién del cero del proporcional
derivativo. De esta manera se conoceran todos los posibles valores en donde se pueden situar los polos
en lazo cerrado del sistema para el valor de K prefijado (que permite obtener el error en régimen

estacionario preestablecido).

A partir de la ecuacion caracteristica del sistema:

1080‘(K+Kd-s)+
$-(s+6)-(s+18)

se puede transformar como:

1080-Kd-s

3 5 +1=0
s +24-5° +108-s+732.7

de donde se puede dibujar el siguiente 1.GR., fig. 3.37, en funcién de Kd, es decir, la posicién del

Cero.

3. Diseito de siste

Eie Imagqi

15

n

Fig..

Sin embargo, si
S12 =—]0413.643

Conclusiones:
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Eie Imaainario Controf PD

N L i 1 !

el 20 -1R -1n -5 ]

Eie Real

Fig.3.37 Lugar geométrico de las raices.

Sobre este LGR. se pueden imponer
unas condiciones de respuesta
transitoria 'y analizar si  son
alcanzables.

Si se impone Mp=10% y ts=lseg,
esto es , que los polos dominantes en
lazo cerrado estén en
siz=-4+5458j. Analizando el
1.GR se observa que dicho punto
pertenece al LGR. Para comprobarlo
de manera analitica se aplicarfa la
condicién de dngulo. Aplicando la
condicién de médulo en dicho punto
se encontrarfa el valor de Kd=
0.0609. Este resultado era previsible,
ya que se ha impuesto como
condicién de error en régimen
estacionario el resultado obtenido en
el método 1.

Sin embargo, si se quisiera Mp=10% y ts=0.4 seg, lo cual implica polos dominantes en
si2=—10%13.643- j, se encontraria que esta posicidn no pertenece al LGR.

Conclusiones:

» Este método se utiliza cuando lo mas importante a garantizar es la exactitud estacionaria.
Posteriormente, se encuentra una Kd, que determina la posicién del cero introducido por el
control proporcional derivativo, para una condicion de respuesta transitoria determinada.

¢ En el LGR en funcién de Kd, se observa la evolucién de los polos en lazo cerrado para una
ganancia K fija en funcién de la evolucién del cero del proporcional derivativo, es decir de
Kd. Segin este I.GR., para un error estacionario fijo (K fijo), en general el control
proporcional derivativo no permite imponer cualquier respuesta temporal. Por ejemplo, en el
caso anterior hay limitaciones con respecto al maximo sobreimpulso que se puede conseguir y
ademas no se puede lograr tiempo de establecimiento inferior a 0.33 seg. para una respuesta a

una entrada de tipo escaldn, y ello siempre que se pueda aplicar polos dominantes.
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Ejemplo 3.4

Dado el sistema realimentado de la figura 3.38:

R(s) 6 ces),

Fig. 3.38 Sistema de control.

k-
s-(s+2)-(s+7)2

donde:  Gp(s) =

Se desea disefiar un sistema que verifique las siguientes especificaciones:
1. Tiempo de pico menor o igual a 1 segundo.
2. Miaximo sobreimpulso menor o igual a 5 %.

Para realizar dicho disefio se proponen los siguientes pasos:

a) Representar en el plano S las zonas en las cuales se cumplen ambas especificaciones presuponiendo
cararacterizacion dindmica de un sistema de segundo orden subamortiguado.

b) Dibujar el lugar geométrico de las raices del sistema.
c) Razonar por qué el sistema en lazo cerrado no puede cumplir la primera especificacién.

Para cumplir las especificaciones se introduce un control proporcional derivativo en el sistema como

muestra la figura 3.39:

R s ce),

H(s) |«

Control PD
Fig. 3.39 Sistema de control.

donde: Gp(s) = H(s)=s+a

5. (s+2)-(s+7)° ;

3. Disefio de sistema

Se desea hallar el

d) El valor de los
respuesta transito
segundo.

e) Hallar el valor
valor de k se logr:

Solucién:

a} Zonas del plan
sistema:

tp=1seg
Mp=5%=e
COS ¢

Graficamente, el re
es la zona intersece
plano S como se ob

b) Trazado del lugaj

* LGR sob-
conclusién, que dnic

* Asintotas
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[P

Se desea hallar el valor de ““a” para lograr cumplir las especificaciones anteriores. Para ello, calcular:

d) El valor de los polos en lazo cerrado tales que, considerando aproximacién por polos dominantes, la
respuesta transitoria al escalén presente un maximo sobreimpulso del 5 % y un tiempo de pico de 1
segundo.

¢) Hallar el valor de “a” para conseguir los polos en lazo cerrado del apartado anterior. ;Para qué
valor de k se logran dichos polos?.

Solucién:

a) Zonas del plano S en las que deberian encontrarse los polos complejo-conjugados dominantes del
sistema:

/4
tp=1seg = tp=—=wd=3.14

wd A
19090%0%%:%%.
g/ N ”
J/1-g? RSN
Mp=5% =¢e > =005= &£ =069 G RSN |
/ i3.14
o}
cosp =& = ¢ =4636 A,‘&"?
o
P 101 2 b
Graflcamethe, el resultado de las condiciones 1 y 2 SR -j3.14
es la zona interseccion entre las zonas rayadas en el SRS
. SRR
plano S como se observa en la figura 3.40. BB

Fig. 3.40 Condiciones 1y 2 trazadas en el plano S.
b) Trazado del lugar geométrico de las raices:

* LGR sobre eje real: El andlisis de este apartado de construccién del LGR conlleva, como
conclusion, que dnicamente pertenece al LGR sobre eje real la zona comprendida entre s=0 y s=-2.

* Asintotas:

" +180°-(2A+1) +180°-(2A+1) [145“’
 a-m 4 "3
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* Puntos de interseccién de las asintotas con el eje real:

Xp-2z -7-7-2
o= = = 4

n-m 4
* Puntos de ruptura:

1+ X ==0= k=-s:(s+2)-(s+7)
s-(s+2)-(s+7)

si=-0841€ LGR
s2=-4.1583¢ LGR

dk "
—=0=2-5"+10-5+7=0=>
ds

El valor de k para el punto que pertenece al lugar geométrico de las raices es:

K = —s-(s+2)-(s+7)°

s 36.97 > 0 luego s=-0.841 es un punto de ruptura.

* Punto de cruce con el gje imaginario:

k

S=-1=5" 1657 +775° +98-54k = 0
s-(s+2)-(s+7)

Algoritmo de Routh:

K 1 77k
3 16 98
52 70.875 k
1 70.875-98~16-k
g -

70.875
sO k

Anulando las filas:

70875-98-16-k
k=0 ————————=0=k=434.109
70.875

El polinomio auXitiar es:

Pa(s) = 70875-s> + k una = 70875 S +4341=0=>s1,2= £ 2475

En la figura 3.41 puede observarse el lugar geométrico resultante de este sistema.

3. Diserio de sisten

c¢) El sistema no
imaginaria de lo
valor de 2.475 e

d) Para lograr ve
segun la topolog
lazo cerrado don
Mp=5 % y tp=1 s

En conclusién la;

. &) Para que las 1

dngulo (pertenen
proporcionari los
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Eje Imaginario Lugar Geométrico de las Raices

T T T T T

-8 L ] H t 1 i 1
-12 -10 -8 -6 -4 -2 0 2
Eje Real

Fig. 3.41 Lugar geométrico de las raices.

c) El sistema no puede cumplir la primera especificacién (tiempo de pico) porque para ello la parte
imaginaria de los polos dominantes deberia ser mayor o igual a 3.14 y como miximo se alcanza el
valor de 2.475 en el Iimite de estabilidad.

d) Para lograr verificar las especificaciones requeridas se disefiara un control proporcional derivativo
seglin la topologfa que muestra la figura 3.39. Previamente se debe calcular el valor de los polos en
lazo cerrado dominantes que proporcionarian una respuesta transitoria al escaldn con caracteristicas de
Mp=5 % y tp=1 seg. Recordando los resultados anteriores:

vid
tp=1lseg =>tp=—=wd=314
wd

—n7
Mp=5%=e 7 V' =005= &=069

e 314
Ji-e2 Y069’

En conclusion las raices deseadas son: s1,2 = -3+ j3.14

=433, 6=£-wn=0.69-433=3

. e) Para que las rafces deseadas sean polos en lazo cerrado, es necesario cumplir las condiciones de
dngulo (pertenencia al lugar geométrico de las raices) y médulo. La aplicacién de estas condiciones
proporcionard los valores apropiados de control introducido.
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- //\ \ """"" j3.14
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~
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-7 -a 3. 2 o

Fig. 3.42 Trazado para imponer la condicién de dngulo.
Condicién de dngulo, fig. 3.42:

314 3.14 o
—2-arctg —180" +arctg
a-3 7-3 3-2

3.14
arctg -180° + arcth =+180° = a =-0441

Observando el resultado obtenido en el disefio, el control proporcional derivativo introduce un cero en
semiplano derecho en el plano S; el cual, analizando el lugar geométrico de las raices resultante,
conllevard la existencia de un polo en lazo cerrado en semiplano derecho;, obteniéndose, en
consecuencia, un sistema inestable en lazo cerrado. Las especificaciones sobre este sistema son
excesivamente restrictivas para poder lograrlas con un control proporcional derivativo exclusivamente,
requeriéndose realizar alguna accién de control adicional.

3.5 Control proporcional integral derivativo

La accién de control proporcional integral derivativa (PID) genera una sefial resultado de la
combinacién de la accién proporcional, la accién integral y la derivativa conjuntamente.

de(t) g [ de(t) 1 g 1
m(t) = k-e(t) + kd-—— + ki [ e(t) -di = k-l_1+Td--——+—-f0e(t)-dtJ (3.11)
dt dt  Ti
1L, M(s) krl Td. 54— —IE() M) kr1+Td + | (3.12)
: S)=K- + -S . S)= =K- -S A2
CI=0 L Ti-sJ E(s) L Ti-sJ

La estructura en diagrama de bloques se muestra en Ja figura 3.43.

La accidn de control proporcional integral derivativa permite eliminar el error en estado estacionario,
logrando una buena estabilidad relativa del sistema de control. La mejora de estabilidad relativa
implica una respuesta transitoria con tiempos de adquisicién y un valor .de maximo sobreimpulso
pequenios.

3. Diserio de siste

El disefio de

cumplir las
proporcional i
sistema no afe

Ejemplo 3.5

El sistema a cc

Donde

donde

Imponiendo ]a:;

Se llega al d
anteriormente -

En las figuras ¢
como las respr




3. Diserio de sistemas de control en tiempo continuo y discreto 153

| k
e(t) i + Xt nit)
+
ki
s

Fig. 3.43 Qiczgrama de blogues de un control PID.

El disefio de un control PID se realiza disefiando primero el control proporcional derivativo para
cumplir las condiciones de respuesta transitoria y, posteriormente, se afiadiendo el control
proporcional integral obtenido tal como se ha visto anteriormente, de manera que su incorporacién al
sistema no afecte a la respuesta transitoria del sistema, pero si elimine el error estacionario.

Ejemplo 3.5

El sistema a controlar se muestra en la figura 3.44:

CONTROL PLANTA
Rs) & Ge(s) G(s) Ccts)
Fig. 3.44 Sistema de control.
1080 1 (s+a)-(s+b)
Donde: G(s)=—— ; Ge(s)=k+| 1+Td-s+ —kd
s-(s+6)-(s+18) Ti-s ‘ s
1 1

donde kd =k-Td: a=—; b=—

Td Ti

Imponiendo las condiciones de respuesta transitoria de: Mp=10% y ts= lseg.

Se llega aljdisefio de los controles proporcional derivativo y proporcional integral realizados
anteriormentL?

(s+1L136)-(s+0.1)

Ge(s) = 0.0609-
s

En las figuras siguientes puede verse el LGR, fig. 3.45, del sistema con el control PID disefado, as{
como las respuestas temporales ante entradas de tipo escaldn, fig, 3.46, y rampa, fig. 3.47.
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Fig. 3.45 Lugar geométrico de las raices.
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Fig. 3.47 Respuesta a la rampa.
Ejemplo 3.6
Dado el sistema realimentado de la figura 3.48:
R@s) & - C(s)
- Ge(s) Gp(s) >

donde: Gp(s) =

Fig. 3.48 Sistema de control.

(s+2)-(s+3) ;

Ge(s) = Control
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a) Determinacién
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Se desea disefiar un sistema que verifique las siguientes especificaciones:
1. Error estacionario al escalén nulo.
2. Error estacionario a la rampa del 24 %.
3. Méximo sobreimpulso del 14 %.
4. Tiempo de establecimiento de 2 segundos.
Para realizar este disefio se proponen los siguientes pasos:
a) Comprobar que para Ge(s) =1 no se cumple la condicién de error estacionario al escalon.

b) Para hacer cumplir las condiciones de errores estacionarios se introduce un control integral:

k
Ge(s) = —
S

Calcular k para cumplir dichos errores y comprobar mediante el lugar geométrico de las raices si se
cumple la condicién 4.

¢) Introducir un control proporcional integrativo.

k-(1+Ti-
GC(S):_<T__S>
S

Fijar el cero del control de manera que se cumpla la condicién 4 y comprobar, mediante el lugar
geométrico de las rafces, que para el valor de k que verifica las condiciones de error estacionario no se
cumple la condicién 3.

d) Introducir un control proporcional integral derivativo.

Ti-Td-s” +Ti-s+1 L (5+2) (+b)

Ge(s)=k-
S a-b-s

Se fija uno de los ceros del PID en s=-4. Calcular la posicién del cero restante para que se cumplan las
condiciones 3 y 4. Hallar el valor de k para el cual se verifican dichas condiciones. ;Es compatible
este valor de k con las condiciones 1 y 27.

Solucion:

a) Determinacién del error en estado estacionario:

_ 50 50
Kp=lim——————=-—=833
=0 (s+2)- (s+3) 2-3
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=0.1071 > essp=10.71%

€ssp =
1+ Kp

Se observa que el error en régimen estacionario no es nulo, por tanto serd necesaria la presencia de un
elemento integrador, afnadido por el control, en la funcién de transferencia de lazo abierto.

b) La tfuncién de transferencia resultante en lazo cerrado es:

CG) 50-k
R(s) s-(s+2)-(s+3)+50-k

La expresion del error:

E(s)_ s-(s+2)-(s+3)
R(s) s-(s+2)-(s+3)+50-k

Por tanto, el error en estado estacionario de velocidad resulta:

. s-(s+2)-(s+3) L 6 1 6
essv=lims- = : essy=—=—""""=024 =k =05
s—0 s (s+2)-(s+3)+50-k s 50-k Kv 50-k
‘ La condicién de ts=2 segundos implica:
i
ts=2seg. =—=0=15
-1.5 o
®  Cuando los polos en lazo cerrado dominantes poscan & =1.5 el
sistema responderd con ts=2; o lo que es lo mismo los polos en
lazo cerrado dominantes deben pertenecer a la recta s=-1.5 en el
Fig. 3.49 Trazado en plano S. plano S, tal y como muestra la figura 3.49.

Reglas de construccién del lugar geométrico de las raices:

* Asintotas:

(4]

© O £180%-(2A+1)  180°-(2A+1) | 160
q) = = =
n-m 3 +180°

* Puntos de interseccion de las asfntotas con cl eje real:

-2z -2-3
O'=2p 2 = =-16

n-—m 3

3. Disedio de sis

*Pu

El valor de k |
k=

* Pur

Desarrollando

Anulando las f

El polinomio ¢
real cero.

En el lugar ger
interseccién er:
segundos. En |
realizado.  °
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* Puntos de ruptura:

50-k s-(s+2)-(s+3)
O0>k=-——""""

1+

S (s+2)-(54+3) 50

dk 2 s1=-0.784 € LGR
—=0>35"+10-5+6=0>
ds s2=-2.548¢ LGR

El valor de k para el punto que pertenece al lugar geométrico de las raices es:

s-(s+2)-(s+3)
= =0.042 > 0 luego s=-0.784 es un punto de ruptura.

50 5=—0.784

* Punto de cruce con el eje imaginario:

50-k

_— e 15455 46-5450-k =0
s-(s+2)-(s+3)

Desarrollando el algoritmo de Routh:

& 1 6
§2 5 50-k
,130-50-k
sO s
s 50-k
Anulando las filas del algoritmo:
30-50-k
50-k=0=%k=0; —5———=O:>k=0.6

El polinomio auxiliar permitird determinar las posibles raices de la ecuacién caracteristica con parte
real cero.

/ ~ Pa(s)=50-32+50-1<k 6=50~s2+30=0_——>s1,2=ij2.45

En el lugar geométrico de las raices se observa que no existe ningtn valor de k para el cual se logre
interseccién entre dicho lugar y la recta s=-1.5. Por tanto no es posible verificar la condicién de ts=2
segundos. En la figura 3.50 puede observarse el lugar geométrico de las raices resultante del estudio
realizado.
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3. DiseRio de sistemas d

Eje Imaginario Lugar Geométrico de las Raices
4

0.784

. .
-4 -3.5 -3 25 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1
Eje Real

Fig. 3.50 Lugar geométrico de las raices.

¢) Se debe mantener el valor de k=0.5 para cumplir las condiciones de error en estado estacionario. El
cero introducido por el control proporcional integral se sitia sobre el polo en lazo abierto situado en
s=-2; lograndose, de este modo, verificar la condicién de ©=1.5, dado que este es el punto de
interseccidn de las asintotas con el eje real coincidiendo con el valor del punto de ruptura y el angulo

de las mismas es de 90°.
Para el valor de k=0.5 y Ti=0.5 se obtiene:

25-0.5

GLA(8) =——
s-(s+3)

La figura 3.51 muestra el lugar geométrico de las raices en funcién de k considerando Ti=0.5.
b

jo

-1.5

X I

Fig. 3.51 Trazado en plano S.

Ubicacién de los polos en lazo cerrado a partir de la ecuacién caracteristica:

2 +3-5+12.5=0= s12=~15+32]

donde, observando

¢ =arc

de donde se deduc
respuesta del siste
cual implica que nc

d) Introduccién de-

Para que se cumpla
los puntos del plan
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donde, observando la figura3.52. N j3.2

32 o
¢ = arctg— = 064.8
L5

¢ =arcos(E) =648 = £ =0425

S X
O
<
;P/
Q
Y

de donde se deduce que el maximo sobreimpulso de la
respuesta del sistema en lazo cerrado es del 23% , 10 7 .. 3.2
cual implica que no se verifica la condicién 3.

Fig. 3.52 Condicién de dngulo.

d) Introduccion de un control proporcional integral derivativo:

50-k (s+4)-(s+a)
(s+2)-(s+3) 4-a-s

GLA(S) =

Para que se cumplan las condiciones 3 y 4 es necesario que el lugar geométrico de las rajces contenga
los puntos del plano S que cumplen dichas condiciones.

Calculando segiin muestra la figura 3.53.
Mp =14% = £ =053

¢ =arcos(&)=58°

wd=15-1g58° =24

A
o
______ 24
AN
N
* i
/
/
/
'''' 2.4

Fig. 3.53 Condicién de dngulo
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jw

s j2.4
///7 VAERN
- T / AN
- - _ 7 s as
—0 o x- % % -
-a 4 3 2 a

Fig. 3.54 Condicion de dngulo.
Aplicando la condicién de dngulo para encontrar el valor idéneo de “a”:

24 24 24 2.4
arctg +arctg —arctg —arctg
a-15 4-15 3-15 2-15

0o, 24 o
—180 +alctg—5—:i180 =a=5
L.

Para calcular el valor de k aplicamos la condicién de médulo:

50-k-v252 +242 352 +2.42

—1= k=054
20152 +2.4% V052 +242 V152 +2.42

. En conclusioén, la funcidn de transferencia en lazo abierto tras el disefio resulta:

50-054-(s+4)-(s+5)
20-5-(s+2)-(s+3)

GLA(s) =

Dado que €l valor de k es mayor que 0.5, el error en estado estacionario serd menor que el

especificado, lo cual es ventajoso.

Amplitud
\ Respuestas temporales en lazo cerrado
2 Y Y T Y T T T
1.8 } Sistema con control 1 J
1.6 F J
14 F
2l Sistema con conol P1 ]

Sistema con coftrol PID

N 1 A M

T 13 2 25 335 2
Tiempo (seg.)

Fig. 3.55 Respuestas temporales con diversos controles.

3. Disefio de sisten
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La respuesta temporal del sistema de control disefiado frente a una entrada tipo escaldn unitario
permite comprobar que el error en estado estacionario es nulo manteniendo la respuesta transitoria
deseada.

3.6 Estructuras controladoras cero-polo y polo-cero

Las acciones controladoras estudiadas hasta ahora son casos concretos de una estructura general
denominada cero-polo o polo-cero. De hecho, el disefio de un controlador cspecifico en el plano S a
través del lugar geométrico de las raices se reduce al calculo de los pardmetros 6ptimos que permiten
ubicar las rafces en lazo cerrado en determinada zona del plano S, logrando, de este modo (siempre
bajo determinadas aproximaciones), la dindmica requerida al sistema. Este proceso se basa en la
descripcién de la funcidn de transferencia del control a partir de sus ceros y polos.

Desde el punto de vista de disefio de filtros, se puede afirmar que las acciones de control proporcional,
proporcional derivativo y proporcional integral verifican la siguiente funcion de transferencia:

S
1+—
Ge(s) = kp- — & = . B0 ST | ST (3.13)
1 S Wc S+wp S+ Wp
+__
Wp

donde:
si Gx > Wp se obtiene una red polo-cero o filtro paso bajo
Si (c < Wp se obtiene una red cero-polo o filtro paso alto
si (i = Wp se obtiene un control proporcional
Si wp — = se obtiene un control proporcional derivativo
St wp — 0 se obtiene un control proporcional integral

Las estructuras cero-polo y polo-cero pueden disefiarse en dominio temporal de forma andloga a las
distintas acciones de control que se han estudiado en este capitulo. Para ello debe observarse que
desde el punto de vista de adicién de singularidades a la funcidn de transferencia cn lazo abierto se
introducen un cero y un polo reales; por esta razén el disefio 6ptimo conlleva la obtencién de tres
pardmetros, cn lugar de dos como sucedia en las acciones de control proporcional, proporcional
derivativo y proporcional integral; obviamente, esta particularidad complicara el disefio, efectudndose
éste, normalmente, en dominio frecuencial.

En el procedimiento de disefio en dominio temporal existe una zona del plano S que, bajo
determinadas aproximaciones, verifica la dindmica deseada; siendo si un punto de interés de dicha
zona, para que si sea polo en lazo cerrado deben verificarse las condiciones de dngulo y médulo:
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|GLA(si)! =1 Condicién de angulo (3.14)
ZGLA(si) = +180°  Condicién de médulo (3.15)

Dado que la topologia de control es tipo serie GLA(S) =Gp(s)-Ge(s) vy siendo si=-o+ jwd, sc

obtendrdn las siguientes expresiones:

L [ 2 2
le(ss)|~k-|~Slj~wi'=1=>1Gp(si)[.k. (to-0) +eu =1 (3.16)
'SH@P’ \/(a)p—o)2+a)d2

axd d
ZGp(si) + £LGe(si) =1 30° = ZGp(si)+ arctg —arctg =+180° 3.17)
' We—o wp—0O

A estas dos expresiones debe unirsele la resultante de aplicar la especificacién de precision medida en
términos del error estacionario, formando un conjunto en sistemna de tres ecuaciones y tres incognitas
que deberi resolverse por procedimientos numéricos. Este hecho, unido a que posteriormente al
cilculo deben verificarse las aproximaciones realizadas, provoca que usualmente el disefio de estas
redes sc realice en dominio frecuencial, disefidndose, fundamentalmente, estructuras proporcional,
proporcional derivativo y proporcional integral en dominio temporal.

3.7 Discretizacion de sistemas de tiempo continuo

Generalmente, el disefio de sistemas de control se realiza en funcién de la realizacion fisica final; por
esta razén, se disefian sistemas de tiempo continuo cuando la implementacion resultante es tipo
hardware o mediante circuiterfa electrénica, y los sistemas de tiempo discreto para una realizacidn tipo
software o programada. Sin embargo, cabe la posibilidad de transformar los sistemas dc control en
tiempo continuo o analGgicos en sistemas de tiempo discreto; para lograr este propdsito es necesario
transfférmar el hardware y la caracterizacién dindmica del sistema de control.

El problema, de este modo, se reduce a obtener los pardmetros adecuados del sistema discreto en
funcién de los pardmetros de la funcién de transferencia del sistema de tiempo continuo, de modo que
la sustitucién de un hardware (con la programacién adecuada) por otro, en la topologia de control
total, sea adecuada. Las figuras del ejemplo que se realiza a continuacién muestran a través dc
diagrama de bloques el proceso de discretizacién.

Existen varios métodos de discretizacion de sistemas o filtros analégicos, como el método de Tustin,
también denominado transformacién bilineal o integracién trapezoidal; sin embargo, el estudio se
centrard en un método cficaz y simple desde el punto de vista algebraico como es el método del

mapeado cero-polo.

3. Diseiio de sistema

Se puede resun

independienteme
tiempo continuo
manteniendo la |
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z = eTofrece el rc
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2. Los cer
conclusio
transferen

3. Debe a
valor que-
coinciden(

Observacion: si el |
de frecuencia de tr:
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En sistemas de co
exige Ja presencia |
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Se puede resumir el proceso de mapeado cero-polo diciendo que es el resultado de aplicar

independientemente la transformacién z = e’ a los ceros y polos de la funcién de transferencia de
tiempo continuo G(s) para obtener la funcién de transferencia transformada de tiempo discreto G(z),
manteniendo la ganancia de dicha funcién de transferencia para s=0 o z=1, segiin el domino de
estudio. Sin embargo alguna salvedad debe comentarse:

¢ Deben transformarse los ceros en infinito que posea la funcién de transferencia G(s) en ceros en z=-1
en la funcién G(z). Para razonar este aspecto debe considerarse que la aplicacion directa de la

transformacién z = e®T ofrece un resultado infinito; sin embargo puede considerarse que el efecto del

n n-m
cero en infinito sobre la funcién muestreada G*(s) implica ceros en posiciones @ =—-ws =

en el

ws
plano S por repeticién de las bandas al aplicar el muestreo. La transformacién de s= j— mediante
2
z=eTofrece el resultado z=-1.

El procedimiento de discretizacién segiin mapeado cero-polo puede resumirse, de este modo, en los
siguientes pasos:

1. Debe factorizarse G{s) obteniendo sus ceros y polos. Los ceros y polos de G(s) se
transforman del plano S al plano Z aplicando la relacién z = et

2. Los ceros en infinito de G(s) se mapean al punto z=-1 (manteniendo su multiplicidad), en
conclusién por cada cero en infinito de G(s) se origina un factor z+1 en la funcién de
transferencia G(z).

3. Debe ajustarse la ganancia en continua del sistema discretizado para adquirir el mismo
valor que la ganancia en continua del sistema de tiempo continuo. Para ello se verifica la
coincidencia de la ganancia de G(z) en z=1 y de la ganancia de G(s) en s=0.

Observacién: si el sistema de tiempo continuo puede aproximarse por un filtro paso alto en el margen
de frecuencia de trabajo, en el procedimiento anterior deberfan sustituirse ceros por polos y evaluar las
funciones en z=-1 y s=oo para sistema discreto y analdgico, respectivamente.

En sistemas de control de tiempo discreto, tal y como se ha estudiado anteriormente, ¢l modelado
exige la presencia de un sistema mantenedor de datos que no aparece en la topologia de los sistemas
de control de tiempo continuo. Por esta razén, para poder obtener una buena discretizacién del sistema
de contro] de tiempo continuo es conveniente incluir los efectos del mantenedor de datos respecto a la
estabilidad relativa del sistema en lazo cerrado, de este modo la sustitucién del hardware analégico por
el hardware digital no presentard un efecto desestabilizador importante. Para lograr este objetivo se
realizan diversas aproximaciones lineales de la relacién entrada-salida del mantenedor de datos, el
ejemplo siguiente muestra con detalle el proceso de discretizacién presentado.
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Ejemplo 3.7
Se pretende estudiar el proceso de discretizacién del sistema analdgico de la figura 3.56:

Control PD Planta

R 2 Gels) > Gls) o

Fig. 3.56 Sistema de control analégico.

donde:
1
Gp(s) = = Ge(s) =kl (s+4)
S

1) Se proporciona la siguiente estructura de un control discreto, fig. 3.57:

PD discreto Planta
R(s + C(s
) - — D(z) > ZOH 1 Gps) ( )=
T
Fig. 3.57 Sistemna de control discreto.
donde:

_ 1 _ e—TS

D(z)=k2- ; Gp(s)=—5; T=0.1seg.; Goh(s) =——

— z+1 s~ S

a) Encontrar los valores de k2 y “a” del controlador proporcional derivativo discreto para que el
sistema discreto tenga las mismas caracteristicas dindmicas que el sistema analdgico de la figura 3.56
para k1=4; previamente, indique la posicién de los polos en lazo cerrado deseados en el plano Z.

b) Calcular el nimero de muestras por ciclo de la sefial discreta. ;Estamos realizando una buena -

simulacién del sistermna analdgico?.

En general, el procedimiento de discretizacién en la prdctica no es el presentado en el apartado
anterior, debido a que exige un cdlculo del controlador en el dominio discreto.

2) Se propone como alternativa el diagrama de bloques de la figura 3.58.

3. Disefio de siste

R(s) +

a) Obtener el lu

b) Determinar
tenemos para ki

3) Se define el s

R(s)

donde:

a) Redisefiar el ¢
que la dindmicar

b) Transformar ¢
plano Z. Obtener.
apartado anterio,
proporcional deri
usted seguiria en-

Solucién:

1) La funcién de F
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Control PD Planta
R(s + C(s
©) - — ZOH > Ge(s) —.>$ —= ZOH > Gps) ),
ta D) _

—_—

Fig. 3.58 Sistema de control discreto.
a) Obtener el Jugar geométrico de las raices del sistema discreto en funcién de k1.

b) Determinar el rango de valores de ki para el cual el sistema es estable. ;Qué tipo de respuesta
tenemos para k1=47. ; Realizamos una buena simulacién del sistema analégico?.

3) Se define el sistema analdgico de la figura 3.59:

Control PD Planta

RE) 7 - G(s) Go(s) » Gys) SORS

Y

Fig. 3.59 Sistemu de control analdgico.

donde:

Gd(s)=k3-(s+ b); Go(s) = Goh(s) = Go(s) =

T
—-s+1
2

a) Redisefiar el controlador proporcional derivativo analégico (determinacién de k3 y “b”) para lograr
que la dindmica requerida al sistema sea la del sistema de la figura 3.56 con ki=4.

b) Transformar el cero del proporcional derivativo disefiado en el apartado anterior del plano S al
plano Z. Obtener el valor de ganancia en continua del control proporcional derivativo disefiado en el
apartado anterior. Comparar estos resultados con la funcién de transferencia del controlador
proporcional derivativo digital disefiado en el apartado 1. Resumir el método de discretizacion que
usted seguiria en la practica.

Solucion:
1) La funcién de transferencia en lazo abierto para ki=4 resulta:

4-(s+4)

GLA(s) = 2

S
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Si se desean las mismas caracteristicas dindmicas en el sistema discreto que en el sistema analégico,
serd necesario que las raices dominantes coincidan en ambos casos, segin la hipétesis de una buena
simulacion del sistema analégico por parte del sistema discreto.

GLA(S)+1=0= s> +4-5+16= 0= s1.2 = -2 £ j3.4641
Transformacién de los polos en lazo cerrado deseados del plano S al plano Z:

Ts -oT _zjedT
€ -€ =

z=e = _OT-[

e coswdT + jsinwdT]
212 = ¢ 2% [cos(3.4641-01) + jsin(34641-0.1)] = 0.77  j0.278
Funcién de transferencia en lazo abierto del sistema discreto:

G(z):(l—z_l)'zi—i

Fl] _001-(z+1)
T=0.1

s C2.z-1?

001-(z+a)

GLA(z) = D(z)-G(z) = k2- —-
2:.(z-1

Calculode k2 y a:
- Aplicando condicién de dngulo:

8 N 8 o
—360" +2-arctg =+180" = a=0.717

arctg
077-a 1-0.77

- Aplicando condicién de modulo:

001 Y(0.77-0.717)% +0278°
2. .

3 5 =1=%k2=92
2 (1-0.77)" +0.278
. L . z-0.717
Estructura del controlador proporcional derivativo digital: D(z) =92- —_I~
7+
277 2%
Nuamero de muestras por ciclo de seifial discreta; — = /T__/0l_ 18.138

@ od 3461

Se obtienen mds de 18 muestras por ciclo, esto implica una buena representacion del sistema continuo
analogo; el sistema discreto responderé de forma andloga al sistema continuo equivalente.

En las graficas siguientes, fig. 3.60 y 3.61, pueden verse la respuesta de uno y otro sistema.

3. Diseiio de si

Anplitnd

. f /
/

[ a2 0.

Q
[
0.

—

8

3

4
0

Fig. 3.6(

Se debe obse
dominantes de

2) Funcién de |

GL

Lugar geométri

* LGR sobre ¢j-
como z<-1.

* Asintotas: dni.
* Puntos de rupr

El punto de z=1:

Esperamos un f
ecuacion identif:




3. Diseiio de sistemas de control en tiempo continue v discreto

Amplitud Respuesta del Sistema Analdgico Amplitd Respuesta del Sistema Discreto

j //\ | J rﬁ JJ"H ]
\\J I

06 F

0.2 04 06 14 1.6 1.8 2 0 2 4 6

O.Q 1 1.2
Tiempo (seg.)
Fig. 3.60 Respuesta del sistema analdgico. Fig. 3.61 Respuesta del sistema discreto.

Se debe observar que las caracteristicas dindmicas no vienen dadas por aproximacién de polos
dominantes debido a la cercania del cero en lazo cerrado a dichos polos.

2) Funcién de transferencia en lazo abierto:

Da(z)sk].(l_z—l)_z{(s-ﬂl) _ k"<1_z,1).[1_ 4.21}:1(1.5.2—1
Z— Z

5 =01

001-(5-z-1)-(z+ ] « 0.025-(z-02)-(z+1)
= 1-

GLA(z) = Da(z)-G(z) = k1- 5 5
2-z-(z=1) z-(z-1)

Lugar geométrico de las raices en funcién de ki:
S

* LGR sobre eje real: pertenecen al LGR las zonas sobre eje real comprendidas entre z=0 y z=0.2, asi
como z<-1.

* Asintotas: Gnicamente existird una asintota que coincide con el eje real.

[0.1182 % j0.238
) dki1
* Puntos de ruptura: son soluciones de la ecuacion -d—- =0=2z= 1
z
—2.836

El punto de z=1 es un punto de ruptura de dispersién (coincide con los polos en lazo abierto en z=1).

Esperamos un punto de ruptura de confluencia en —ee <z <~—1; observando las soluciones de la
ecuacion identificamos este punto con z=-2.836, para este punto el valor de k1 asociado es:
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-z (z~ l)2 ’ | Observando

ki= . =300 concreto, par
0025-(z+1)-(2-02)| onerel
z2=-2.836 discretizar se,

La solucién compleja de la ecuacién no pertenece al lngar geométrico de la raices como puede
comprobarse mediante la condicién de angulo. '

* Puntos de corte con el eje imaginario:

ecuacién caracterfstica: 1+ GLA(z) =0

0.025-(2~02)-(z+1)
1- =

1+k 5 =0=2° +(0025-ki-2)-2° +(0.02-k1+1)- z— 0.05- ki = 0
z-(z-1)

Algoritmo de Routh:

23 1 0.02-k1+1
22 0.02§- ki-2 -0.005- k1
110.0005-k1" —0.01-k1-2
z
0 0.025-k1-2
z -0.005- k1
Valores de k1 que anulan alguna fila:
2 2 =54 1 N |
k1=0; 0.0005-k1" -0.01-k1-2=0= k1™ ~20-k1-4000=0= kli2= 74 i 3) Disefio del si;
Deseamos los pe
Polifiomio auxiliar: (0.025-k1—2)- 2% - 0.005- k1 =0=1z1,2=%jL.57
k1=74

A partir de la

* Puntos de interseccidn con el circulo unitario: ) .
parametros k3 y *

(w+13.33333)-(w-20) o

Ecuacién caracteristica bilineal: 1+ Da(w)-G(w)=0=1-0.3-k1- 5 - Ap]jcg;
W - (w+20)
W +(20-03-k1)-w> +2-k1-w+80-k1=0
Algoritmo de Routh: - Aplica
wo 1 2-k1
w2 20-03-k1 80- k1

. 2-k1-(20-0.3-k1)—80-k1

w 1 .
20-0.3-k1 o ) ) -
w 80-k1 / ] Control proporcir
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Observando el algoritmo de Routh se obtiene que el sistema es inestable para cualquier valor de ki; en
concreto, para k1=4 se tiene una respuesta oscilatoria de amplitud creciente, con lo cual no podemos

discretizar seguin este método. La figura 3.62 muestra el lugar geométrico resultante.

Eje Imaginario
2

z=-2.836
. k=300

-1
Eje Real
Fig. 3.62 Lugar geométrico de las raices.
3) Disefio del sistema analégico:

Deseamos los polos en lazo cerrado dominantes en la posicién s1,2=-2 1t j3.4641.

20-k3-(s+b)

A partir de la funcién de transferencia en lazo abierto: GLA(s) = se calculan los
~ 52 -(s+20)

parametros k3 y “b” aplicando las condiciones de dngulo y médulo:

- Aplicando condicién de angulo:

34641 34641 3.4641 o
arctg —arctg +2-arctg 5 =1180" = b=32
b

- Aplicando condicién de médulo:

V122 4340641
= 1 — k,) = 4

\/(20— 2)% +340641% - (2% +3.4641%)

20-k3-

Control proporcional derivativo disefiado: Gd(s) =4-(s+3.2)
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Transformacién del cero del control proporcional derivativo del plano S al plano Z:
z=e " =e 0 20726, Aproximadamente coincide con el disefiado para el proporcional derivativo
digital del apartado 1.

Valor en continua: lim Gd(s) = Gd(0)=4-3.2=12.8
s—0

Valor en continua del control proporcional derivativo digital:

1-0.717

Il
—
W

limD(z) = D(1) = 92-

s—1 1+1
Debe observarse que los valores obtenidos son aproximadamente iguales.
Método de discretizacion:

1. Redisefiar el control analégico considerando los efectos del mantenedor de datos de orden cero
mediante la aproximacion:

1
Go(s) = T =
—-s+1
2

2. Obtener los valores del control discreto trasladando del plano S al plano Z las singularidades del
control analégico y calculando el mismo valor de ganancia en continua.

El resultado obtenido es logico, debido a que, al realizar una compensacién en el dominio analégico,
incluyendo la aproximacién del mantenedor de datos, se estd considerando el efecto desestabilizador
del mismo (observar la inclusién de un polo en la cadena directa). Ello provoca que podamos realizar
la transformacién directa de la funcién de transferencia del controlador del dominio S al dominio Z.

3. Diseiio de sisten
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3.8 Realizacion discreta de controladores temporales

Los controles temporales vistos hasta el momento han estado basados en una combinacion adecuada
de las acciones proporcional, integral y derivativa. La manera de obtener estos controladores en el
dominio discreto consiste en deducir la expresion de las acciones bdsicas en una forma discreta,
existiendo distintos métodos para deducir estas expresiones, por lo que el resultado obtenido
dependerd del método utilizado. En consecuencia, por razones de extensién y simplicidad, se estudiard
un método concreto, utilizando el resultado asi obtenido en andlisis posteriores.

3.8.1 Accién proporcional

La accién proporcional tiene una implementacién discreta directa, multiplica cada muestra de la sefial
de error por un valor de ganancia kp.

G(z)= kp

3.8.2 Accion derivativa

La manera de realizar la accién de control consiste en aproximar la derivada de la sefial de error por la
pendiente de la recta formada entre las muestras (k-1)T y kT de la sefial de error discretizada, tal como
muestra la figura 3.63. Definiendo m(kT) como la derivada de e(t) en el instante t=kT :

de(t)y e(kT) ~e((k - DT)
dt |t=kT - T

m(kT) =

Fig. 3.63

Aplicando la transformada Z a la expresion anterior :

-1
G(Z):M(Z)=l—z =L‘z—l
E(z) T T 2z

De esta forma, tomando en cuenta la ganancia derivativa, la funcién de transferencia que se debe
aplicar para la accién derivativa es :

z—1

G(2) = kd%- (3.18)
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3.8.3 Accion integral

La accién integral utiliza la integracion trapezoidal como método de discretizacién. Segtin la figura
3.64, el 4rea en el instante actual t=kT de la sefial de error discretizada serd igual al drea comprendida
por el trapecio entre los instantes t=(k-1)T y t=kT, mas el area m((k-1)T), integrada con anterioridad y
debida a la suma de dreas de los trapecios formados con las muestras anteriores al instante t=(k-1)T,
(zona rayada).

j e(kT)

T
m(kT) = m((k - DT) + > [e(kT) +e((k -1)T)]

Aplicando la transformada Z:

_M(z) T l+z' T z+l
T E(z) 2 1-z' 2 z-1

G(2)
Considerando la ganancia integral ki, la funcién de transferencia para la accién integral:
G(zy=ki-——— (3.19)
2 1

El ejemplo 3.8 muestra el resultado de utilizar la integracién rectangular en lugar de la integracion
trapezoidal. Las expresiones obtenidas por ambos métodos son diferentes; sin embargo tienen en
comi el polo situado en z=1 debido a la accién integrativa.

Ejemplo 3.8

La accidn integral puede conseguirse mediante integracién rectangular, donde el drea bajo la curva de
la sefial en cuestion se aproxima mediante rectdngulos, fig. 3.65. La amplitud de los rectdngulos puede
tormarse cormo la amplitud de la muestra actual (forward), o como la amplitud de la muestra anterior
(backward). Considerando este tltimo caso :

m(kT) = m({(k—=DT)+T-e(k-1)T)
Aplicando la transformada Z y considerando la ganancia integral ki, se obtiene:

T-z7 T
G(z)=ki-——=Kki- (3.20)
11—z~ z—1

3. Diseiio de sistemas
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v
s
7
m(k-1)T ()T
Fig. 3.65

3.8.4 Diagrama de bloques del control discreto

La figura 3.66 muestra el diagrama de bloques que agrupa las acciones que determinan los controles
PD, PI y PID discretos. Cualquiera de estos controles puede implementarse mediante la seleccién

adecuada de estos bloques.

e(kT)

Fig. 3.66 Diagrama de bloques con las acciones proporcional, integrativa y derivativa.

z+1 \
k -—. —= (
Y2 z-1 *

Ky
T

z—1

z

De la accidn integral, en el caso discreto, se extraen las mismas conclusiones, con respecto al régimen
estacionario de un sistema, que en el caso continuo. Se puede observar que los polos en z=1 en lazo
abierto del plano Z son los responsables de la mejora en régimen estacionaric de la respuesta
temporal, al igual que ocurria con los polos en el origen (s=0) del plano de Laplace. Por esta razdn, es
conveniente introducir la accién integral en el control discreto siempre que se quiera mejorar la
respuesta temporal en régimen estacionario de un sistema. No obstante, conviene considerar también

los efectas que tiene la accidn integral sobre el transitorio y sobre la estabilidad del sistema.
68 q g y

E/l disefio de los controladores PD, PI y PID consiste bdsicamente en ajustar los valores de los
coeficientes kp , ki y kd , de manera que se cumplan las especificaciones requeridas. No obstante no
hay que olvidar que estos controladores pueden disefiarse utilizando cualquiera de los métodos vistos

con anterioridad.

3.9 Control PI discreto

El control PI esta formado por la suma de la accidn proporcional y de la accidn integrativa, de manera

que su funcién de transferencia considerando el diagrama de la figura 3.66 es :
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kT-2k,

z+———t
kTz+D) _ T, kiTH2k, (3.20)

GPI(Z):kp+ 2(2—1) (kp"rkiE)'

z—1

El control PI en lazo abierto introduce un polo en z = 1, mejorando la respuesta temporal en régimen
estacionario, y un cero en el eje real del plano Z cuya posicién depende de kp y ki, fig. 3.67.

[Jw,

o- s,
Z=a

Fig. 3.67

El control PI serd itil en aquellos sistemas que carecen de polos en z = 1. La forma de disefiar el
control dependerd de los requisitos esperados. Si no existen especificaciones temporales se puede
optar por cancelar uno de los polos de lazo abierto de la planta con el cero que introduce el control, lo
que se denomina de aqui en adelante "método de cancelacién polo-cero”. En el caso de existir
especificaciones temporales, se debe tratar de hallar la posicion adecuada del cero del PI mediante el
lugar geométrico de las raices, de forma que se cumplan dichas especificaciones.

Ejemplo 3.9

Se quiere aplicar un control PI discreto al sistema realimentado de la siguiente figura:

RE) - v—. | Goh(s) Gp(s) ) 10
pls 3 =
T G = T DT

"= 0.1 seg.

Fig.3.68

La funcidn de transferencia en lazo abierto :

J
452-1072(z +09048)

(z-09048)(z - 08187) .

GOhGp(Z) =

Este sistema, sin controlador discreto, tiene un error en régimen estacionario frente a una entrada
escalon del 16.3%, ya que carece de polos en z = 1. La expresién del control PI a utilizar, ec. (3.20) :

kT -2k,
7+ =
k,T+2k,

z—1

T
Gp](z):(kp +kl 5)‘

3. Diserio de sistem

Al no haber esj
tanto, como crit
sistema (anula ¢
del control PI
incremento en e
consiga aument

distancia a recor

Despejando se ¢

que la funcidn d

La expresién del

Segun se muestr:
ec.(3.21), en laz
error en régimer
observarse tambj
estacionario fren
tiempo de estable
sistema en lazo a

-3 2-
Fig. 3.69 LGR del




3. Diseiio de sistemas de control en tiempo continuo y discreto. 175

Al no haber especificaciones, no es necesario imponer, en principio, ninguna respuesta temporal. Por
tanto, como criterio de disefio puede optarse por imponer el polo del control PI como un polo mds del
sistema (anula el error estacionario frente a una entrada escalén , en este caso) y cancelar con el cero
del control PI uno de los polos de la planta (método de cancelacién polo-cero), evitando asi el
incremento en el orden del sistema. El polo a cancelar debe ser el mas cercano a z = 1, de forma que se
consiga aumentar el margen de estabilidad del sistema (margen de valores de kp), aumentando la

distancia a recorrer por los polos en lazo cerrado antes de llegar al borde de la inestabilidad. Asf :

k,T-2k,

———F = 09048
K, T+2k,

Despejando se obtiene kp/ki = 10023, de donde tomado kp = 1, y ki = 1/1.0023 = 0.9977, resulta

que la funcién de transferencia de lazo abierto del control més la planta es (ver fig. 3.69) :

0.0475(z + 09048)

Gp[(Z)' GthP(Z) = (Z_ 1)(Z — 08187)

La expresion del control PI :

z— 09048

GPI (Z) =1.0499 -

Segiin se muestra en el LGR discreto, fig. 3.69, para el valor de la ganancia en lazo abierto de 0.0475,
ec.(3.21), en lazo cerrado los polos estdn ubicados en z = 0.882 £ 0.26j , siendo el sistema estable. El
error en régimen estacionario nulo y la respuesta temporal se muestran en la figura 3.70. Debe
observarse también, fig. 3.70, que la respuesta temporal con control PI corrige el error en régimen
estacionario frente a una entrada escaldn, pero en este caso empeora el miximo sobreimpulso y el
tiempo de establecimiento. Estos pardmetros pueden mejorarse reduciendo el valor de la ganancia del
sistema en lazo abierto, ec. (3.21).

: . ; 0 ; ; :
2 4 0 o mo 2 4 6 8
Fig. 3.69 LGR del sistema discreto definido en (3.21) Fig. 3.70 Respuesta temporal frente a una entrada
escalon. CI(t) con control PI'y C2(t) sin control.
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3.10 Control PD discreto

En el control PD intervienen la suma de la accién proporcional y de la accién derivativa, ec. (3.22). El
control PD introduce de esta manera un polo en z=0 y un cero a situar dentro del eje real positivo del
plano Z, dependiendo del valor de los pardmetros k, y kg del control. por lo que el control PD

discreto difiere bastante del control PD analégico.

ky

g —d
z-1 Kk, T+ky k,T+ky

G =k, +k = . 3.22

pp(2) =k, +ky T T . (3.22)

El control proporcional-derivativo se puede disefiar a través del método de cancelacion polo-cero, tal
como se hacia en el ejemplo 3.2, aunque también se podria disefiar con el propdsito de ajustar alguna
especificacién temporal del sistema a controlar, teniendo en cuenta, para ello, el efecto del polo en z=0
y considerando que la zona (til donde se puede posicionar el cero estd comprendida entre z=0 y z=1.

3.11 Control PID discreto

El control PID aglutina las acciones de control proporcional, integral y derivativa, es por ello que
ofrece mayor libertad de disefio del controlador. La funcién de transferencia del control proporcional-
integral-derivativo es :

T z+1 z-1
Gpp(z)=k, +k; = ——+k 3.23
rp(2)=k, thig ke, 625
Operando sobre la ecuacién 3.23 se obtiene la siguiente expresion:
o kT =2k T -4k 2k
\ ) 2 +—— 2 L 5 d —
Go () KT + 2k, T+2ky k,T” + 2k, T +2ky kT + 2k, T+ 2ky
{Z)= .
FID 2T ‘ z-(z-1) (3.24)

Por lo que el control PID tiene un polo en z =1, otro polo en z=0 y un par de ceros a situar en el plano
Z, dependiendo de los requisitos del disefio. En si el control es parecido al control proporcional-
ﬂ’iﬁtegra[ (PI), pero con la diferencia de que afiade un cero mas, es decir tiene dos ceros en lugar de uno,
lo que proporciona una mayor libertad de disefio, pudiéndose disefiar el control de manera que cumpla
determinadas especificaciones, a través de las condiciones de dngulo y de mddulo, tal como se hacia
en el caso analégico (ej. 3 método de ajuste utilizando el lugar geométrico de las raices), o por el
contrario, empleando el par de ceros que introduce el PID para cancelar los polos de la planta que se
debe compensar (método de cancelacién polo-cero), sustituyendo de esta manera la dindmica temporal
de la planta por una dindmica temporal forzada por el controlador PID (ej. 4).
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Ejemplo 3.10
Dado el sistema realimentado de la figura siguiente :

Control

R(s) +

D(z)

Fig. 3.71

-Ts

K T =01 seg.; Goh(s)= -
S

d d: =
onces Gels) = et )

se desea disediar un sistema de control que verifique las siguientes caracteristicas temporales :

1. Maximo sobreimpulso igual a 16.3 %.
2. Tiempo de establecimiento igual a 2 segundos.

Para realizar el disefio se proponen los siguientes pasos :

a) Calcular el valor de los polos dominantes en lazo cerrado que cumplen las especificaciones. Hallar
el nimero de muestras por ciclo de la sefial subamortiguada. ;La respuesta del sistema discreto queda
desvirtuada frente a la respuesta del sistema continuo andlogo?.

b) Comprobar que la posicién en el plano Z de los polos dominantes en lazo cerrado que cumplen las
especificaciones son: zj, = 0.77 £ j0.278

c) Si D(z)=1, comprobar que no es posible lograr para ningtn valor de k los polos en lazo cerrado
deseados en el plano Z.

d) Para cumplir estas especificaciones se introduce un control PD que resuelve la siguiente ecuacién
en diferencias: y(n) = x{(n)—a-x(n—1). Determinar la funcién de transferencia del control, el valor

de “a” y la ganancia k para conseguir los polos deseados en lazo cerrado.

e) Si se cambia el periodo de muestreo a T = 0.2 segundos, calcular el maximo sobreimpulso y el
nimero“de muestras por ciclo, sabiendo que uno de los polos en lazo cerrado se halla en z=0.4,
[IP 44

manteniendo el valor de k y “a” calculados anteriormente. ¢La respuesta del sistema discreto queda
desvirtuada frente a la respuesta del sistema continuo anilogo?.

Solucién :

a) Célculo de los polos dominantes en lazo cerrado que cumplen las especificaciones | y 2.
/

_.é
_O'T, I
ts=i=2=>0=2;MP=C A’d:e /1—é2=0.163=>(1)d=3.4641
o

32 =—0fjod=-21 346l
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2T, 27
o Mo 18.138

Nimero de muestras por ciclo:
od  od  3.461

Se obtienen mas de 18 muestras por ciclo, lo que implica una buena rcpresentacion del sistema

continuo andlogo.

b) Posicién en el plano Z de los polos dominantes:

z=e18 =0T tjoT _ —oT -[cos(de) +j- sin(de)]

25 =e 20 [cos(34641-01) + j-5in(34641-01)] = 0.77  j0.278

¢) Debe comprobarse que no es posible lograr para ningin valor de k los polos en lazo cerrado
deseados en el plano Z con D(z)=1. Para ello se verifica que estos polos no pueden cumplir ia

condicién de 4ngulo.
e 1 k
s (s+1)-(s+2)

G(s) = 1=

k-0.00452-(z+0.90485)

- 1
=k-l=-2z"1)27
G =k ( ‘ ) L~(s+1)'(s+ 2):!

T=o1 (z~090483)-(z-0.81873)
Aplicando la condicién de dngulo a este sistema:
Im(z) A
jozig
T 0.77 . e Re(z)
0.9048515 . 0.81873083 0.904837
Fig. 3.72
0278 0.278 0.278
LG Z . = arct -——————1800+arct ————180°+arct _—
(@) ‘Z=0-77+J0-278 £ 090485+ 077 £ 090483-0.77 £ 081873-077

_ o [}
LG(z)[Z:O_Wﬂ.Q278 =-20645° #180° =z & LGR

En conclusién no existe ningiin valor de k para el cual se obtengan estos polos en lazo cerrado.

—

d) La funcién de transferencia del PD que resuelve la ecuacién en diferencias mencionada es :

Y(2) _z-a
X(z) Tz

y(n) = x(n)—a-x(n—l)—£—>Y(z) = X(z)—a-z”l-X(z)=> D(z)=

3. Diseito de sistema
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Por lo que la funcién de transferencia resultante en lazo abierto :

k-0.00452-(z—a)-(z+0.90485)

. GLa(z) =
z-(z—0.90483)-(z—-0.81873)

Para que las raices deseadas sean polos en lazo cerrado es necesario cumplir las condiciones de dngulo
(pertenencia al lugar geométrico de las raices) y moddulo. La aplicacion de estas condiciones
proporcionara los valores apropiados de control introducido.

Imz‘}
@ Tioars
/(////:\\\
— VN

. N
L PRV & EVERENUE
A\~ 4 -
-0.9048515 a

Fig. 3.73
Condicién de 4ngulo:
0.278 0.278 0.278 o 0.278
arctg - arctg ——— + arctg —————— - 180° +arctg————————
0.77-a 0.77 0.90485+0.77 0.90483-0.77
-180° +arctg—~£—2—z-8—— =+180° =a=0.5
0.81873-0.77

Aplicando la condicién de médulo se obtiene: k = 24.

Eje imaginario
1

0.8

0.6

1 L 4 = 2 L 2
-1 -08 -06 -04 -02 0 02 04 06 08 1
Eje real

Fig. 3.74 Diagrama polo-cero en el plano z.




Teoria de Control. Diseiio electronico

180

Amplitud
1.2 P T

8 10 12 14 16 8 20
N° de muestras

Fig. 3.75 Respuesta temporal en lazo cerrado del sistema con control PD.

La figura 3.74 muestra el diagrama polo-cero en plano Z en lazo cerrado del sistema disefiado. Puede
observarse como se obtiene una respuesta en lazo cerrado que verifica las condiciones de disefio
impuestas al sistema, y como el ndmero de muestras por ciclo es el esperado.

e) Al cambiar el periodo de muestreo la funcién de transferencia del sistema también variard.

z-a _ 24-00164292.(z-05)-(z+081873)
z  z-(z-067032)-(z— 081873)

- _1 l
GLa(z) = k'(l -z )Z{m}

T=0.2

Ecuacion caracteristica:

GLA(Zz)+1=0= 23 ~1.0947501-2% + 0.6744901-2—0.1614144 = 0

Conociendo que una raiz se encuentra en z = 0.4:

/
3 ) 21, = 03473751+ j0.5252815
z° 10947501z~ + 0.6744901-2— 01614144 = 0= 1 04
Z = .
Polos dominantes en lazo cerrado:
2, = 034737501 % j0.5252815 = ¢ 7" -[cos(adT) £ j-sin(wdT)] =
05252815
/ - tg odT = mjﬁ—_jﬁ = a = 49325489

e = (03473751)% +(05252815)° = ¢ = 231213

=89 =—G 1 jod =-231213+ j49325489
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Obtencién del maximo sobreimpulso:

- é
O 2
Mp=¢ /wi=¢ /VI‘E- =0.23= Mp(%)=23 %

Nimero de muestras por ciclo:

21 27
o TR 02 _ga
wd od 4.9325489

Se obtiene poco mds de 6 muestras por ciclo; por ello la sefial empieza a desvirtuarse respecto a la
respuesta temporal del sistema continuo equivalente; esta es la razén de que haya aumentado el
maximo sobreimpulso respecto al caso anterior.

Ejemplo 3.11

Se quiere aplicar un control PID discreto al mismo sistema del ejemplo 3.2, donde se cumpla la
especificacion de un coeficiente estitico de velocidad kv = 5. Se conoce del ejemplo 3.2 que:

10

G = T=0.1 5
v = 61 2) Sc8
452-107%(z + 09048
GG, (2)= ( )
(z—09048)(z— 08187)

Al no tener polos en z = 1, la planta en si no consigue un error en régimen estacionario nulo, lo que si
que serfa posible con el control PID. Analizando el error en régimen estacionario de velocidad :

z-1 z-1
= i Z . 2= lim ——- 2)-G
K= Jim S Gua@)= fim S5 o) GGy (2)

Operando sobre esta ecuacién :

.1G
v 11 pey 0.0452 - 19048 _ 525K,
T 2T 0.09052- 01813

Como la especificacion es kv = 5, entonces k, = 5= 5.25k; y se obtiene ki = 0.9523. Por otro lado,
como diseflo se puede aplicar el método de cancelacién polo-cero :

, K T? =2k T-4k, 2k,

27— Zt+——
kT2 +2k,T+2ky  kT? +2k, T+ 2k,

=(z-09048)(z-08187)

=22~ 17242+ 0741

Igualando coeficientes :

kiT? -2k, T -4k,
= 0741 ; . = 1724
ki T? + 2k, T+2ky

2ky
IGT? + 2k T+ 2k
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De este sisterna de dos ecuaciones con dos incOgnitas se deducen los valores de Kk, =14 y

k, = 0415. La expresion del controlador y la funcién de transferencia de lazo abierto son :

(z -09048)(z - 0818)
z-(z-1)
0.263(z + 09048)
z-(z—-1)

GPXD(Z) =58

Gra(2)=Gpp(2)- GG (2) =

Tal como muestra el LGR discreto, fig. 3.76, para el valor de kp calculado, los polos de lazo cerrado
estdn dentro del circulo unitario, por lo que el disefio es estable.

2y, = 0369 £ 0319j

2 1.2 T T T
1.5} ‘
1 .
05 i
0 ‘
05 f
1 .'
15 :
2 . . ! '
] : - o X . . .
3 2 ot 0 ! 0 1 2 3 4 5
Fig.3.76 Fig. 3.77

Segtin la figura 3.77, se puede observar que el maximo sobreimpulso estd limitado al 4 %, y que el
tiempo de subida queda reducido considerablemente respecto de la respuesta temporal sin control de

lazo abierto.

3. Disefio de siste
— T

3.12 Probler

Problema 1

El sistema de
convenienteme

—

|
i
|
Vin o

B

Vi

Donde :
Rt= Resistel;
Ct = Capacid
qi= Calor‘ce:

Elsistcmade la -

Vin

1.- Teniendoen¢
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3.12 Problemas

Problema 1

El sistema de la figura es un control de la temperatura en el interior de una cdmara cerrada y
convenientemente aislada del exterior mediante un recubrimiento isotérmico.

CAMARA AISLADA

CALEFACTOR
1

‘ kh
qu

LM334

R

Donde :

Rt = Resistencia térimica de la cdmara. qo = Calor cedido al exterior (a través de las paredes).

Ct = Capacidad térmica de la cAmara. To = Temperatura en el interior de la cAmara.

qi = Calor cedido por el calefactor. Tamb = Temperatura ambiente.

N
El sistema de la figura anterior se representa mediante el siguiente diagrama de bloques:

Vin | =~ Verror Va i qi 1
— D k kh ————
® 2 R,Cs+1

kr

1.- Teniendo en cuenta que se usa el LM334 como sensor de temperatura, cuyas caracteristicas son:

/ - Sensibilidad en el punto Vs = 10mV/°Kelvin.




/

/
/
/
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- Margen operativo de temperaturas: de 0 °C a 70°C.
- Es lineal dentro del margen de temperaturas.
Nota: 0°C=273°K

1.1.- Dibujar qué partes del circuito corresponden a los bloques de realimentacion definidos por ks
y kr.

1.2.- Calcular el margen de tensiones de Vs teniendo en cuenta el margen de temperaturas y la
sensibilidad del sensor LM334. Dar la expresién matemdtica que define el comportamiento
de Vs en funcién de la temperatura en °C.

1.3.- Calcular el valor de la ganancia ks del sensor.

1.4.- Con el fin de adecuar el margen de tensiones que entrega el sensor en Vs, al margen de
tensiones de entrada (de O a 5 voltios), calcular el valor de la ganancia kr e indicar a que
cociente de resistencias corresponde.

1.5.- Explicar el funcionamiento del circuito correspondiente al apartado 1.1.

2.- Si se conoce que T7=Rt-Ct=625 seg. es la constante de tiempo de la cdmara y que kh = gi/ia = 0.25,
ka =ia/Va=2, y ks-kr = 0.07142, Calcular:

2.1.- Para D(s) = 1 el error en régimen estacionario de posicién del sistema.
2.2.- El tiempo de establecimiento t, y el mdximo sobreimpulso en lazo abierto del sistema.

2.3.- Con el fin de acelerar la respuesta temporal del sisterna , disefiar un control Pl para que se
cumplan las especificaciones de M, = 5%, t; = 7 minutos y e;,=0.

Si se considera , a partir de este apartado, que la respuesta dindmica del sensor es :

1

Con 7, =20 seg.
s+1

G(S)Lm334 = —
S

3.- Dada la constante del tiempo del sensor, comentar si puede tener efecto sobre la respuesta temporal

del sistema realimentado. Razonar la respuesta.

Solucion :

1.2.- Son 10mV por cada grado Kelvin, as{ que el margen de tensiones estd entre 2.73V y 3.43V. Se
debe pasar de grados centigrados a grados Kelvin. La expresidn es la de una recta Vs=ks-°C + 2.73.

1.3.- El valor de ks es la misma sensibilidad del sensor ks=0.01 .

1.4.- Para adecuar el margen de tensiones de 0 a 5 voltios kr = 7.142 .

3. Diseiio de sistema

2.1.- El coeficier

en régimen estac

22- t;=31=3
primer orden.

2.3.- Las especif

A través de la c

ganancia necesari

3.- Al ser un polo
efecto, pues esti |
tiempo de la plan
desprecia el efects

Problema 2
El sistemna de conf

Referencia

R(s)

Donde :

Se pretenden dise
M, =10%, =0

1.- Calcular el val¢
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2.1.- El coeficiente estitico de velocidad es k, = 1im G(s)H(s) = 05-0.07142, de forma que el error
5—0

en régimen estacionario de posicidn es eg, = 9655%

2.2.- t;=3-1=3-625 = 1875 seg. = 31.25 min. El sobreimpulso es cero por tratarse de un sistema de
primer orden.

2.3.- Las especificaciones conducen al ajuste de un punto en el plano de Laplace :
s=-7142-1072 +75.107

A través de la condicién de médulo y de dngulo se establece la posicién del cero y el valor de la

ganancia necesarios. El cero estden a =8457- 107 y la ganancia vale k=222 .

3.- Al ser un polo en realimentacién, este polo se presenta como un cero del sistema. Este tendrd poco
efecto, pues estd bastante alejado del cero del PI. El sensor es mucho mds rédpido que las constantes de
tiempo de la planta y por tanto no tiene efecto sobre ésta. Se dice que el sensor es transparente y se
desprecia el efecto dindmico que tiene sobre la planta.

Problema 2

El sistema de control discreto de la figura&puede modelarse idealmente como muestra la figura 2 :

Referencia AD Coqtro]ador J o/a N Salida_>
+_ Discreto
Fig. 1
Controlador
Discreto Z0H Planta
R(s) 1—e T C(s).
+¢T A — D(2) » € > Gp(s) >
- T $
Fig. 2
36 , z—a
Donde : Gp(s) = ——— D(z)=k-
s (s+3.6) z-b

Se pretenden disefiar los pardmetros del sistema de control para obtener las especificaciones de
M, =10%,t;=0.8seg yes,=0.

1.- Calcular el valor del periodo de muestreo necesario para obtener 20 muestras/ciclo.
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2.- Si se escoge T=50 mseg., disefiar el controlador discreto D(z) para cumplir las especificaciones
anteriores. Para ello, escoger el valor del pardmetro a de modo que cancele adecuadamente uno de
los polos de la planta.

3.- Los convertidores A/D y D/A introducen errores a la salida del sistema como consecuencia del
error de cuantificacion realizado en la conversion A/D y D/A, respectivamente. Dichos
convertidores puede modelarse como muestra la figura 3.

J

— D = B

<]
+
D/A y = —“‘»é—> Z0H |—

Fig. 3

-

El error maximo de cuantificacién viene determinado por la expresion:

€ rax = donde "n" es el nimero de bits del convertidor.

Determinar el niimero de bits de los convertidores A/D y D/A para que el efecto del error mdximo
de cuantificacién sobre la variable de salida sea menor del 0.6 %. Considérese una entrada de error
tipo escaldn de amplitud e,y

. 4.- Obtener la codificacion del coeficiente b si se realiza mediante una palabra binaria que utiliza 8
bits a la derecha de la coma fija, como se muestra en el ¢jemplo siguiente:

1 1 1 1 (1. 1 1
(0.11000001), = b; x S+ b xo+ bs X §+...+bo X 5= (5+;2-+2—8)10 =(0.75390625),,

(Cree suficiente la resolucién obtenida con 8 bits? Razonar la respuesta.

Solucién:

1.- Eleccién del periodo de muestreo para obtener 20 muestras/ciclo:

4
=—=08seg = 0=5; Mp=e ™™ =0] = —>-=0732935 = ax=682188
c d

polos en lazo cerrado deseados: s, =—5+ j-6.82188

Nuamero de muestras/ciclo =% = 2n/ o

T =20 = T=46 mseg.

3. Disefio de sistemas

| 2.- Disefio de la ¢

No se puede canc
a=0.835702; comg

G(i,

Debe observarse -
respuesta del siste

Polos en lazo cerr:

R
Ir

0.2¢
tgodT = 0x
08¢

Polos en Lazo Cer:

Obteniendo una re

La figura 4 muest

verificarse las cara
Disefio:
Polos en lazo cerra

Aplicando condicit
disefio.
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2.- Diseflo de la red controladora:

Z—a

D(z)=k-

z—b

No se puede cancelar el polo en z=1 porque es el responsable de anular el error estacionario, por ello:
a=0.835702; como se comprueba a continuacioén:

-Ts
Goy=7 =20 _|_qg 0
s s-(s+3.6) $2.(s+36)

10-(00152703-2+0.0143811) 4241725-107% - (2 +09417781)

G(z) =
3.6-(z+1)(z—-08352702) (z—-1)-(z-0.8352702)

Debe observarse que es necesario realizar el disefio del controlador porque puede calcularse la
respuesta del sistema en lazo cerrado sin control obteniéndose :

Polos en lazo cerrado:  z,, = O.é?964265i j-0.2676517

Z=CTS =e—cT_[

tgwdT = 2221 =0T _ [Re2 21+ 1m? 2]

Relz]

coswdT £ j-senadT|

Re[z] = e T .cos@dT

Im[z] = e T . senwdT

02676517

= 220N i =5803; e O = /(02676517)2 + (08964265)% = o = 13328
08964265

Polos en Lazo Cerrado en plano de Laplace : 8., =—1.3328% j-5803

Obteniendo una respuesta transitoria de pardmetros :

4 _
t, =—=3seg M, =e ™M = 0486 = 48.6%
ag

La figura 4 muestra la respuesta temporal del sistema en lazo cerrado sin control, donde pueden
verificarse las caracteristicas dindmicas previstas.

Disefio:

Polos en lazo cerrado deseados : Z,,= 07339335+ j-0.2605531

Aplicando condicién de médulo y condicién de dngulo se obtendran los pardmetros b y K, solucién del
disefio.
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1 !
Amplitud Condicién de é
L5 ! ! ! J T '
arctg| —
{ 073

] 5 s ety e aEE Condicién de
[ St ey St ey R X . s

424]

v(0.7339335

B [ A I | Red controlados
/ : § : § S ' La respuesta del
3.- Estudio del e
i i i i 1 i ,
U() 10 20 30 40 50 60 ny

Sustituyendo los
topologia inicial.

N° de muestras
Fig. 4

Amplitud ] )
2 * ) ! f ! ! i

Como el sistema
0.8 -

Cz)
0.6 ;
Dado que puede <
0.4
0.2

Si la sefial de err(.

0 5 i(; 15 2 25 30 35 : la sefial salida del
N°de Muestras

Fig. 5
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Condicién de angulo :

[ 02695531 } [ 02695531
rct —-arct

02
g retg| ——————— |- 180° +arctg 695331 |_ +180°
07339335+ 09417781 0.7339335—-b

1-0.7339335

b=0.5392857

Condicién de médulo :

4241725-1072 -k -4/(0.7339335+ 0941778 )% +0.260553 1>
=1 = k=1.6837

V(07339335 -0.5392857)2 + 026055312 -/(1-0.7339335) + 026055312

. —-0.8352702
Red controladora disefiada : D(z) = 1.6837 ieitadistad
z—-0.5392857
La resgéesta del sistema de control disefiado se muestra en la figura 5.

3.- Estudio del error de cuantificacién:

Sustituyendo los modelos de los convertidores D/A y A/D afectados por errores de cuantificacion en la
topologfa inicial, se obtiene el modelo del sistema total siguiente:

Controlador

¢ Discreto ¢ ZOH Planta
+ + ~Ts
R(s) + D(z) + I-e | Gpes) C(SL
+ T s

Como el sistema es lineal, puede aplicarse superposicién: Considerando R(s)=0:

G(z)-1+D(z))

1+ D(2) .Gy =P

C(2)=G(2)-[E(2)+ D(2)-[E(2) - C(2)]] = C(2)=

Num . . .
Dado que puede expresarse: G(z) = ; sustituyendo en la ecuacién anterior resulta:

Cz) = Num-(1+ D(z)) _

= E(z)
Den + D(z) - Num

Si la sefial de error de cuantificacién es tipo escalén de amplitud e, el valor en estado estacionario de
la sefial salida del sistema es:

) Num-(1+D(z)) ez
Den+ D(z)-Num z-1

Css = lim(l— 27! )~C(z) = lim(l— z“l)

z—1

z—1
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css= lim +1|-e=lim 2~ 05392857 +1|-e ; dado que limDen=0.
z—1 D(z) z—1 1.6837-(z—08352702) z—1

css=2.6610963-¢ < 0006 = ¢<22547-107°

—n

Como el error maximo de cuantificacién es: e, = =2l para n=8 = 277 =19537-107° y

para n=7 = 278 =3.9063-10> ; en conclusidn, se necesitan 8 bits en la conversion.

4.- Efecto de la codificacién de coeficientes :
En el disefio se obtuvo b=0.5392857
\kas posibilidades de codificacion de este coeficiente con 8 bits son :

11
(0.10001010), = (E +—

1
5 2—7)10 =(05390625),,,

(0.10001011), = r, 1,1
2 7 28

+ = (05429683
Sy =),

Planteando la ecuacion caracteristica resultante para cada uno de las dos posibilidades existentes
puede verificarse que no existe una desviacién importante respecto al caso disefiado; por esta razdn, el
sistema ‘implementado respondera de modo similar al caso ideal, logridndose, por tanto, validar las
especificaciones de disefio requeridas.

Problema 3

1 El método de discretizacion del mapeado polo-cero consiste en separar numerador y denominador de
la funcién de transferencia G(s) a polos del filtro de tiempo discreto Gp|z].

Considerando el filtro de tiempo continuo : G(s)= K(s+a), la zona de interés es el rango de bajas

frecuencias.

Si se quiere obtener un filtro de tiempo discreto equivalente Gp[z], utilizando el método del mapeado
polo-cero ; paraello :

1.- Situar en el plano S los polos y ceros finitos de G(s). Transformar dichos puntos al plano Z.

2.- Identifique si hay polos y/o ceros a frecuencia infinita (w=e0). Conociendo que en el dominio
discreto es equivalente la frecuencia infinita del plano S con la maxima frecuencia util para que no
se produzca aliasing, transformar las singularidades anteriores del plano S al Z.

3. Disefio de sister

3.- Ajustar la
continua de
zona de baj

4.- Escriba la e
Kp.

Utilizando ahor
discreto,

Dado e] sistema

Se quiere encont

R(s)

Paraello:

a.- Encontrar el ¢
dominantes e

R(

Do

b.- Transformar £
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3.- Ajustar la ganancia Kp del filtro de tiempo discreto de manera que coincida la ganancia en
continua del filtro continuo con la ganancia en continua del filtro discreto, ya que nos interesa la
zona de bajas frecuencias.

4.- Escriba la expresion completa del filtro discreto equivalente Gp[z). Dar Jos valores de z1, pl, y
Kp.

Utilizando ahora el método del mapeado para transformar un sistema de control continuo a control
discreto.

Dado el sistema 1:

RE©) 4(s+2) L €,
+ $2
Sistema 1
Se quiere encontrar un control discreto Gp[z]:
Gplz]
R(s) Control 1 C(s)
— ] dignnru! ZOH = *
- T=0.1 seg. s

Sistema 2

Para ello :

a.- Encontrar el controlador analégico G(s) para que el sistema 3, al incluir un ZOH, tenga los polos
dominantes en lazo cerrado en la misma posicién que el sistema 1.

R(s) 1 C(s)
————| >

O____+ G(s) ZOH =
+

Sistema 3

1

Donde: ZOH =
T
—s+1
2

y G(s) = k(s+a)

b.- Transformar G(s) a un controlador digital Gp[z] mediante el método del mapeado polo-cero.
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Solucion :

1.- G(s) = k(s+a)
—_ Para calcular K se

1o @ 4 Im(z] EJ

o > = z=¢" = _ L
> eTa Relz] b.- Se transforma e
2.- Posee un polo en infinito. La maxima frecuencia que no presenta aliasing €S © = —@s = T si ‘
, 9 T Para encontrar e v
\
transformando dicho punto al plano Z => z=¢*=¢ T =¢™ = -]
3.-Gp(H) =G(O)
z—e T 1-e74T 2aK
Gplz|=Kp —— Gp(H)=Kp——=G(0) =aK= Kp =—
p[2]=Kp ——— p(=Kp—— © b= T | Problema 4
— E ] ]
2aK  z—e~dT 1 sistema RBSO]\{CI
4.- Gplz]= — . motores. Su funcio
i—-e z+ en fase, cuya ampls
N R . C(s) 4s+2) A _ una sefial externa..P:
a.- Condiciones dindmicas iniciales (sistema 1): == = Polosen s, =-242j ‘ RDC (Resolver Dig
R(s) s“+4s+8 7
Al afiadir ZOH se modifican los polos en lazo cerrado, por lo que debe de calcularse la situacién del
cero del control para que los polos se mantengan en s, = -2£2j ' e
: J
} —_—
20 1 1 20 ! e
Fia = K(s+a)—— ; - ZOH=——= , P :
La = K6+ 750 s2 005s+1 s+20 AL
2 #*.R:Lﬁ/_\‘\ E
Aplicando condicién de dngulo : S
RESOLVER T
R
NG r\l\l
P -
220 - De este modo, se ot

posicion angular acty
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2
-135-135- 6.34+arctg——2 =2180=a=177
a—

2
Para calcular K se aplica condicién de dngulo = M = K =359

18.11-2.82°
Ge(s)=3.59(s+1.77)

b.- Se transforma el controlador analégico a digital :

z-e 1770 K z—083

Gplz|=K =
b [ ] z+1 z+1
Para encontrar el valor de K = Gppy(1)=G(0)
K1Z0837 350,177 = K = 7796
1+1

- 0837
\ Gplz]= 7796229837

z+1

Problema 4

El sistema Resolver es muy utilizado en aplicaciones industriales de control de posicién y velocidad de
motores. Su funcionamiento puede resumirse indicando que ofrece a su salida dos sefiales senoidales
en fase, cuya amplitud depende del dngulo actual medido en el motor y cuya frecuencia depende de
una sefial externa. Para logra extraer la informacién de posicién angular del motor se afiade el sistema

RDC (Resolver Digital Converter) al Resolver como muestra la figura [,

\[ g ) N
S ¥ — 1 ___Rer ‘
4 4
‘ - .\1 N
i PHASE
: / O SENSITIVE
! L \ V2 DETECTOR
REF : o sz
iR - / R ﬂ—J
N ! ¢ OIGITAL) |
o oS4 :
S o FREQUENCY
RESOLVER TRANSMITTER SHAPING
RX J_ (INTEGRATOR)

SIN@-¢)

UP DOWN COUNTER TQ_)_ vCo
\

|
|
| Lo

N
|

4

BUSY [NHIBIT VELOCITY

DIGITAL OUTPUT
WORD

Fig. I

OUTPUT

De este modo, se obtiene a la salida del RDC una palabra digital que contiene la informacién de la

posicién angular actual del motor.
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Conociendo que el sistema anterior puede modelarse en su conjunto por: Dado que el
establecimi
Velocidad 4 nen
medida (Vieeo) Sistema es:
Angulo Angulo Palab
Motor (8o medido (6 alaora
Motor One) Als) A Oea) | A | —— Digital
+ L
- Salida
Kl 1+s-t1 K2
donde: Al(s)=— ——; A2(s) = —
s I4s-t2 $ donde:
Omed(s) Vmed(s)
Tm=3

1.- Obtener las funciones de transferencia : y .
Omot(s) Omot(s)

5.- Seleccionar

de 1.2 segun

Razonarlae

—_—

Calcular los valores estacionarios de dngulo y velocidad medidos para los casos:

20 1
Omot(s) = — y Bmot(s) = =
s s 6.- Supéngase q
) 5 mseg. Raz
2.- Razonar el funcionamiento del sistema Resolver-RDC. Comparar este sistema con un bucle de Determinar u
enganche de fase (P.L.L.). control.
Solucién:

3.- Calcular el niimero de bits necesarios para tener una resolucién angular menor de 0.1°.

4.- Sabiendo que el contador del sistema RDC utiliza los pulsos generados por el VCO para 1.- Funciones de:
determinar la posicién angular del motor. ;Cudntos pulsos se generan en una revolucién del "

motor?. ;Cudl es la velocidad mdxima que puede seguir el sistema si la {recuencia maxima del 0,6 (s) °
9 —_—

VCO es de 1,536 MHz?. O o (5)
A continuacién, se desea estudiar un sistema de control de posicién utilizando los sistemas anteriores 1 ) L
¢ Valores estaciona
tal y como muestra la figura 2. i
) I en}cd(s);

Angulo

Referencia :> WP :> D/A :
(Palabra digital) 2. Oppor(s) -

2.~ El sistema Re-
proporcional a su’
multiplicador de s-
parte, el integrado-

Angulo medido Resol
ioi esolver ;
(Palabra digital) motor dado que o
Fig. 2 ] contador ofrece el
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Dado que el periodo de muestreo del sistema de control es de T=50 mseg y el tiempo de
establecimiento de! sistema Resolver-RDC es de 20 mseg, el diagrama de bloques equivalente de este
sistema es:

ein(s) O___/T\ emol(s) N

m
G(s)= m km=20 (ganancia del motor)

Tm=500 mseg (constante de tiempo del motor)  D(z): control discreto a disefiar
5. Selechionar y disefiar el control discreto adecuado D(z) para obtener un tiempo de establecimiento

de 1.2 segundos y un maximo sobreimpulso del 20 %. Determinar el nimero de muestras por ciclo.
Razonar la eleccién del control y el disefio del mismo.

6.- Supdngase que el motor queda en vacio (sin carga) variando su constante de tiempo de 500 mseg a
5 mseg. Razonar las causas que proporcionan un mal funcionamiento del sistema de control.
Determinar una solucién al problema y dibujar el diagrama de bloques equivalente del sistema de
control.

Solucién:

1.- Funciones de transferencia:

Gmed(s) _ K1K2(1+S't1) . emed(S) _ KI 'S'(1+S‘t1)
Omot (D 2 (I+s- 1)+ KKy (1+5-6)  Omor(s) 8% (I+s- 1)+ K Ky(I+s-1))

Valores estacionarios:

Vine
205 Vied = im s———m“d () Z'—Q =

L Bpea(s) = E; O ped = lim SME =
’ 520 O (s) s

s—0 Opc(8) s

Vined (8) _1_ _

1
Omea®) 1 _ Vipeq = lims

1 1
2. 0p0t(8) =3 Opeq = lims ;
mot 52 med 0 emot(s) S2 s—0 00 (S) 82 K>

2.- El sistema Resolver-RDC permite obtener el valor de la posicién angular del motor y un valor
proporcional a su velocidad angular. En cuanto a su funcionamiento, se observa la presencia de un
multiplicador de sefial y un detector de fase que recuerda al comparador de fase de un PLL. Por otra
parte, el integrador realiza una funcién paso-bajo garantizando la medida correcta de la velocidad del
motor dado que el sisterna tiene dos elementos integradores (el integrador y el VCO). Por tltimo el
contador ofrece el valor de la posicién angular actual.
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3.- Niimero de bits para resolucién angular menor de 0.1°. Realizando pruebas :

360°

3607 _ 0.175°: 12 bits — 2% = 4096 —
4096

=0.0878°

11 bits — 2" = 2048 —

Se necesitan 12 bits para tener una resolucién angular menor de 0.1°

4.- En una revolucién se producen 4096 pulsos dado que el contador debe pasar por todas las
combinaciones de 12 bits. De este modo la velocidad mixima que se puede seguir es :

1

1536-10°Hz- —————— = 375mps
pulsos
4096 %ev
k1ie)

5- 1= j‘—x—:» o =3333; Mp =e Yd=-02= Wy = 65066
c

215 =€ eoswy T sinwgT] = 080208 + j0.27055

2n
. e O, T _ .
Nimero de muestras por ciclo: — = —— =19 muestras/ciclo
Wy Wy
-Ts
1- - K - + 09672
G, (2) =2 —>—G(s) | = (1—z 1)z —m | G,(2) =48374-1072 —
s (Tps +1) (z~1)(z—09048)
Control proporcional : 217 € LGR?
Condicién de angulo :
. 2705 27
arctg———o——zlo—5~——~ 180+arctg——o—z—o——— 180+a|‘ctg——g—(£—— =1317° = =z, €LGR
08020+ 09672 1-0.8020 0.9048 - 0.8020 ’
Control proporcional-derivativo :  D(z) = K(z - a)
Condicién de dngulo :
131,7 - arctg—%zgs—— =180° = a=05609
08020 +a
Condicién de modulo:
2 2 2 2
> \[0.2705 +(0.8020+09672) \/02705 +(0.8020—05609)
K-48374-107 =1= K=30948

\/0.27052 +(1-08020)> \/027053 +(0.9048 - 0.8020)°

3. Disefio de siste
—

) Si la consta
nimero de mu
respuesta, 1o ¢
problema cons
ciclo elevado.
dindmica asoci
toda seguridad
diagrama de b}

Problema §

En la figura se 1
ganancia propor

1.-Observandorel:

conocidos (ad
- Tiempc

- Coeficii

Razonar la res

2.- Calcular el va.

apartado 1), u¢;
de lazo abiertc
minima que pe.
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f) Si la constante de tiempo del motor pasa de 500 mseg a 5 mseg, no se verificara la condicién del
niimero de muestras por ciclo al ser el periodo de muestreo de 50 mseg, apareciendo distorsién en la
respuesta, lo cual canlleva un empeoramiento substancial de la dindmica del sistema. La solucién al
problema consiste en disminuir el periodo de muestreo para garantizar un nimero de muestras por
ciclo elevado. Sin embargo, ¢l control discreto debe redisefiarse porque deberda considerarse la
dindmica asociada al sistema sensor (Resolver-RDC) debido a que el nuevo periodo de muestreo con

toda seguridad serd menor que el tiempo de establecimiento de dicho sistema que es de 20 mseg. El
diagrama de bloques en esta situacion resulta:

+_,( )___/ T\——; D(z) ZOH G(s) —+

\ O mea (S)

9mol (s

Problema §

En la figura se muestra un sistema de control realimentado con una red de compensacién y con una
ganancia proporcional.

Filtro
Compensador Proceso
4
RO _, D) | o5+l , o)
+ Bs+1 s(s+2)

[.-Observando el lugar geométrico de las rafces del sistema, fig. 1, seleccionar el compensador de los
conocidos (adelanto, retardo) dec manera que se puedan cumplir las siguientes especificaciones :

- Tiempo de establecimiento de 2 seg.

1
- Coeficiente de amortiguamiento &= —=

V2

Razonar la respuesta.

2.- Calcular el valor de los pardmerros o,  y k, de manera que se cumplan las especiticaciones del
apartado 1), utilizando el teorema de la constancia del LGR segin ¢l cual el sumatorio de los polos
de lazo abierto es igual al sumatorio de los polos de lazo ccrrado; para ello utilizar 1a situacién
minima que permita tener dominancia.

Y Pa=XPc
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Nota : Considerar situacién de polos dominantes cuando la parte real de los polos no dominantes
es tres veces mayor o igual que la parte real de los polos dominantes.

4 —T T —
3 4
=3
=
g 2
E
) 1
v
(0] SEREE R e . SRR R L
AF 4
2 1
3 {
4 A . i ” A L
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
Eje Real
Fig. 1

Solucion:

. . .
1.- Las especificaciones son de ts = 2seg. y § = —= implican que los polos de lazo cerrado deben de

7z

estar ubicados en s), =~2*2j; para conseguirlo se debe usar un compensador en adelanto para

atraer a las ramas del LGR hacia esta posicion.

5 - v
4y : ]
3t § ' 1
% PoloLC !
‘g” 2 L . 4
E
o 1f ]
K Palo LC :
or— = -© K ermmem oo e
AF 1
20 Pulo LC 1
-3 : 1
At ' 4
5 L i
-10 -5 . 0] 5
Eje Real

2.- Segin el LGR, si los polos de lazo cerrado deben estar en 515 = -2%2j, el tercer polo en lazo

cerrado S;, correspondiente al compensador en adelanto, deberd estar situado a una distancia de los

polos § , , tal que permita al menos la condicién minima de dominancija. Si G, es la distancia de los

3. Disefio de sisten

polos § , al ej

Por tanto segiin

Entonces ;
;
Como la condici

Falta disefiar la |

Donde : ¢; =13¢

Luego ¥, debe se

El valor de la ganr
Problema 6

El siguiente dia
compensacion se.
GA1(s)): -




3. Diseiio de sistemas de control en tiempo continuo y discreto 199

polos S ; al eje jo, y G}, es la distancia del polo S; al eje j, para que se cumpla dominancia :

op =30,

Por tanto segtin el teorema de la constancia :
l .
ZPLA:—E—Z’ D PLc=-2:6, -0y
Entonces :
1 1
ZPLA = —E—2= EPLC =-2:6, —Cp ; —E_Z =-2-6,~-3-0, =-5-0,

1

Como la condicién de disefio implicaque o, =2: E =8
Falta disefiar la posicién del cero a través de la condicion de dngulo:
40
e —

Donde : ¢, =135°, ¢, =90° y 63 =1843".
Luego Y, debe ser 63.43° para que se cumpla la condicién de dngulo.
@l -2 |=634r o

i
1
) o
(04

=3

El valor de la ganancia se calcula a través de la condicién de médulo dando como resultado k=1.5

Problema 6

El siguiente diagrama de bloques representa un servomotor de posicidn que incorpora una

compensacién serie (bloque Ge(s)) y una compensacién por realimentacién de velocidad (blogue
Gf(s)):
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T(s)
+
R(s E(s + C(s
©) © Ge(s) 2.5 Gp(s) = 4 ;( )
+ +) s(s+1)
Gf(s) = kgs

Donde T(s) es el par perturbador, R(s) es la entrada y k, es una constante a determinar.
Se pide:
1.- Hallar las expresiones de las siguientes funciones de transferencia en funcién de Ge(s) y k.

_Co C

= Go (s) = —
RO recs y 2(8

G((9)
: T r(s)=0

2.- Suponiendo Gce(s) = k. (constante a determinar), atendiendo a la expresién de Gy(s) (con R(s)=0),
determinar los valores de k. y k, de forma que, ante un par perturbador de tipo escalén unitario, el
sistema presente un coeficiente de amortiguamiento de 0.5 y un error en régimen estacionario del
5% ante dicho par.

3.- Demostrar que la compensacién por realimentacién de velocidad no afecta al error en régimen
estacionario. Razonar la respuesta.

4.- Calcular el error en régimen estacionario frente a una entrada R(s) del tipo escalén unitario,
suponiendo T(s)=0.

k.
5.- Ge(s) puede ser Gey(s) = k. + kg's 6 Geo(s) =k, + —.
s
5.1.- Escoger razonadamente uno de los controles serie anteriores, de forma que el error en

régimen estacionario e frente a un par perturbador del tipo escalén unitario sea nulo.

5.2.- Para el control elegido y con los valores de k. y k; hallados en el apartado 2, determinar el
rango de valores del pardmetro restante (kq 6 k;), para que el sistema sea incondicionalmente
estable.

Solucion:

1.- Funciones de transferencia:

Cuando T(s) = O se tiene una realimentacién interna y una realimentacién externa a la hora de
encontrar la funcién de transferencia. '

3. Disefio de sisteme

R(s)

Aplicando reglas

obteniendo comc

Para el caso R(s).

La funcién de trar
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R(s)
+

C(s)

obteniendo como resultado:

E(s) 4
Ge(s 2.5 ol G =
Sl PO = 7o)
Gf(s) = Kgs
Aplicando reglas de dlgebra de bloQues:
R(s) E(s) 10-Ge(s) C(s)
—’ R =
+_I s(s+1+10~kg)
C(s 10-Gce(s
69=S9 )
R(9|pig=g  s” +(1+10-k, Js+10-Ge(s)

Para el caso R(s) = 0 se obtiene el siguiente diagrama de bloques:

T(s)

()

_H?_—N(S) Gp(s) = €Q
N s(s+1)
2.5
Gf(s) = kgs
i
T Jcewl
A Op(s) = s(s+1)

2.5~(Gc(s) + kgs)

La funcién de transferencia final resulta :

4

Re=0  5° +(1+10-k, Js+10-Ge(s)
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2.-Ge(s) =k, :

4
R(5)=0 sz+(l+10-kg)s+10-kc

C
G2(5)=?((%

Si se expresa el denominador en forma normalizada:
s+ 2Emys + @, =57 + (1 + 10-kys + 10k,

obteniendo:

1+10-k, )
=——=05 segtn la especificacién del enunciado.
2-J10-k,

Por otra parte, observando la estructura del diagrama de bloques se puede decir que E(s) = -C(s), ya
que R(s) =0.

El valor estacionario de la salida frente a un par perturbador del tipo escalén unitario valdré:

. . 4 1 4
Cq = lims-C(s) = lims- 3 =
550 S50 g +(1+10-kg>s+10-kc s 10-k
4 . e )
= =——=005 segln la especificacion del enunciado.

I TR
Notar que el error estacionario se debe medir en valor absoluto.
Con las dos ecuaciones planteadas se obtienen los valores:
k. =8 k;=0.79

3.- La realimentacién de velocidad no afecta al estado estacionario porque, observando su funcién de
transferencia, vemos que introduce un cero en origen (accién derivativa) y se encuentra en el lazo de
realimentacién. Debido a ello, en estado estacionario se puede suprimir este lazo. Calculando el valor
en estado estacionario:

€gs = lim s-E(s) = lim s- 3 4 A
50 550 g +(1+10-kg)s+10~kc s

El término procedente de la realimentacion de velocidad (kg's) se anulard al realizar el limite y no
afectar4 al régimen estacionario.

4.- Céalculo del error en régimen estacionario frente a una entrada R(s) del tipo escaldn unitario, con
T() =0.

3. Disefio de sistema

El valor estacion

En conclusidn, el

5.- Se debe escog
error estacionari
control integral i
modo el control ¢

Margen de valore
Denominador de
Aplicando CER :.

* Condic

Para que no exist:
Problema 7

Dado el sistema ¢

1.- Para un contro

1.1.- Dibujar ¢
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El valor estacionario de la salida:

10-Ge(s) I,

Cq = lims-C(s) = limss-

s-50 90 s% +(1+10-k, Js+10-Ge(s) s

En conclusién, el error en régimen estacionario es nulo.

5.- Se debe escoger entre un control proporcional derivativo y uno proporcional integral, para anular el
error estacionario frente a un par perturbador del tipo escalén unitario. Se ha de recordar que el
control integral introduce una singularidad en origen que permite anular el error estacionario. De este
modo el control escogido es :

Ge(s) =k, + ki /s
Margen de valores de k; para que ¢l sistema sea estable:
Denominador de G,(s): $7 + 8.95% + 80s + 10k, =0
Aplicando CER :
* Condicidn necesaria: Todos los coeficiente presentes y positivos = k; >0

* Algoritmo de Routh:

§? 1 80
s2 89 10-k;
s [80—112-k;

O 10k

Para que no existan cambios de signo en la primera columna, debe cumplirse: k; < 71.42.
Problema 7

Dado el sistema de la figura :

PLANTA

CONTROL )
o G@s) = ——
c(s) (% + 1) (s+1)

1.- Para un control proporcional (Ge(s) = k):

1.1.- Dibujar el lugar geométrico de las raices del sistema.
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3. Disefio de sistemas a

1.2.- Indicar qué variacion debe seguir k para reducir el error estacionario de posiciéon. Comprobar
analiticamente.

1.3.- Si k varia en dicho sentido, ;qué ocurrird con el maximo sobreimpulso (Mp) del sistema?.
Razonar la respuesta observando el LGR obtenido.

2.- Introduciendo un control proporcional-derivativo de la forma:
Ge(s) =k-(1+Ty-s) = k-(1+0.05-5)

El lugar geométrico de las raices del sistema resultante es el que se muestra en la figura:

20 . . T T

150 x ]

Eje imaginario

L r L

20 :
-40 -30 -20 -10 0 10

Eje Real

2.1.- Para este tipo de control, comentar, de forma cualitativa, la evolucién que sigue el maximo
sobreimpulso (Mp) al variar k desde k=k, hasta k=k,. Razonar la respuesta.

2.2.- Para k=2, los polos en lazo cerrado se sitdan en la posicién a, y para k=30 en la posicién a,.
Relacionando los pardmetros t,, t,, M, y €, con las posiciones de los polos en lazo cerrado,
indicar qué figura (figura 1 6 figura 2) de respuesta temporal al escalén en lazo cerrado
corresponde a k=2 y cual a k=30. Razonar la respuesta. '

3.- Siel control es ahora del tipo proporcional integral derivativo:

_Tde-sz+1}-s+1_k 1252 +2s+1
S ’ S

G.(s) =k

1.2}

08¢t

Amphitud

0.4}

0.2+

121

Amplitad

RN

0.8
0.6
0.4

0.2F

EI lugar geomél;
Para k=5, los pc
3.1.- Para k=5,

Dadas las figuré

3.2.- ;Qué grifi
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121 1 12y
o 1k —1 1 -
= b=t T T T T T T
= =
1] ] B L J
=z 0.8 (» g 0.8
e e L —— <
0.6} / ] 0.6} :
7/
041 | 0.4
|
0 : 0
0 1 2 3 0 1 2 3
Tiempo (seg) Tiempo (segq)
Fig. 1 Fig. 2
1.6 T |
14r
1.2+
=] =]
= =
Z 9 ——- =
j=¥
g g
< 08 : <
0.6 W
04
0.2+ 1 . L
% 5 10 % 5 10
Tiempo (seg) ) Tiempo (seg)
Fig. 3 Fig. 4

El lugar geométrico de las raices del sistema con este control es el que se muestra en la figura 5.
Para k=5, los polos en lazo cerrado se sitian en a;, a4 y as.

3.1.- Para k=5, g;cuales serdn los polos dominantes del sistema? Razonar la respuesta.

Dadas las figuras 3 y 4 de respuesta temporal al escalén en lazo cerrado :

3.2.- {Qué grafica corresponde a la situacion de los polos con ganancia k=57 Razonar la respuesta.
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0.8

0.6+ ' q

0.4r

Eje Imaginario
O
me

20 s 0 5 0
Eje Real

Solucion:
1.1.- Punto de ruptura en s = -2. Asintota a 90°.

jw

N A V.4 »
70 AN v
-3 1 o

1 1

1.2.- k, = lin(l)GLA (s)=k e Sik aumenta = e, disminuye.
s—>

w1k
1.3.- A medida que k aumenta, los polos se desplazan sobre la rama vertical (o = -2), de manera que el

dngulo 8 aumenta, con lo que & disminuye (€ = cos 0). En consecuencia el M, aumentara.

jo
A’

—tn

M, = e_“ 1-¢*

P

[oR 4

2.1.- Bl M,, crecer4 desde k=k; hasta alcanzar un valor médximo, desde el cual comenzard a decrecer
hasta llegar a cero en k=k,. El valor maximo se consigue para el punto en el cual la recta desde el
origen es tangente a la circunferencia, es decir, cuando 6 es maximo.

3. Disefio de sisten

2.2.- La gréfica
(k=2), yaq

a.- Laparte r
establecir

b.- La parte
mayor en

c.- El dngulo
> &, que

d.- Para los
estacionat

3.1.- Se puede o
que-se corre

R(s)

Raices de .

Raices de

Por 1o tanto, los-
corresponden con

3.2.- El polo quet
respuesta ter
coincide cort
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Si em:\x = &min = Mpmax

Qv

2.2.- La gréfica de respuesta temporal de la figura 1 se corresponde con la posicién de los polos a
(k=2), ya que:

a.- La parte real de los polos en a; es inferior a la de los polos en a;, en consecuencia el tiempo de
establecimiento (t; = 4/0) serd mayor para a;.

b.- La parte imaginaria de los polos en a; es inferior a la de los polos en ay, con lo cual t, serd
mayor en a,.

Wy
t, = ; = arctg ——
B =arctg—
c.- El dngulo 8 de los polos en a; serd mayor que el de los polos en a,, lo que significard que &
> &, que a su vez implica Mp,; < M.

d.- Para los polos en a;, el valor de k es inferior que para los polos en a,, por lo tanto el error
estacionario al escalén serd mayor que en a;.

3.1.- Se puede observar que los polos a; y a4 se encuentran situados sobre los ceros de lazo abierto,
que se corresponden con los ceros en lazo cerrado del sistema.

RO, Hes) G ) C(s) _ G(s)H(s)

- R(s) 1+ G(s)H(s)

Raices de 1+G(s)H(s) = Polos de lazo cerrado.
Raices de G(s)H(s) = Ceros de lazo cerrado que coinciden con los ceros de lazo abierto.

Por lo tanto, los polos en lazo cerrado a; y a4 se anulardn con los ceros de lazo cerrado que se
corresponden con los ceros de lazo abierto. En consecuencia, ¢l polo dominante del sistema serd as.

3.2.- Bl polo que tiene mds influencia es as. Se observa que que dicho polo es real, por lo cual la
respuesta temporal del sistema corresponderd a la de un sistema de primer orden. En este caso
coincide con la figura 3.
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Problema 8

Dado el sistema de la figura:

R(s) E(s) Ge(s) : 1 Cgs)

s+1

H =
®) s+2

1.- Disefiar un control proporcional derivativo (Ge(s) = k(s+a)), ¢ =0l1111=1111% de

sp 7Y
forma que se cumplan las siguientes especificaciones :

-M,=432%

-1, =1.33 seg.

2.- Calcular el valor del coeficiente estdtico de posicidn, asi como el error estacionario de posicidn

cometido.

3.- Dibujar el LGR del sistema disefiado. Indicar la posicién de los polos en lazo cerrado del disefio y
el valor de k asociado a los mismos.

4.- Dibujar la situacién de todos los polos y ceros en lazo cerrado del sistema disefiado. ;jPodrd
caracterizarse la respuesta transitoria segun las especificaciones anteriores? ;Por qué?

5.- Sabiendo que la expresion de la respuesta temporal del sisterna disefiado frente a una entrada del

tipo escalén unitario es:
c(ty = 1.77-u(t) + 2¢(0.61cos(3t) + 1.27sin(3t))-u(t)
Obtener los valores de c(t) para los instantes t =0, 0.5, t;, 2 y 4 seg.
A la vista de los resultados :
- (Es viable el control PD en este sistema?.
- (Bs H(s) transparente respecto al sistema?.

- Si se desea que H(s) no afecte a la respuesta temporal, ;dénde deberfa estar situado el polo
que introduce?

3. Diserio de sistem
Sohtnitedadhiiibot

Solucién:

1.-

Aplicando la cor

2.-

3.- EI LGR qued:

4.- Al tener un pol

Polos de lazg

Ceros de laz

La presencia del ce
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Solucién:

I.-
M, =432%
= s=-3%3j
ty =133 seg.

Aplicando la condicién de dngulo, se obtiene a = 5.33, y mediante la condicién de médulo k = 3.

, . 3-(s+533)
2.- K, = lim G(s)H(s) = lim —~——-=8
50 s—0 (s+1)'(s+2)
eqp =———=01111=1111%
P
3.- EI LGR queda de la forma:
6 .
4(
g ol
a3
=
E;
g O -
»
w
2L
4] .' ]
. ) . T
-15 -10 5 0

Eje Real

4.- Al tener un polo en H(s), €ste aparecera como cero de lazo cerrado.

Cs) _ 3(s+533)(s+2)
R(s) (s+1)(s+2)+3(s+533)

Polos de lazo cerrado en: S10 = -3%3j
Ceros de lazo cerrado en: $;=-5.333 y s;=-2

La presencia del cero es la causa de que la respuesta temporal sea totalmente distinta a la esperada.
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bttt bdinitile

4 ‘ 7 , 1.- Calcular G[;
5t ]
3.5 2.- Encontrar la
3 1 del plano S d
=
2
= 25 1 . ‘ Representar ¢
£
< 2 1
1.5} —
1 r .
0.5¢ 1
00 OI.5 1 15 2 - ¢ Qué zona de
Tiempo (seg)
3.- Se desea dise
Fig. 1 Respuesta temporal al escalon, del sistema disefiado ] muestras por ¢
5.
Instante t (seg.) Amplitud de la respuesta ‘
0 2.99 Encontrar K, y
> .
0.5 2.35 Solucidn:
ts=1.33 1.72 |
2 1.77 ! 1- (
4 1.77 :
La gréfica de la respuesta temporal muestra el efecto que causa el cero. En consecuencia, el control 1 2.-

PD no es viable en este caso.

H(s) no es, por tanto, transparente, y para que no afecte a la respuesta temporal, el polo que introduce
deber4 estar lo bastante alejado de las raices de G(s) para que no modifique Su respuesta.

Problema 9

Dado ¢l siguiente sistemna :

Control - —G®- —
R(s _ . Ts -2Ts C(s
, ©) — Gplz] l-e | & *2
+ T =2 seg. S s+1
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1.- Calcular G(z].

2.- Encontrar la figura que describe en el plano Z, en funcién de o,/ , la transformacién de puntos

del plano S de coeficiente de amortiguamiento (é) constante.

Representar en el plano Z los siguientes puntos para é =0.5:

¢ Qué zona de la curva sera util en el disefio del sistemna?

e‘;_a

w

3.- Se desea disefiar un control PI tal que los polos en lazo cerrado tengan un §= 0.5 y el nimero de

muestras por ciclo de la oscilacién mantenida sinusoidal sea 10.

Encontrar K, y K.

Solucién:

- il

Gg4[z]= K, +K;

(1-z"Y.272 -TZ{ ;
z“(z-0.135)
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Calculo de los puntos con £ =0.5:

" EE N |z| = 0.403
Zd _g = d 025 =
Wy <Z=Orad Wy <Z:% rad
o, |z| = 0163 0, |z| = 00265
—=05 = —=] =
s (z=7 rad Ws (z=0rad
4Im(z)
‘”_dzo_zs\“x\
[N
(‘h\ oe_,
. s —
m‘d:OS\Jg—d—zl . Re(z)
O W

La zona itil serd desde @, /w, =0 hastag, /w, =05, yaquese cumple el criterio de Nyquist.

RS
1 Kp+Ki Z—a
3.- Gplz|=K, +K; =(K, +K; =K-
D[] p Il—Z—l ( p 1) 71 71
K
Kp+K'
T—d: = m—=0.1
T W,
|z| = 0.6957
0562 + j0.409
/7 =02nrad = 36°
AIm(Z)
j0.409 |--------&
) A
\¢n ! 1"\9 - ’\(P;
e
0.135 0562 a | Re@

3. Diserio de sistemc

Aplicandg la col

Aplicando la cor

Para encontrar K

Problema 10

En la siguiente f
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Aplicandc la condicién de dngulo:
020 — ¢ — 03 =%180°
9 -2-36°-4376°-13696°= £180°

0="7272°

409
72.72°=180°- arctg~—0——0—— = a=0429
a—10562

Aplicando la condicién de médulo :

. )z—a'-0.864 B
|z|2 -!z - 1|-|z - 0,135|

.43-0.864
. 02 0 =1 = K=046
0.6957-0.591-0599
Para encontrar K, y K :
046 =Ky +K; K, =0197
04292 [
T K, +K; K; =0263

Problema 10

En la siguiente figura se muestra un esquema de suspension magnética elemental:

v;w__l%\\ |

[ P =1 Solenoide
u
] F
T \\// Sy g
ol P S ™\ i
@ ( ™ Sod
N A R
T N .

Conirol Bola -
Foto-detector ’

=
5
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Las caracteristicas del dispositivo anterior soit:

* Para cambios pequefios de 1a bola cerca de la posicién de referencia, la tensidn ¢ es proporcional
al desplazamiento x de la bola (en metros), tal que:

e = 100x

* La fuerza de atraccién hacia arriba (en Newtons) sobre la bola que provoca el solenoide debido
al paso de corriente i (en Amperes) viene dada aproximadamente por:

f =0.51 + 20x
* L.a masa de la bola es 20 gramos y la gravedad es de 9.8 N/Kg.
* El amplificador de potencia es un dispositivo conversor de tension a corriente, de forma que :
i =V,-u (Amperes)

* El bloque de control es proporcional y verifica la ecuacién u = K-e
Se pide:
1.- Escriba el conjunto de ecuaciones que rigen este sistema.
2.- Descomponiendo la tensién V,en la forma V, = Vg + Vi

donde:  V,, = Tensién de polarizacién. Es una tensién continua que sitda la bola en su
posicién de equilibrio en x =0.

V.r = Tension de referencia. Tensién que permite mover la bola hacia otra posicién.
La descomposicion de la tensién V, da lugar a que se pueda descomponer la corriente i en :

1=1¢, +lref

donde: i = Corriente de polarizacién. Corriente necesaria para que la bola esté en
equilibrio en x=0.

ir = Corriente que permite mover la bola hacia otra posicién 6 corregir una
desviacién de posicion.

Calcular los valores de iy y V. de modo que la bola se encuentre en equilibrio en x=0,
considerando V=1, =0.

) Nota: Se considera que la bola esta en equilibrio cuando la suma de todas las fuerzas sobre ella es
nula.

" 3. Diserio de sistemas

3.- Con los valore
en lazo abierto

Nota; Partiends

4.- Utilizando la f
lazo cerrado to

5.- Tomando la est

5.1.- Dibujar el
del sistem

Para ello

5.2.- Suponer g
la tensién

* Colocat

variacié
en su po

*Ysila
variacié’
equilibri

5.3.- Determine
posicion

6.- De las siguienté

/.
6.1.- {Cual /agscE
anterior? |

6.2.- Con dicha
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3.- Con los valores de i y V. Obtenidos en el apartado anterior, calcular la funcién de transferencia
en lazo abierto del sistema U(s)/L.«s).

Nota: Partiendo de la posicion de equilibrio de la bola en x=0.

2
TL QTY =52Y(s) - sy (0) - y(0)

dt”

4.- Utilizando la funcién de transferencia U(s)/1.«s), dibujar el diagrama de bloques del sistema en
lazo cerrado tomando U(s) como variable de salida y V., como variable de entrada de] sistema.

5.- Tomando la estructura obtenida en el apartado anterior:

5.1.- Dibujar el lugar geométrico de las raices en lazo cerrado, como una funcién del pardmetro K
del sistema.

Para ello especificar:

* LGR sobre el eje real.
* Asintotas,

* Puntos de ruptura.

5.2.- Suponer que el comportamiento dindmico del desplazamiento de la bola (x) es proporcional a
la tension u. '

* Colocando la bola en su posiciéon de equilibrio en x=0, y el sistema no sufre ninguna
variacién en la tensidn de referencia (V,,=0), ni perturbacién exterior. ;Permanecera la bola
en su posicidn de equilibrio? Razénese la respuesta.

*Y si la bola sufre alguna variacién de su posicién debido a alguna perturbacién externa o
variacién de V., evolucionard el sistema de manera que la bola adquiera una posicién de
equilibrio? Razonese la respuesta.

5.3.- Determine el valor de K para el cual la bola oscilard con una frecuencia de SHz sobre la
posicién x=0.

6.- De las siguientes leyes de control:

 KGra) g

1. (s) ; 2.-U(s) = K(s + a) - E(s)

6.1.- ;Cual escogeria para obtener un control mejorado con respecto al mostrado en el apartado
anterior? Razodnese la respuesta.

6.2.- Con dicho control, dar la funcién de transferencia U(s)/T (s).
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T e

6.3.- Calcular los valores de a y K del control escogido para que, ante una variacién de la tensién 4.-
de referencia (V. en escalén, la bola cambie de posicién vertical con el siguiente
comportamiento dindmico de la tensién u:

Mp =4.321% ; ts=1seg
Solucién :
1.- 5.1.-
e =100x
f =051+20x
i=Vy—u
u=K-e
m=20gr =20-10Kg.
f, =98:20-107 =0.196 N E
2
d
f-fy = m‘—;
dt
2
ey s d”x
2.- En equilibrio x=0 = = 0 = =1,
dt : ] 5.2.-* Permanecer
. correspondk
. . . g tensién de e
fy =f=051+20x _, =05 = ig, = 05 0392 A | , siomdee
i=V, - u! =0=u=0 Vete = Vete = lgre =0392V ! " No, puesto:
Xt ' de K.
3.- F(s)=05-1(s)+20-X(s) ; I(8)=V,(8)—U(s) 53-5Hz = o=
E(s) =100- X(s) } (5 E(s)  U(s) . ens=+]0m.
U(s)=K-E(s) 100 100-K Aplicando la condi

F(s)-f, =ms®-X(s) ; 05-1(s)+20-X(s)—f, = ms® - X(s)

05-1(s)+20—2)__ 0196 = 20107352 6L
100-K 100-K
1073
%U(snso-(lm+I,.ef(s))-19.6= 20107 2 U(s) ] SV S
] -31.62
103
) —ZIg-U(S)+50'(O.392+Ircf(S))— 19.6 = 2020 s U(s)

) 6.1.- Se deberi esco
UGs) 50K el semiplano i;

Les(s)  20-107%s%-20 ‘ algunos valore:
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4.-
2500-K UGs)
s> ~1000
si. UGs) _ 2500K
Lep (8) 5% —1000
Alju)
|
Punto de ruptura en o =0
AVA a AV4 »
IAY - - N el
31.62 362 © Asintota sobre eje jo.
y

5.2.-* Permanecerd en equilibrio, pues aunque la funcién de transferencia es inestable, ésta se
corresponde con el comportamiento dindmico del sistema, y no existe ninguna variacién en la
tensién de entrada ni perturbacion exterior que la moditique.

* No, puesto que, segin el LGR, el sistema es siempre inestable u oscilatorio para cualquier valor
de K.

5.3.-5Hz = w=10T = Para que oscile con » = 10T, los polos en lazo cerrado deben estar situados
ens=1j10T.

Aplicando la condicién de médulo sobre este punto:

7 XK — > - 2500 1= K=0794

3162 362 O Jaaom? + 31622 J(10m)? + 31622

/

6.1.- Se deberd escoger el segundo control que se corresponde con un PD. As{ se atrae las ramas hacia
el semiplano izquierdo del plano S, consiguiendo de esta forma que el sistema sea establc para
algunos valores de K.
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U(s) 2500K(s+a)
6.2.- =
Iref (S) SZ -1000
6.3.-

e

Mp =4321% = £=07071 = §=45°

S
(B 4
= =—=1seg > o=4
L4577 N ts . g
-4 3
Aplicando la condicién de dngulo al punto s = -4 + j4:
jo
i4 arct arct 4 180°+ arctg .+180°
L rc — arctg - ==
__________ Lol B4 2762 3562
P RVt e GV
A~ A N d
-2 -31.62 -4 { 3te2 ¢ = a=12861

Para calcular ¢l valor de K se aplica la condicién de médulo:

2500KV128.612 +42 Sl = K=00032

V27622 +42 35622 +42

Problema 11

1? Parte:

Dado el sistema de control de un motor de corricnte continua controlado por inducido de la figura:

a X;=a-b Rm Lm
b ky, ki
T ) W) ’ T(s) 8y(9)
WO eys)
f
S S
d
a —
dt

3. Diseiio de sist
—

Donde:

1.- Obtener las 1

2.- Si Ia funcién
completo cor
3.~ Calcular Ia e;

4.- Calcular el 1
siguientes:

5.- Sabiendo que.
disefio se ajus

6.- ;Cudl es Ia

dominancia? .

7.- Si una de'las |
de los polos a
igual a la sum-

Y como criteri”

3-{Médulo parte
mdxima ganancia’
apartado 4.
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Donde:
T = Pardel motor. J = Momento de inercia.
f = Coeficiente de friccidn. 0, = Desplazamiento angular.
e, = Fuerza electromotriz. i, = Corriente de inducido.
Rm = Resistencia de inducido. Lm = Inductancia de inducido.
oo = Pardmetro del derivador. B = Parametro de ponderacién.
k = Ganancia del control. kr = Cte. de proporcionalidad entre T(s) e i,(s).
ky = Cte. de proporcionalidad entre ey(s) y la velocidad angular.

1.- Obtener las funciones de transferencia M(s) =0,,(s)/e;(s) y N(s)=e (s)/0,,(s).

10
s(s+ 1)(s+ 10)

completo correspondiente al sistema de la figura anterior.

2.- Si la funcidn de transferencia es: M(s) = y o= 1. Dibujar el diagrama de bloques

3.- Calcular la expresién del error estacionario de posicién y de velocidad.

4.- Calcular el valor del pardmetro B y de la ganancia k para que se cumplan las especificaciones
siguientes:

Mp=114%
ts = 1.081 seg.

5.- Sabiendo que la situacién del tercer polo del sistema en lazo cerrado es s = -3.6, comprobar si este
diseflo se ajusta a las especificaciones anteriores.

6.- ;Cudl es la accién mads sencilla sobre el control diseflado que harfa cumplir la condicién de
dominancia?

7.- St una de las propiedades del lugar geométrico de las raices es su constancia, es decir, que la suma
de los polos de lazo cerrado permanece constante con independencia del valor de la ganancia k, e
igual a la suma de los polos de lazo abierto:

2 PLa =2 Pic
y como criterio de dominancia critico se toma:

3-{Médulo parte real polos dominantes} < {Médulo parte real polos no dominantes}, calcular la
méxima ganancia que garantiza la situacién de dominancia, manteniendo el valor de B calculado en el
apartado 4.
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2° Parte:

En la realimentacion del sistema anterior se ha producido un cambio, quedando el valor de B fijado a
B=2. Por tanto, como pardmetros variables s6lo quedan o y la ganancia k. En esta nueva situacion se
pide:

1.- Calcular la expresién que toma la funcién de transferencia de lazo abierto.
2.- Calcular el valor de la ganancia k para que el coeficiente estdtico de velocidad sea k, = 5.4 seg”.

3.- Obtener la funcién de transferencia equivalente que permite obtener el LGR del sistema en funcién

del pardmetro «.

4.- Si el LGR en funcién del pardmetro o es el de la figura siguiente:

4 ' T T . v T

at .

Eje Imaginario

4 . ; . . . ;
-10 -8 -6 -4 -2 0
Eje Real
4.1.- Indicar cudl es el valor de los polos en lazo cerrado que conseguirfan el minimo sobreimpulso
en la respuesta del sistema a una entrada del tipo escalén unitario, suponiendo aproximacién
por polos dominantes.

4.2.- Calcular el valor de o sabiendo que los polos en lazo abierto de la funcién de transferencia
equivalente del apartado 3 estan ubicados en:

S = -0.232 £ 2.24j y  s3=-10.53

4.3.- Sabiendo que la situacién del tercer polo es s = -3.71, comprobar si este disefio se ajusta a la
aproximacion por polos dominantes.

4.4 - Calcular, aplicando el teorema de la constancia del LGR, el valor mdximo de & que garantiza
dominancia. Dar la expresion completa del control.

3. Diseiio de sistem

Solucion:
12 Parte:

1.- Las ecuactor

Operando se ob

La realimentaci

2.- El diagrama.

3.- Por tener un.

4.- Con las cony
en el plano de -
dngulo, detal o
ganancia que ajl‘

5.- No se puedei
conjugados. No

6.- El control d:
con las especifi-
disminuir la ga
desplazar4 haciz
a partir del cual:
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Solucién:
12 Parte:

1.- Las ecuaciones que definen al motor son:

ei(s)—ep(s) = (R +Lpys)-i, (s)
T(s)=kq-ig(s)=s-(J-s+£)-0,,(s)
ep(s)=kp 50, (s)

Om(s) _ kKt
i) 1Ly s? +(J-Rm+Lm-f)-s+Rm-f+kM-kT]

Operando se obtiene :

e (s)

La realimentacién sera : =
Om(s)

k-(o-s+B)

2.- El diagrama de bloques quedard de la forma:

€, (S) 10 Gdn(s) ' ( ;
e s(s+1)(s+10) § i

ér (s) R

k-(s+B)

-~

3.- Por tener un polo de lazo abierto en el origen = e, =0.

0kB

1
ky =lims-G(s)H(s) = ——=k
v = lim (S)H(s) 0 p

4.- Con las condiciones de tiempo de establecimiento y de médximo sobreimpulso, el punto resultante
en el plano de Laplace es s = -3.7 £ 2.6j. Este punto se ajusta aplicando la condicién de médulo y

dngulo, de tal manera que § = 1.98 y k = 3.7. Por tanto, se dispone de un cero en s = -1.98 y de la
ganancia que ajusta el punto en el plano de Laplace.

5.- No se puede aplicar dominancia. El polo real estd en la misma posicién que los polos complejos
conjugados. No cumplird las especificaciones al quedar un sistema de tercer orden en lazo cerrado.

!

h
6.- El control disefiado es un proporcional derivativo. La accién mds sencilla es ser menos riguroso u&
con las especificaciones temporales y disminuir la ganancia. Segin el LGR del sistema disefiado, al |
disminuir la ganancia, los polos complejos conjugados se acercan mds al eje jw. y el polo real se !
desplazard hacia la izquierda. En consecuencia, al reducir la ganancia, se llega a un valor de la misma ‘l
a partir del cual se cumplird la condicién de dominancia especificada en el enunciado. \"

~
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7.- Para aplicar el criterio de dominancia, basta con que el mdédulo de la parte real de los polos no
dominantes sea tres veces mayor que el médulo de la parte real de los polos dominantes. Se pide la
maxima ganancia que permite la condiciéon de dominancia; en consecuencia, se debe tomar como
condicién limite la situacién en que el polo real se encuentre a una distancia del eje imaginario tres
veces mayor que la de los polos complejos conjugados.

4w
Ko b
Gb:30
% —
S, s)
Xooomoneenes -bj

La situacién limite para cumplir dominancia serd entonces: Gy = 30,

Aplicando lo indicado sobre la constancia del LGR:

Y Py =0+(=1)+(-10)=-11= Y P ¢ = (-0}, ) +(~0, +bj) +(-6, —bj) = -0}, ~ 20,
Y P =-11=Y P =-30, -20, =50,
Luego: 0,=—=22 y oy, =30, =66

Una vez se conoce la posicidn de los polos de lazo cerrado en la situacién limite de dominancia, resta
determinar la ganancia k para la que se obtiene esta disposicion de las raices, asi como el valor de la
parte imaginaria de los polos complejos conjugados. Mediante la condicién de dngulo:

Qv

3. Disefio de siste

180°~<

Mediante la ¢

22 Parte:

3.-Delaecua

4.1.- Queda ¢
tangente al co
conjugados. E

La situacion d
4.2.- Mediantc

4.3.- Siel terc
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=+180°

180°—arctg——b———— 180°~arct, o) 180°—arctg
22

- | —arctg
22-198 j

22-1 10-22

arctg l - arctg b_ arctg —b—— - arctg—b— =0° = b=182
2.2 12 022 7.8

Mediante la condicién de médulo se obtiene k =2.719.

2° Parte:
| GH(S) 10k - (os + 2)
- SH(S) = ————=
s(s+1)(s+10)
2.- k, =lims-G(s)H(s) =2k =54 = k=27
s—0

270s
s3 #1152 +10s+54

3.- De la ecuacion caracteristica se obtiene: G($)H(S) cquivatente =

4.1.- Queda claro que el minimo sobreimpulso, segin el I.GR mostrado, estd en el angulo de la recta
tangente al codo formado por la rama que constituyen las distintas ubicaciones de los polos complejos
conjugados. Esto es asi ya que el minimo sobreimpulso se asocia con el minimo angulo (cos ¢ = £).

4 T T — ——

n w
T T

—_

Eje imaginario
(=]

1 L 1 L 1

-10 -8 -6 4 -2 0

Eje Real
La situacion de los polos de lazo cerrado es aproximadamente: s, ; = -3.65 + 1.1j.

4.2.- Mediante la condicién de médulo se obtiene ac = 1.16.

4.3.- Si el tercer polo se encuentra en s = -3.71, no es posible aplicar dominancia.

J
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4.4.- Aplicando el teorema de la constancia del LGR:
S Pra =-1053-2-0232=-11=Y Pjc =-0, -2:0, =-a, —2-(30,)
o, =22 Oy = 6.6

A partir del LGR, la parte imaginaria serd bj = £1.82j. De esta forma, aplicando la condicién de
médulo sobre s, = -2.2 + 1.82j, para calcular el valor mdximo de a, se obtiene Oy, = |

La expresioén completa del control:
D(s) =2.7-(s+2)

Problema 12

La compensacién en retardo-avance de fase permite mejorar el estado estacionario y la respuesta
transitoria manteniendo una determinada estabilidad relativa.

La siguiente figura muestra un sistema de control:

CONTROL PLANTA

Ri
(—S)——_?O—————r Ge(s)

C(s) 1

G G(s) = ——
s-(s+6)-(s+10)

v

Suponiendo un control proporcional con ganancia proporcional k, = 192.064, y conociendo que una de
las raices en lazo cerrado se ubicaen s =-12.413.

1.- Determinar los pardmetros de respuesta transitoria M, t; y t,. Razonar por qué puede aplicarse la
aproximacién de polos dominantes.

2.- Calcular el error en estado estacionario de velocidad con este valor de ganancia.

Con el objetivo de mejorar la respuesta transitoria del sistema, se sustituye el control proporcional por
un control en adelanto de fase:

(s+6)

(s+p)

Ge(s) =k

La siguiente figura muestra la respuesta en lazo cerrado obtenida para un escalén unitario de entrada.

3. Disefio de sistema

3.- Determinar los
4 .- Determinar el «

5.- Comentar, de:
controlador.

Por tiltimo, se afia
de fase:

donde ky p sonlo

6.- Calcular el vale
que se tenfa col

7.- Indicar los valr
Razonar la resg

Solucion:

1.-

1+Gp,
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Amplitud

o i P
0 0.5 1 1.5
Tiempo (seg)

3.- Determinar los pardmetros K y p del controlador utilizado.
- 4.- Determinar el error en estado estacionario de velocidad. i ?

5.- Comentar, de forma adecuada, el funcionamiento y las mejoras introducidas por este tipo de
controlador. Lo

Por Gltimo, se afiade al control anterior una etapa de retardo de fase para lograr una red retardo-avance
de fase:

+ [

GC(S):k_(S+6). (s+q) ;

(s+p) (s+00D
donde k y p son los pardmetros anteriormente calculados.

6.- Calcular el valor de z para reducir a una décima parte el error en estado estacionario de velocidad
que se Fem’a con el control proporcional del inicio del gjercicio.

7.- Indicar los valores de los pardmetros de respuesta transitoria cuando se utiliza este controlador.
Razonar la respuesta.

Solucién:

1 1l
1- Gya(s) =k, -G(s) = 192.064 - ——————— O
1A () =Kp -G6) s-(3+6)-(s+10) e

1+Gpa(s)=s-(s+6)-(s+10)+192064 =0 = s’ +16s” +60s +192.064 = 0
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(s+12413)-(s” +3587s+154745) = 0

S5 =—-17935+ 35011 ; s5 =~-12413

Es posible aplicar dominancia, ya que: 1.7935 << 12.413.

De esta forma:

o
Mp =e Y =20% : tg =i:2.23 seg. ; tp =L=0.897 seg.
(o) [OF]
2.- k, =1lims:-Gpp (s) = 192.064 =3201 = ey, :—1—=0.3124E 31.24%
s—0 ky

3.- De la grifica: t,=0.46 seg. y M,, = 20%.

T
t,=— = w4 =683
p w4 d

no = 81,2 =-35+ _]683

M, =e % — g=35

1

B )

Aplicando la ¢ondicién de dngulo sobre estos puntos:

4jo
. T‘ ‘‘‘‘ 16.83
i
) AV \¢3 X"lq)z E /ﬁq" >
10 P 350 N
i
|
|
! Q- -36.83
6.83

- arctg - (1 80°— arctg 6—;;—3) =+180°

- arctg
p-35 10-35

arctg 683 =164492° = p=26633
p—35

3. Diserio de sister

Para calculare

5.- Desplazami
el ey

6.-
7.- Mp =20%
Problema 13 -

Dado el sistent

R(s)

Donde t, es el
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Para calcular el valor de k, se utiliza la condicién de médulo:
1
K-
6832 +(26633-35) /6832 +(10- 35)% 6832 + 357

=1 = k=17453514

17453514 1
4- K, = lims-Gya(s)=—o> 2265533 = e, =—=01526=1526%
v = lms-Gia () =15 5633 sv = 7

v

5.- Desplazamiento del LGR hacia el semiplano izquierdo manteniendo el M, lo que permite mejorar
el eg,.

. q
6.- Ky = lims-Gp ()= k-—3——=10-3201 = q=00488453
v = ImsOa =k 001 d

7.- Mp=20% ; tp=0.46seg.; ts=1.7 seg.

1.4 T T ' ' T :

1.oF A e R AN SRR SRR SR

o
©

..........................................................................

o

o
T

.

Amplitud

o
B
4
;

e
[

0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4
Tiempo (seg)

o

Problema 13

Dado el sistema de la figura:

—| D@) |—] ™ f 1=

T =0.01 seg.
t,=0.01 seg.

. Donde i, es el tiempo que tarda el controlador D(z) en procesar las muestras de la sefial de error.
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1.- Para un controlador proporcional D(z)=k, , calcular la funcién de transferencia de lazo abierto y el 2.- Obtener Ia
error en régimen estacionario cometido frente a una entrada escaldn unitario. métodos. ¢
p . . . . - S <. anterior (k-
ara conseguir un error en régimen estacionario nulo se desea afiadir una accién integral a la accién
proporcional ya existente, de la forma: 3.- Un control
ky l
e(t) +x  ¥(0)
Obtener la expr
) & Y6 () =k, -e(O+k; - [ e(tydt
k; |m@ J 4.- Disefiar un
s M(s) manera que .
Se desea discretizar la accion integral, por lo que es posible aplicar tres métodos diferentes:
Solucién:

1. Método de Tustin o de integracidn trapezoidal:
1.- D(2)=k,. Cal

Donde se aproxima la curva del error mediante to=T = Teoren

trapecios.
m[(k-1)T]
N De esta forma;
&-DT kT
2. Método Forward de integracién rectangular:
e,

amplitud de la muestra previa e[(k-1)T]. .
2.- Expresi6n de |

e(t) e(k%
\ el(k-1)T] Donde la altura del rectingulo viene dada por la

g m[(k-1)T]
k-DT kT 2.1.- Método’
3. Método Backward de integracién rectangular:
e(t) e(kT
e[(k-1)T] Donde la altura del rectdngulo viene dada por la
\ N amplitud de la muestra actual e(kT).
m{(k-1)T]

\ \ CM(

(k-1)T kT
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2.- Obtener la expresién del drea calculada m[kT], hasta la muestra actual kT, con cada uno de los tres

métodos, tomando para ello m[(k-1)T] como el 4rea calculada previamente hasta la muestra
anterior (k-1)T. Obtener la expresién en el plano Z de la accidn integral como Gi(z)=M(z)/E(z).

3.- Un controlador PI discreto se caracteriza por la expresion :

D(Z)zkv_z_ﬂ_
z—1

Obtener la expresion de Kk’ y de a para cada uno de los tres métodos de integracién.

4.- Disefiar un controlador PI con la expresién general del apartado anterior (cdlculo de k’ y a), de
manera que se cumplan las especificaciones siguientes:

M, =2.15% t= 0.72 seg.

Solucion:
1.- D(2)=k,. Cdlculo de GA(Z) ¥ €

t, = T => Teorema del desplazamiento = TZ{e —TS} =771

De esta forma: Gy (2) =k, 27 (1-27)- T2 _ 10 ke, —BI02
s-(s+10) 001 z-(z—0904837)
1 0.095162
e = Kp =1limG ZY=lmk,. —— =~ " _ _—%k
P 1+ Kp p=mGLalz)=limk, 7-(z—0904837) P
!
s T T
P

2.- Expresion de la accién integral:

2.1.- Método Tustin:
m[kT] = m[(k - T] + Te[(k - DT] + %{e[kT] —~e[(k-1T]}
m(kT] = m|(k - )T+ %{e[kT] +e[(k-DT]}

M@z) T 1+z" T z+1

E(z) 2 1-z' 2 z-1

M(z) = z_lM(z)+§{E(z)+ z“E(z)} —
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2.2.- Método Forward:

m[KT] = m[(k— DT]+ Te[(k - DT]
M@ _p 2 1
E(z) 1-z71 z-1

M(z) =z 'M(z) + Tz 'E(z) =

2.3.- Método Backward:

m[kT] = m[(k - )T]+ Te[kT]
M(z) _T. I z
E(z) 1—-271 z—1

M(z) =z 'M(z)+ T-E(z) =

+
211 . Calculo de a y k' para cada método.

3-D(z)=k'Z

z—

3.1.- Método Tustin:

T z+1

+
D(2) = kp +k; > pZra

z—-1 z—1
2kp(z—1)+k;T(z+1)
2

2k, +k;T k.- T-2k
P ! -(z+ : p]=k'(z+a)

=k'(z+a)

2 kT+2k,

e 2kp +kiT _ kiT-2k,
2 ' kiT+2k,

3.2.- Método Forward:

1 z+a
D(z)=k,+k;T-—=k'
_ @) P g1 z—1
k;T
k'=kp; a=——-1
kP

3.3.- Método Backward:

Z+a

z
DZ =k +kT- _—_k
() P oz-1 z—1

kp

k, +kT

k'=k,+kT; a=-

3. Disefio de sisten

4.- Disefiar PI 1

Aplicando la cor

4 Im(
j0.042984 ~--

Mediante la con¢

La expresién del
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4.- Disefiar PI para cumplir caracteristicas de respuesta transitoria especificadas:

ts=i=0.725eg. = 0 =5555; Mp:
o

bice)

e ©4 =00215 = wy =45455rad /s

812 =—5555+ j45455

_ T(-otjog) _ e T

Z1,2 = 09449876

—oT  +joyT

~5555T _ +i4.5455
— ~SS55T ,+j4.5455T

+ j0.042984

Aplicando la condicién de angulo sobre estos puntos del plano Z:

4 Im(z)

10.042984

-2 0.9048370.9449876 1 Re(z)

Mediante la condicién de médulo = k'=0.1902685

La expresién del controlador:

D(z) = 01902685

0- (¢, + ¢+ ;) =*180° = a=-0.73473

z—0.73473

7 —
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4. Analisis frecuencial de sistemas de control

En el presente capitulo se describird la metodologia de andlisis basada en la respuesta frecuencial de
un sistema de control. Dicha metodologia requiere el conocimiento de la respuesta frecuencial del
sistema en lazo abierto (que puede obtenerse de un modo sencillo a partir de medidas de la respuesta
en régimen permanente senoidal) para, posteriormente, aplicar el criterio de estabilidad de Nyquist,
que permitird determinar la estabilidad absoluta del sistema en lazo cerrado.

Los margenes de fase y ganancia pueden considerarse extensiones del criterio de estabilidad de
Nyquist y permiten determinar la estabilidad relativa de un sistema de control.

Por ultimo, en este tema se expondran aquellas caracterfsticas a tener en cuenta para desarrollar el
andlisis de un sistema de control en tiempo discreto a partir de su respuesta frecuencial.
4.1 Respuesta frecuencial de sistemas de tiempo continuo

Dado el sistema de tiempo continuo de la figura 4.1:

E(s) G(s) C(s)

Fig. 4.1 Sistema de tiempo continuo

W

donde: E(s) = L[sen(ct)] = ( 2 - 2) ) (s—jo) - (s+ joo)
S +M - '

En el sistema definido, se obtiene el régimen permanente senoidal (RPS) considerando la respuesta
del sistema estable cuando el tiempo tiende a infinito y se posee una sefial de entrada senoidal.

G(s)-®
C)=——"F7— 4.1
(s+jw)-(s— joo)
Para obtener la antitransformada de Laplace debe desarrollarse C(s) en fracciones parciales.
k1 k2
C(s)= + +Cg(s) 4.2)

(s+jo) * (s—jo)
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Los dos primeros términos del desarrollo son originados por las raices de la transformada de Laplace
de la sefial senoidal de entrada, mientras que Cg(s) contiene la serie de términos correspondientes al
desarrollo en fracciones parciales de los polos de G(s). El RPS unicamente existe en sistemas estables,
dado que ello implica que los términos temporales que caracterizan la respuesta transitoria del sistema
desaparecen cuando el tiempo crece suficientemente:

L 1[Cg(s)] = cg(t) — Ocuando t — oo,

Denominando Css(s) a la transformada de Laplace de la sefial que perdura cuando el tiempo crezca
infinitamente (estado estacionario):

Css(s) = k + “4.3)

Calculo de los residuos:

4.4)

k1=C(s)- j = ; k2=
1 (s) (s+J(n)L=_jm 2] 2 2]

Debe observarse que: G( j(o) = G(s)]s=j0) es la respuesta frecuencial del sistema de tiempo continuo,

esto es, debe evaluarse la funcién de transferencia en un punto del plano S ubicado sobre el eje
imaginario.

A partir de la descripcién del procedimiento de cdlculo puede indicarse que G( jw) es una funcién de

variable compleja, y verifica:

G(jo) =|G(jw)|- e Glie) 4.5)

6(-jo) =|G(~ja)|-¢* €7 = [G(jo)] - ¢4 6 jo) 4.6)
RealizaI;do la antitransformada de la ecuacién de Css(s), se obtiene:

Cos(n =ki- (7| 4k (%) @7
Sustituyendo las expresiones de los residuos k1 y k2:

re o 26(j0) _ -forr£6(jw)) |
Css(t) = |G jo)| L J: 1G(jo)|- senfwt + £G(jw)) .8)

2]

En conclusién, la respuesta de un sistema de tiempo continuo en RPS es una seiial senoidal con igual
frecuencia que la sefial de entrada, con una amplitud igual al producto de la amplitud de entrada por el
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modulo de la respuesta frecuencial, y cuya fase es igual a la suma de fases de la sefial de entrada y la
fase de su respuesta frecuencial. De este modo, no es necesario realizar la antitransformada de Laplace
para determinar cudl es la salida de un sistema de tiempo continuo estable en RPS.

Debe observarse que la obtencién de medidas experimentales de la respuesta frecuencial de un sistema
es muy sencilla, debido a que puede utilizarse la propia sefial de excitacidn para realizar el
sincronismo de la medida. De este modo, se puede obtener la respuesta frecuencial a partir de medidas
experimentales sin necesidad de conocer la funcién de transferencia del sistema.

4.1.1 Formas de representacion de la respuesta frecuencial
Las formas més habituales de representar la respuesta frecuencial de un sistema son:

- Diagrama de Bode en mddulo y fase: Diagrama en médulo o fase de G( j(n) respecto a un eje

frecuencial.

- Diagrama polar: Diagrama de médulo y fase de G( jo)) en el plano G( jm) (0= w< ). En la figura

4.2 se muestran los ejes coordenados de un diagrama polar, asf como la informacién de médulo y fase
que puede extraerse de un punto de dicho diagrama.

!
Im{G(jo)]

Bloo) | 7 7 7 7

Alaw) Re[G(jo)]

Fig. 4.2 Ejes diagrama polar.

G(jwo) = A(ex) + jB(@w) =|G(joo)| - €1 T

En la figura 4.3 se representa el diagrama polar de un sistema de tercer orden, donde se puede
observar la evolucién de la fase desde 0° hasta -270° correspondientes a ®—0 y oo,
respectivamente. Debe observarse que el diagrama posee un sentido en frecuencias crecientes, de
manera que M0 <! <w2. El diagrama polar posee la informacién de fase y médulo de la respuesta
frecuencial en una Unica representacién, a diferencia del diagrama de Bode que los representa en
gréficas separadas.
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Eje Imaginario

0.5

-0.5

Para mostrar la informacién contenida en un diagrama polar, pueden observarse las distintas
respuestas frecuenciales que se muestran en la figura 4.4, correspondientes al sistema de segundo

orden siguiente:

Im[G(jw1)]

G(jmo)|

Re[G(jw1)] d

-1 -0.5 a 0.5
Eje Real

Fig. 4.3 Diagrama polar sistema de tercer orden.

0.5

-0.5 r

6O =5 —
s” +2&s+1

Eje Imaginario

_m->oo ________ 0=0___ . |

/;’/_/ r \
\\;\ &=2 7 /\
N N\
: \)

w=0n :

L 1 ). i 1

25

a
Eje Real

Fig. 4.4 Diagrama polar de un sistema de segundo orden.
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En dicha figura se puede ver como el efecto de resonancia cuando <0, asi como la frecuencia natural
o de paso por la fase -90°.

4.2 Criterio de estabilidad de Nyquist

El criterio de estabilidad de Nyquist permite determinar la estabilidad absoluta de un sistema lineal
invariante en el tiempo (SLIT) en lazo cerrado, y puede aprovecharse para introducir el concepto de
estabilidad relativa. Para su aplicacion, inicamente se necesita conocer la respuesta frecuencial del
sistema en lazo abierto. De hecho, a partir de la respuesta frecuencial en lazo abierto, el criterio de | \ .
estabilidad de Nyquist permite determinar el nimero de raices de la ecuacién caracteristica (polos en ]
lazo cerrado) que existen en el semiplano derecho. Obviamente, el sistema es estable en lazo cerrado
cuando el resultado de la aplicacién del criterio de Nyquist es cero. Las consideraciones respecto a
sistemas en lazo cerrado oscilatorios también quedan totalmente determinadas como se mostrard mds
adelante.

4.2.1 Teoremas de la transformacién conforme y de la representacion

El criterio de estabilidad de Nyquist se basa en los teoremas de la transformacién conforme y el
teorema de la representacién, que a continuacién se exponen:

* Transformacién conforme: Dada F(s) analitica (continua y derivable) en todo el plano S salvo en sus

polos, todo camino cerrado continuo en S que no pase por ningiin punto singular de F(s) se transforma
en una curva cerrada continua en el plano F(s), preservandose distancias y dngulos de corte.

La figura 4.5 muestra el teorema de la transformacién conforme de un modo grafico.

\
N ; [
)\\\\ —_— bio - J ﬁlm[(F(s)] .
\\ - — \X\- _____ < | ‘
AN ~ ~ ~
\ ~ =
~
o~ o Re[F(s)]
-
\

Fig. 4.5 Teorema de la transformacion conforme. |

* Teorema de la Representacién: Dada F(s) con P polos y Z ceros, considerando inclusive su
multiplicidad, incluidos en un contorno cerrado continuo del plano S recorrido en sentido horario que
no pase por ningin punto singular de F(s), éste se transforma en una curva cerrada continua en el
plano F(s) en la cual se producen N rodeos en sentido horario al origen, tal que:
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N > 0 = Sentido horario
N=Z-P; donde:
N < 0 = Sentido antihorario

En la figura 4.6 se muestra el teorema de la representacién de un modo gréfico. En dicha figura puede
observarse que se rodea un polo de la funcién F(s) en sentido horario. Rodear un polo de una funcién
en un sentido implica lograr un rodeo al origen en sentido contrario; este resultado es légico al realizar
dicho polo una contribucién total de 360° de fase en la funcién (en oposicién de fase debido a la
caracteristica de un polo). El efecto contrario se verificaria al evaluar un cero.

- A
/ ~ @ Im{(F(s)]
Lty P
T s Y N
\ - ) F /J -
- o A A ReFFO!
\ ~ P
v » —

Fig. 4.6 Teorema de la representacion.

El criterio de estabilidad de Nyquist escoge como funcién evaluable el propio polinomio
caracteristico, y evalda la existencia de ceros de dicho polinomio en un contorno que contiene todo el
semiplano derecho del plano S mediante la aplicacién del teorema de la representacidn. Asf,
F(s)=1+G(s)H(s), donde se supone el conocimiento, a priori, de la funcién de transferencia en lazo
abierto G(s)H(s) (de este modo, el pardimetro P queda determinado como el nimero de polos en lazo
abierto que se encuentran en el semiplano derecho del plano S).

Mediante la transformacién del contorno denominado recorrido de Nyquist (que contiene todo el
semiplano derecho del plano S) a través de la funcién F(s), se conocen el nimero de rodeos al origen
en el plano F(s) (y su signo); y, por dltimo, aplicando el teorema de la representacion, se determina el
ndmero de ceros de la ecuacién caracteristica Z (polos en lazo cerrado) que existen en semiplano
derecho del plano S. Obsérvese que, si bien este procedimiento es suficiente para determinar si un
sistema es estable, este método permitira ademds determinar la existencia de raices de la ecuacién
caracteristica sobre el eje imaginario.

4.2.2 Recorrido de Nyquist

Como ya se ha comentado, el recorrido de Nyquist, fig. 4.7., es un contorno cerrado continuo
recorrido en sentido horario que contiene todo el semiplano derecho en su interior. Debe conocerse la
transformacion de dicho recorrido mediante la funcién F(s)=1+G(s)H(s) para determinar el nimero de
rodeos al origen existentes en el plano F(s). Para poder aplicar la transformacién conforme es
necesario presuponer que no existen polos de F(s) (esto es, no existen polos en lazo abierto) en el eje
imaginario.
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. _ Recorrido de Nyquist

| jo . .

C

Fig. 4.7 Recorrido de Nyquist.

La transformacidn del recorrido de Nyquist puede descomponerse en dos tramos que a continuacién se
estudiardn por separado, tal y como muestra la figura 4.7.

- Transformacién del tramo ABC mediante la funcion F(s)=1+G(s)H(s). (s—)

Dado que el sistema en lazo abierto es causal se cumple:

lim 1+ G(s)H(s) = cte. 4.9)

§-—roe . 1

Donde esta constante es igual a la unidad cuando el grado del denominador es mayor que el grado del
numerador en la funcién de transferencia en lazo abierto. En conclusidn, la transformacién del tramo.
ABC (zona del recorrido de Nyquist trazada para s—eo) no puede proporcionar rodeos al origen
porque implica un dnico punto en el plano F(s). De este modo la transformacién de este tramo no debe
considerarse en el andlisis del criterio de estabilidad de Nyquist.

- Transformacion del tramo CA. (s=jw)

Como el tramo CA, es en definitiva el eje imaginario del plano S, en este caso: N

1+ G(s)H(s)L:jm = 1+ G(j)H(jo) (4.10)

Lo cual conlleva el estudio de la respuesta frecuencial del sistema en lazo abierto para — o< @®<eo. A
priori, esta representacion es facil de realizar en el plano G( jo)H( jw), fig. 4.8. Aplicando una
modificacion en la observacién de los rodeos a origen en el plano 1+ G(jw)H(jw), por rodeos al
punto -1+jO en el plano G(jw)H(jw), pueden extraerse las mismas consideraciones. De este modo, i
puede afirmarse que la existencia de rodeos al punto -1+jO por parte del diagrama polar en el plano

G(jo)H(jw), implica la existencia de polos en el semiplano derecho del plano S en lazo cerrado, por

lo que el sistema es inestable.
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A A
Im[1HGGOHG)] Im{(GGOHGO)]
%" \1(1)—>oo (D:n ‘1+i m
§ . s —o O=() Re[1+(GGOHGO] - - O=0] Re[(GGOHHGWY!
a) b)

Fig. 4.8 Diagrama de Nyquist, a) en plano 1+ G(jw)H(jw) y b) en plano G(jo)H(jw).

Se denomina diagrama de Nyquist a la transformacién del recorrido de Nyquist. El diagrama de
Nyquist (— = < @ < o) se obtiene a partir del diagrama polar dado que se verifica la propiedad
| 6GwHGw)|=|6(-jo)H(-jo)

(0< <o) (4.11)
ZG(joyH(jo) = - £ G(=jo)H(-jw)

En conclusién, el diagrama de Nyquist se realiza a partir del diagrama polar conjuntamente con su
simétrico respecto al eje real.

4.2.3 Criterio de estabilidad de Nyquist
Dada G(s)H(s) sin polos ni ceros en el eje imaginario s=j®, si G(s)H(s) tiene k polos en semiplano
derecho del plano S y si lim G(s)H(s) = cte., para que el lugar G(jwyH(jow) tenga estabilidad al variar

 desde -oo a oo deben prchuZirse k rodeos al punto -1+j0 en sentido antihorario.

Esto es, definiendo:
N= ntimero de rodeos a -1+j0; en sentido horario (N>0) y sentido antihorario (N<0).
P= polos en lazo abierto en semiplano derecho del plano S.

Z= polos en lazo cerrado en semiplano derecho del plano S.

Para que un sistema sea estable debe cumplir la condicién: Z=N+P=0.

4.2.4 Casos tipicos en el criterio de estabilidad de Nyquist
Al aplicar el criterio de estabilidad de Nyquist sobre un sistema de control se producird uno de los
siguientes casos:

1) No existe ningiin rodeo a -1+j0. En este caso N=0, lo que implica Z=P. De este modo, el sistema en
lazo cerrado es estable si también lo es el sistema en lazo abierto.
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2) Hay uno o varios rodeos en sentido antihorario a -1+j0. En este caso el sistema en lazo cerrado es

estable si el nimero de rodeos coincide con el nimero de polos en lazo abierto en semiplano derecho
del plano S.

3) Hay uno o varios rodeos en sentido horario a -1+j0. El sistema lazo cerrado es inestable.

4.2.5 Existencia de singularidades en lazo abierto sobre el eje imaginario

Cuando un sistema tiene polos en lazo abierto en el eje imaginario, ¢s nccesario modificar el recorrido
de Nyquist, debido a que el teorema de la representacion no puede aplicarse. El nuevo recorrido de
Nyquist considera todo el semiplano derecho del plano S, evitando las singularidades sobre el eje
imaginario, de modo que no deban contabilizarse en el pardmetro P, tal y como muestra la figura 4.9.

. Recorrido de Nyquist

&5
S, —Eej%
Sr':sejo | ]
. 7 o b 1
/s=ee% ‘ donde €—0. —; <0< 5
g%

Fig. 4.9 Recorrido de Nyquist modificado.

La aparicién de singularidades sobre el eje imaginario conlleva arcos de radio infinito en el plano
transformado, quc deberan considerarse en el estudio del nimero de rodeos al punto -1+j0 por parte
del diagrama de Nyquist.

Ejemplo 4.1
~

Existe una estrecha relacion entre la estabilidad deducida mediante las técnicas del lugar geométrico
de las raices y el criterio de estabilidad de Nyquist. Dado el sistema mostrado en la figura 4.10.

R(s) + C(s)
G(s) -
- donde G(s) =K

(s+1)?

S3

Fig. 4.10 Sistema realimentado.
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a) Trazar el lugar geométrico de las raices determinando: LGR sobre eje real, asintotas, puntos de
ruptura y cortes del LGR con el eje imaginario. Determinar el rango de valores de K para el cual el
sistema es estable.

b) Obtener el diagrama polar del sistema en lazo abierto, descomponiendo, para ello, la respuesta
frecuencial en lazo abierto en parte real e imaginaria, y determinando los valores para =0, 0.5, 1, 2,
5, 10 y >—oo. Trazar el diagrama de Nyquist. Para considerar el trayecto o recorrido de Nyquist
modificado alrededor del origen en el plano S, realizar la transformacién de los puntos del plano S
que se muestran en la figura 4.11.

_ Recorrido de Nyquist

donde €—0.

Fig.4.1]1 Recorrido de Nyquist modificado.

Determinar la kstabilidad absoluta del sistema en lazo cerrado para K=0.25, 0.5 y 1, aplicando el
criterio de estabilidad de Nyquist.

c) Relacionar los resultados de los apartados a) y b). Razonar la respuesta.
Solucién:
a) El Lugar Geométrico de las raices resultante puede observarse en la figura 4.12, donde tinicamente

existe una asintota que corresponde con el eje real y aparecen puntos de ruptura en s=-3, como puede
comprobarse:

K 2 2 3 27
K=-——gi—=0=35" s+ )7 -2 (s+ )5’ =0 5= 3K ==

Aplicando el algoritmo de Routh a la ecuacién caracteristica:

s3+K-52+2K-s+K=O

4. Andlisis frecu

El corte con ¢

b) Diagrama po

G(s) =

A partir de estas

[ TTTTTT]
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El corte con el eje imaginario ocurre para: s =1j = K =1/2. El sistema es estable para: K>1/2.

3

-4 -3 -2 -1 0 1

Fig. 4.12 Lugar geométrico de las raices.

b) Diagrama polar:

(s+1)? , (jo+1)? 1+ 0> +2j 1-w®
G(s)=K-—5—= G(jw) =K- =K =+ K
s —jw ~jm 0 0}

2

(03

2K
Re[G(jw)] = —-;E-;Im[G(jco)] =K

A partir de estas expresiones puede realizarse la tabla 4.1.

Re(G(jw)) Im(G(jw))

-0 (=]

6K

0

-3K/8

-2K/25 -24K/125

-2K/100 -94K/1000

-0 -0
Tabla 4.1.
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En la figura 4.13 puede observarse el diagrama polar. El diagrama de Nyquist se forma a partir del
diagrama polar realizando los rodeos en infinito adecuados, debido a la aparicién de un polo en lazo
abierto en origen. Para ello, se realizan las transformaciones de los puntos (sa, Sg, Sc, Sp Y Sg) que se

muestra en el enunciado del problema. =€ - eJe

— e-e® +1)2 K e ™I% 0
s)=K- - - K- yaque € —
De este modo, se puede obtener la tabla 4.2.
Pto. Inicial Pto. Transformado
_im .elm
Sy =€-€ J/3 e e
_m T
SBZS‘C ‘lé OOCJA
T T
SD=8-CJ/6 0. ¢ 1/2
7T —jn
Sg =€ ejé co-€
Tabla 4.2.
6 T T T T T T T
4t i
e
2 \. \'\N\ -
.
\\\“‘*\\_\ T
OF--- - Frei - - o
2F .
4 i
6 L L L — ; L L
- -7 6 5 -4 3 -2 -1 0

Fig, 4.13 Diagrama de Nyquist para K=1 (linea continua) y simétrico (linea discontinua)

En conclusién, puede aplicarse el criterio de estabilidad de Nyquist resultando:

4. Andlisis frecuer
ihlsbntietntiband

* K=0.25. Corf
* K=0.5. Corte

* K=1. Corte
observarse que

¢) Los resultac
Nyquist, deben
Por esta razén,
métodos.

4.3 Cuantific
Ganancia (M

El criterio de es
cerrado, observ
semiplano dere:
punto -1+j0 (ve
situacidn, existe
GLA(jmc)=-1, e
oscilatorio.

Para mostrar la |
las raices (figura-

En estas gréficasi
k=200 el sistema
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* K=0.25. Corte del diagrama polar con el eje real en -0.5. N=2 y Z=N+P=2. Sistemna inestable.
* K=0.5. Corte del diagrama polar con el eje real en -1. Sistema oscilatorio.

* K=1. Corte del diagrama polar con el eje real en -2. Z=N+P=-1+1=0. Sistema estable. Debe
observarse que en este caso existen dos rodeos (uno en sentido horario y otro en sentido antihorario).

¢) Los resultados obtenidos mediante el lugar geométrico de las raices y mediante el diagrama de
Nyquist, deben ofrecer las mismas conclusiones respecto a la estabilidad del sistema en lazo cerrado.
Por esta razén, el margen de valores de K para el cual el sistema es estable es el mismo en ambos
métodos.

4.3 Cuantificacion de la estabilidad relativa. Margen de Fase (MF) y Margen de
Ganancia (MG)

El criterio de estabilidad de Nyquist permite determinar la estabilidad absoluta de un sistema en lazo
cerrado, observando, para ello, la cantidad de raices de la ecuacién caracteristica existentes en
semiplano derecho del plano S. Cuando el diagrama polar del sistema en lazo abierto contenga al
punto -1+jO (ver figura 4.14), el criterio de estabilidad de Nyquist queda indeterminado. En esta
situacién, existe una frecuencia para la cual la ecuacion caracteristica tiene una solucién de la forma
GLA(jox)=-1, esto es, existe una raiz en s=jwc, lo cual implica que el sistema en lazo cerrado es
oscilatorio.

Im{(G()H(r}]

_ &] W —> oo W=0 -
-~  W=0/ Re[(GGOH(W]

Fig. 4.14 Diagrama polar contiene al punio -1+;0.

Para mostrar la propiedad anteriormente comentada, obsérvese, por ejemplo, el lugar geométrico de
las raices (figura 4.15) y los diagramas de Nyquist (figura 4.16) del sistema:

GLA(S) =
(s+1)-(s+2)-(s+3)

En estas graficas se comprueba como para k=60 el sistema es oscilatorio, para k=10 es estable y para
k=200 el sistema es inestable.
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Eje Imaginario * Margen de fa

B T T T T

MF=1

donde wt se der
se mide median

De este modo, e
permaneciendo e

. " . " s " L L P *

S P » Margen de gan
Eje Real

MG =1

Fig. 4.15 Lugar geométrico de las raices. . 1 G

Eje Imaginario

donde wi es la fre

De este modo, el |
abierto permaneci

10 15 20 25 30 35 o -
Eje Real Eje Real

Fig. 4.16 Diagramas de Nyquist para los valores k=10,60y 200.

En sistemas de fase minima, cuanto mas cerca se ubique el diagrama polar de GLA(jw) del punto -
1+j0, mas riesgo de inestabilidad presenta el sistema. De este modo, se puede utilizar la proximidad de
GLA(jw) al punto -1+j0 como una medida de la estabilidad relativa del sistema. Cuantitativamente se
puede definir la estabilidad relativa como una medida de la cercania del sistema a la inestabilidad. La
medida del margen de fase y margen de ganancia permite determinar el grado de estabilidad relativa
del sistema. Asi, cuando estos pardmetros adquieren un valor elevado, el sistema se encuentra alejado
de la inestabilidad y presentard una respuesta con un valor bajo de maximo sobreimpulso en su

dindmica. El margen de fase y el margen de ganancia se definen: Fig. 4.17 Me
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* Margen de fase: MF.

MF = 180° + ZGLA( jox); donde wx/|GLA(joot)| = 1 6 201og|GLA( jo)| _ = 0dB (4.12)

dB

donde ot se denomina frecuencia de transicién del sistema y, como puede observarse en la expresion,
se mide mediante la funcién de transferencia en lazo abierto.

MF > 0 = Sistema estable
Criterio: ) )
MF < 0 = Sistema inestable

De este modo, el margen de fase es la cantidad de fase que puede quitarse al sistema en lazo abierto
permaneciendo estable el sistema en lazo cerrado.

* Margen de ganancia: MG.

MG = | 6 MG g =-20log|GLa(joi)|_; donde wi/ £GLA(joi) =£180°  (4.13)

lGLa( joi)

donde wi es la frecuencia para la cual el sistema el lazo abierto adquiere + 180°.

MG >1 (MGg4g > 0 dB) = Sistema estable

Criterio: . .
{MG <1 (MG 45 <0 dB) = Sistema inestable

De este modo, el margen de ganancia es la cantidad de ganancia que puede afiadirse al sistema en lazo
abierto permaneciendo estable el sistema en lazo cerrado.

Eje iImaginario

— — T T T

2F 4

IG(jwi| <1=> MG >1

3 T L L It L
-1.4 “1.2 -1 08 0.6 0.4 0.2 0

Eje Real
Fig. 4.17 Medicidn del margen de fase y el margen de ganancia en el diagrama polar para k=30.
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En las figuras 4.17-20 pueden observarse las mediciones del margen de fase y el margen de ganancia
en el diagrama polar y el diagrama de Bode para diversos valores de k del sistema:

GLA(s) =
s+1D)-(s+2)-(s+3)
Eje Imaginario 3
5 v T T r T £
. S -2
 |tiwn|> 1= MG <1
-4
-5
-100
g
; -150
8
8 200
5 . . . n . |
-3 25 2 1.6 -1 08 4 -250
Eie Real
Fig. 4.18 Medicion del margen de fase y el margen de ganancia en el diagrama polar para k=100.
40 . '
% Fig. 4.20 M{
20 Ejemplo 4.2
% Dado el sistema ¢
8 o
-20
w0’ 10’ 10
Frequency (rad/sec)
-50
-100 donde: G(s)=—
> S
<
© -150
g -180 1.- Suponer un co
@ -200 ) poner un co
-250 1.1.- Calcular-
10" 10° 10’ , !
. 1.2.- Determir

Frequency (rad/sec)
Fig. 4.19 Medicion del margen de fase y el margen de ganancia en el diagrama de Bode para k=600. indicar I
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20 : : T T :
__________ L (SO ]
0 T A
L 1 MG>0
o . ] oy T
= ' w0
© ' ' ' I P ' I [N [T
oo foo
f'\.\v\ ' " i
' PN » i
' ' ' ‘ ' Y i
40 L S R | \ I S L
-1 4] 1
10 10 10
Frequency (rad/sec)
— — — ————
E I e T :W-T"l"'w..;_—k_\.‘-\1 e e - - }» S si- - - A S e e m e e e
00 e e T f
g v ' ' f v T - “‘--.,\\, ' ' ' [
3 150 _MF>04L e e
] . . ) TR 4 ! iy i .
g 1801 - - - -
&200 |
250 - oo - - - S e L e e vl o Lot il e e
. oL A
10’ 10 10"

Frequency (rad/sec)

Fig. 4.20 Medicion del margen de fase y el margen de ganancia en el diagrama de Bode para k=15.
Ejemplo 4.2

Dado el sistema de la figura 4.21:

RO _, 2 O— G G(s) 6,

- Fig. 4.21 Sistema de control.

donde: G(s) = ————20———— y Gce(s) = funcién de transferencia del control.
$-(s+5)-(s+10)

1.- Supoﬁer un control Proporcional: Ge(s) = k. ‘ B
1.1.- Calcular el valor de k para tener un error estdtico de velocidad del 1 %.

1.2.- Determinar cudl es el margen de fase del sistema con la k calculada en el apartado anterior e
indicar la estabilidad absoluta del sistema.
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2.- Para mejorar la estabilidad relativa del sistema se introduce un control proporcional derivativo:

Gc(s)=kp+kd -s=k-(a-s+1)

2.1.- ;Qué valor debe tener k para tener un error estitico de velocidad del 1%? Razonar la
respuesta.

2.2.- Calcular la frecuencia de transicién (@) y el margen de fase del sistema compensado para los

casos: a =1y a = 0.2. ;Qué valor de a de los proporcionados tomaria usted?. Razonar la
respuesta.

2.3.- En la figura 4.22 se adjuntan las respuestas de los sistemas anteriores para una entrada en
escalén. Indicar qué figura corresponde a a=1 y cual a a=0.2. Razonar la respuesta.

1.8 T 1.8 T T
16 b 16 b
145 1 14
121 1 121
ERR 3 4 |
= =
a a
E 08} E <,E: 0.8
0.6 B 0.6
0.4H R 0.4 1
0.2 g 0.2 1
0 ) . . A 0 . \ . )
0 02 04 08 08 1 0 02 04 08 08 1
Tiempo (seg) Tiempo (seg)
Figura 1 Figura 2

Fig. 4.22 Respuestas al escaldn de entrada para a=1y a=0.2.

Solucion:
1.1.- Error estacionario de velocidad de 1%.

essv =L=>kv = lims-GLA(s) = lim s-————iL: 100 = k =100
ky 50 s—0 s (s+5)-(s+10)

4. Andlisis frecuencigl
—

De este modo la f

1.2.- Célculo del
* Calculo de la fr

Debemos exprese

Méd

5

-2

-2

De este modo, a

20 log 100- |Gt

Obsérvese que d
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De este modo la funcién de transferencia de la planta resulta:

100 |
5-(0.25+1)-(0.Is+1) ‘

GLA(s) =

1.2.- Célculo del margen de fase.
* Calculo de la frecuencia de transicién:

Debemos expresar la respuesta frecuencial de la planta para poder realizar el diagrama de Bode:

Mddulo (dB)

50

sofreeeesiten bbb B L R L S

- ] 1 2

10

Fase (grados)
-100

-150

-200

-250

10°

Frecuencia (rad/seg)

Fig. 4.23 Diagrama de Bode de la planta.

IGLAG®)| 5 = 20 log 100~ 20 log® — 20 log —20 log

9 1
5

L
10

(6]
FASE[GLA(jo)] = ~90° — arctg % ~aretg 2

De este modo, a partir del diagrama de Bode podemos calcular: ‘ |

()]
20 log 100—]GLA(jm)|cna5 =20 log %=> |GLA(jw)|aB  =26dB; 14dB-0dB = 60 log 1—(;:, w, =17.113
o= ®=5

Obsérvese que de 5 a 10 rad/seg existe una octava a -40 dB/dec.
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* Célculo del margen de fase:
: (o] (’ot ('01 a o : o
FASE[GLA(jwy)] = ~90° - arctg —- —arctg - = ~223.4° = MFo = 180 +FASE[GLA(jwy)] = —434

El margen de fase del sistema resulta negativo y por ello podemos decir que el sistema es inestable.

2.1.- La accién derivativa del control proporcional derivativo no afecta al estado estacionario del
sistema, por ello k debe tener €l mismo valoer que en el apartado anterior para garantizar el mismo
error estatico, asi k=100.

2.2.-Cuandoa=1:

100-(s+1)

GLA(s) =
s-(0.2s+1)-(0.1s+ 1)

Médulo (dB)
60 T S S I S T IR

Frecuencia (rad/seg)

Fase (grados)
0

-50

-100

Frecuencia (rad/seg)

Fig. 4.24 Diagrama de Bode con a=1.

Frecuencia de transicién y margen de fase:
®
!GLA(jco)]dBw = 40dB - 6dB = 34dB - 0dB = 40 log 1—(‘) = o, = 708 rad / seg
o= :
Obsérvese que de 5 a 10 rad/seg existe una octava a -20 dB/dec.

[y [6))
FASE[GLA(joo,)] = —90° — arctg?[ - arctgﬁ+ arctg o, = —168.73°= MFo = 180°+FASE[GLA(joo,)] = 1127°

4. Andlisis frecuenc

Cuando a=0.2:

Frecuencia de tra

|GLA(®)|d
41

FASE|[GLA(jo,
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margen de fase, p

2.3.- El margen d
punto de vista te
respuesta tempors
fase, estoes, a =]
y con la velocida
mayor que el siste
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Cuando a=0.2:

100-(0.2s+1) 100
= GLA(S) = —————
s-(02s+1)-(0.1s+1) s-(0.1s+1)

GLA(S) =

Médulo (dB)
60

oo b

20feens P .

20 ;'
10"

Fase (grados)

180 h Voo e i . IR EEEE . IR NEEE:

Frecuencia (rad/seg)
Fig. 4.25 Diagrama de Bode con a=0.2. o
Frecuencia de transicién y margen de fase:

(GLaG)ldn = 40dB ~20dB = 2048 = 20dB - 0dB = 40 log %‘- =, =3162 rad/ seg o
=1 :

FASE|GLA(jo,)]=-90° - arctg&+arctg ®, = -16245°= MFo = 180°+FASE|GLA(®)|=1755°
t 10 t

Debemos escoger aquel valor de a que nos proporcione mayor estabilidad relativa, esto es, mayor N
margen de fase, por ¢llo se considera a = 0.2.

2.3.- El margen de fase esta directamente relacionado con la estabilidad relativa, lo cual, visto desde el
punto de vista temporal, implica menor sobreimpulso de la- sefial amortiguada; de este modo, la i
respuesta temporal de mayor sobreimpulso (Figura 2) corresponde con el sisterna de menor margen de
fase, esto es, a = 1. La frecuencia de transicion estd relacionada con el ancho de banda en lazo cerrado
y con la velocidad de respuesta; asi, el sistema de a = 1 responde con una frecuencia amortiguada
mayor que el sistema de a = 0.2 (Figura 1) porque su frecuencia de transicidn es mayor.
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4.4 Respuesta frecuencial de sistemas de tiempo discreto

Dado el sistema discreto de la figura 4.26:

E(z) Giz) C(z)

Fig, 4.26 Sistema realimentado de tiempo discreto.

z - sen(wT)
(Z_ejmT) ‘(Z_e-jmT)

donde: E(z) = Z[sen((ut)] =

En el sistema definido, se obtiene el régimen permanente senoidal considerando la respuesta del
sistema estable cuando el tiempo tiende a infinito y se posee una sefial de entrada senoidal.

G(z) - z- sen(wT) @.14)
z—ejmT)-(z—e_jmT) '

C(z) = (

Para obtener la antitransformada Z debe desarrollarse C(z) en fracciones parciales.

ki-z k2-z
(2-eeT) i (z—eieT) +Ce(2) 4.15)

C(z) =

Los dos primeros términos del desarrollo son originados por las raices de la transformada Z de la sefial
senoidal muestreada, mientras que Cg(z) contiene los términos debidos a los polos de G(z). Dado que
el RPS dnicamente existe en sistemas estables:

Z_I[Cg(z)] =¢g(kT) > O cuandok — oo,

Denominando Css(z) a la transformada Z de la sefial que perdura cuando el tiempo crezca
infinitamente (estado estacionario):

Css(z) = (zl—(:;ﬂ") ¥ (Z_kz;jzm) (4.16)
Calculo de los residuos:
_ ol joT —j@T
S Coaaid IR ) IO < Gl i
Z ot 2j 2j
z=€

Debe observarse que G(ejmT) = G(Z)lz=ei“’T es la respuesta frecuencial del sistema discreto; esto es,

debe evaluarse la funcién de transferencia en Z en un punto del plano ubicado sobre el circulo de radio

4. Andlisis frecuenc

unidad y con fa
Obviamente, la
utilizarse técnic:

A partir de la d

de variable comy

Realizando [a an

Sustituyendo las

Css(kT)
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que la sefial de er
respuesta frecuer
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Ejemplo 4.3

Considérese el sis
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Solucion:

sustituimos z =¢”
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unidad y con fase ®T respecto a origen, donde existe una dependencia respecto a la sefial de entrada.
Obviamente, la evaluacién de la funcién planteada en plano Z resulta dificil, debido a que no pueden
utilizarse técnicas asint6ticas para resolverla,

A partir de la descripcién del procedimiento de cdlculo puede indicarse que G(ej‘”T) es una funcién

de variable compleja, y verifica:
GleH) = (et 14 Sle"”) @.18)

G(e‘j‘”T): tG(e_ij)’ (34 G(e) _ \G(eij ), o34 Gl(e"T) 4.19)
Realizando la antitransformada de la ecuacién de Css(z) se obtiene:
Css(kT) = k1~(ej‘”T)k +k2- (e‘j"ﬂ")k (4.20)
Sustituyendo las expresiones de k1 y k2: -

[ j(u)k’l"+ AG(eJ"’T))

~j{wkT+£G(e™T)
CSS(kT)=|G(ej“’T)I.r j{ok+ )

25

|
et

4.2

En conclusién, la respuesta de un sisterna discreto en RPS es una sefial senoidal con igual frecuencia
que la sefial de entrada, con amplitud igual al producto de la amplitud de entrada por el médulo de la
respuesta frecuencial y con fase igual a la suma de fases de la sefial de entrada y la fase de su
respuesta frecuencial. De este modo, no es necesario realizar la antitransformada Z para determinar
cudl es la salida de un sistema discreto estable en RPS,

Ejemplo 4.3
Considérese el sistema definido por :
x(KT) = U(KT) + a x(K-1)T) O<ax<l

donde U(KT) es la entrada al sistema y x(KT) es la salida. Obtenga la salida en régimen estacionario
Xg4g(KT) cuando la entrada es U(KT)=A sin(KwT).

Solucion:

X[z} 1

B Ulz] 1-a-z7!

X[z) = Ulzl +a-z 'X{z] Glz]

.. T
sustituimos z = eJ
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; 1 1
T
G = ——— = —
l1-a-e”’ 1-a-cos®T + j-a-sin®T
; 1
)G(el“’T)| =M=
\/1+a2—2~a-cosu)T
Lo a-sinoT
fase{G(erT)} =0=-arctg———
1-a-cosaT

X (KT)=A M sin(KaT+8)

4.4.1 Caracteristicas de la respuesta frecuencial

Existen importantes diferencias entre la respuesta frecuencial de un sistema de tiempo continuo y la
respuesta frecuencial de un sistema de tiempo discreto; entre estas consideraciones a tener en cuenta,
destacan:

1- Es periddica de periodo ws, dado el efecto de bandas repetidas en plano S que se produce en un
sistema muestreado. Asi, en conclusidn, la respuesta frecuencial no debe evaluarse, en general, en
plano Z, debido a que se realizardn multiples vueltas sobre el circulo de radio unidad en plano Z a
medida que aumente la frecuencia de la sefial de entrada.

2- La respuesta frecuencial trazada en plano transformado bilineal (W) no ser4 periddica, debido a que
Unicamente contiene la informacién de la banda primaria del sistema discreto en plano S. Sin
embargo, esta sentencia no es muy importante, dado que, en su funcionamiento correcto, el sistema
discreto utilizar sefiales que verificaran el teorema de Shannon. Ello conlleva un anilisis detallado de
la evaluacién de la respuesta frecuencial mediante la transformada bilineal, debido a que la
informacién aparece con una distorsién en el eje frecuencial; en conclusidn, deberd considerarse la
relacién no lineal existente entre la frecuencia bilineal y 1a frecuencia real de 1a sefial.

3- Aplicando la transformada bilineal:

T
G(W):G(z)IFHEW = G( j(nw)=G(w)|w=jmw, pueden trazarse mediante métodos asintéticos los

I—EW

diagramas de Bode de IG( jcow)l y £ G(jow), que ofrecen la informacién de la respuesta frecuencial

evaluada sobre la banda primaria, considerando:

_Et— _.(DWT_ _E g((D_T] 4.22)
OETE T )T IR, @.

Cuando el nimero de muestras por ciclo sea elevado, el sistema continuo equivalente tendrd un
diagrama de Bode similar, sin distorsidn, al sistema discreto. Sin embargo, a medida que aumenta la
frecuencia de la sefial de entrada, el nilmero de muestras por ciclo disminuye, observindose

4. Andlisis frecuenc
[kttt
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diferencias entre los diagramas de Bode del sistema continuo y del sistema discreto obtenido mediunte
la transformada bilineal.

A partir del diagrama de Bode, puede trazarse el diagrama polar de un sistema discreto, y de este
modo es posible aplicar el criterio de estabilidad de Nyquist. Debe observarse que la distorsién sufrida
en la transformacién de frecuencias no es relevante en el diagrama polar, determinindose la
estabilidad absoluta y relativa del sistema discreto sin ninguna consideracién adicional, es decir, sin
necesidad de conocer el niimero de muestras por ciclo de la sefial de salida. En conclusién, podran
definirse los conceptos de margen de fase (MF) y margen de ganancia (MG) en el plano transformado
bilineal (W), andlogamente a como ocurria en sistemas de tiempo continuo.

Si garantizamos. frecuencialmente una buena estabilidad relativa, el sistema discreto respondera
adecuadamente, con independencia del n° de muestras/ciclo y del n° de muestras/cte. de tiempo. En el
disefio en el dominio temporal, estos pardmetros debian observarse para garantizar una buena
descripcidn de la respuesta del sistema discreto.

Ejemplo 4.4

Dado el sistema de la figura 4.27:

ZOH PLANTA

7\ —| Goh(s) Gp(s) b——onr
T

Fig. 4.27 Sistema discreto en lazo abierto.

-Ts

donde: Goh(s) = =5 ;. Gp(s) = . G(s) = Goh(s)- Gp(s)
S

10
(s+10)
Se pide:

1.1- Con T=0.01 seg. encontrar la transformada bilineal de G(s) {G(w)}.

1.2.- Comparar los polos y ceros, asi como la ganancia en continua (para w=0, s=0) de la funcién
G(w) con los de la funcién Gp(s).

1.3.- ;Queda distorsionado el diagrama de Bode de la funcidén de transferencia G(w) respecto al
diagrama de Bode de Gp(s) a bajas frecuencias? Razonar la respuesta.

2.1.- Con T=1 seg. encontrar la transformada bilineal de G(s) {G(w)}.
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4. Andlisis frecuen
—_

2.2.- Comparar los polos y ceros, asf como la ganancia en continua (para w=0, s=0) de la funcién
G(w) con los de la funcién Gp(s).

. . . . . Gp(.
2.3.- {Queda distorsionado el diagrama de Bode de la funcién de transferencia G(w) respecto al w
diagrama de Bode de Gp(s) a bajas frecuencias?. Razonar la respuesta.
Dado el sistema en lazo cerrado de la figura 4.28:
ZOH PLANTA G[w
&—» —— ] Goh(s) M Gp(s) C(L
*o T

Ambas respues

continua. Pero

decir a altas fre

Fig. 4.28 Sistema de control discreto en lazo cerrado. 2.-ParaT=1
~— 3.- Encontrar la funcién de transferencia C(s)/R(s) del sistema continuo, eliminando el muestreador y G[Z] =(1-

el mantenedor de datos.

4.- Calcular el nimero de muestras por constante de tiempo del sistema del apartado anterior si se
muestrea la sefial de salida con un periodo de T=0.01 seg. ;Y con T=I seg.? Relacionar los
resultados obtenidos con los apartados 1 y 2. 7
El cero que se ir

5.- Encontrar la funcién de transferencia C(z)/R(z) para T=0.01 seg. y para T=1 seg. Trazar los ; la.resp'uesta frec,
diagramas polos-ceros en lazo cerrado (en ambos casos) y razonar los resultados, relaciondndolos asintoticamente .

con los obtenidos en los apartados anteriores. . ;
3.- Diagrama de°

Solucion:
1.-Para T =0.01
Glad = -1 Z|_ 10 -|_ 00952 Glwl = 0.0952 _ 0.0952(1-0005w)
“aiTe Ls(s+10)J— z-09048° W= T+0005w 09048 = 00952 +0.0095w :
1-0.005w | .
4.-  Cte. detie

ParaT =1 no t
bilineal.




4. Andlisis frecuencial de sistemas de control 259

v

[w] _0.0952(1-0.005w)
00952 + 0.0095w

-26.02

Ambas respuestas frecuenciales mantienen la misma posicién respecto a sus polos y ganancia en
continua. Pero la funcién G[w] tiene un cero finito mds, aunque esti situado muy a la derecha, es
decir a altas frecuencias, y por tanto el diagrama de Bode no queda distorsionado a bajas frecuencias.

2-ParaT=1
/

- 1 1 1-
G[z]=(1~z 1)-Z 10 = ; G[w]= = 05w
s(s+10) | 7-453.107° l+05W_453.10~5 1+ 05w

1-05w

poloen w =-2
G[w]:
ceroenw= 2

El cero que se introduce se sitia sobre el polo produciendo una cancelacidn cero-polo en el médulo de
la respuesta frecuencial, dando lugar a un diagrama de Bode plano en médulo y una variacién de fase
asintdticamente a -180 grados. Con lo cual sf que se distorsiona el diagrama de Bode.

3.- Diagrama de bloques del sistema continuo:

R
(s) +—O Gp(s) C(S);
I C(s) 10
R(s) s+20
T 0.05 )
| ParaT=0.01 = ; = T =5 muestras por cte. de tiempo
. 0.01
4.- Cte. detiempo T =—=0.05;
20 0.05

ParaT=1 = —=——=005 muestras por cte. de tiempo
T 1

Para T = | no tenemos ni una muestra por cte. de tiempo y por eso se distorsiona la transformada
bilineal.
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Para T =0.01 el niimero de muestras es suficiente y la transformada bilineal no queda distorsionada.

5.-
Clz] 00952
clz]  G[7] T=001= R[z]  z-08096

Rlz] 1+G[z]" |._, _ Clz]_ 1

R[z] z+1

La zona donde deberfan ubicarse los polos para garantizar una buena simulacién andloga equivalente
es aquella que rodea al punto z=1 en el interior del circulo de radio unidad.

*Para T = 0.01 = polo z=0.809 = Se sitiia dentro de la zona.
o ParaT=1= poloz=-1= Sesitia fuera de la zona, y por esto el sistema continuo anélogo
queda distorsionado.

4.5 Problemas

Problema 1

La ecuacién del controlador PID analdgico es:

1 et de(t)
m(t)=K~{e(t)+fjoe(t)~dt+Td " }

donde e(t) es la entrada al controlador (sefial de error) y m(t) es la salida del controlador (sefial de
control).

La funcién de transferencia del PID analégico es:

MO gLy,
G(s) = E®s) =K (1+Ti's+Td s)

La funcién de transferencia del PID digital es:

M[2 1
= [L]:KPJr K +KD-(1—z‘1) donde  Kp =K-—-K;

GD-[Z] E[Z] ‘ 1,1

Se desea comparar el diagrama polar del controlador PID analégico con el controlador PID digital.
Para ello realizar los siguientes diagramas polares para los casos:

4. Andlisis frecuer.
_

1. Ac
2. Acc
3. Acc.
4. Acc
5. Acc.

i Son todas las ?
equivalente all

Nota:

e Dibujar TOD¢
® Para los diag:
presenta aliasi:

Solucidn:

Para dibujar los

Gpl

La méxima frecue

1. Accién P analé
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1. Accién P analégica y accion P digital.

2. Accidn [ analdgica y accidn I digital.

3. Acci6én Pl analégica y accién PI digital. !
4. Accién D analégica y accién D digital.

5. Accidn PID analégica y accién PID digital.

;Son todas las acciones analégicas y digitales equivalentes?. ;Es por tanto el PID analégico totalmente
equivalente al PID digital?. Razonar las respuestas. '

Nota:

¢ Dibujar TODOS los diagramas polares en funcién de la frecuencia real .

e Para los diagramas polares de los controles digitales dibujar hasta la mdxima frecuencia que no
presenta aliasing, sabiendo que el periodo de muestreo es T.

Solucién:

Para dibujar los diagramas polares calculamos:

A
. 1 .
G(jm) = K-(l—(Ti 5 ~Ty4 ~(1)]'J]

. ) K . osin(w-T) ..
Gplei®)=k +_1(1_ O K (1- cos(w-T) — jsin(o- T
D( ) Pt j eoso-T) p (I =cos(w-T) — j-sin( ))

La maxima frecuencia a la que no sc produce aliasing, segln el teorema del muestreo, €s: W,y =

=la

1. Accidn P analégico: 2. Accidn I analdgico:

AIm
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0=0=Gp(jo) =—
® == Gp(jo)=0
3. Accién PI analégico: 4. Accidn D analdgico:
3. Acci6n PI di
AIm Alm ,
K Re Rﬁ
Coincide con la suma de las dos grdficas anteriores. Gp(jo) = K-T - jo .
| Gone )1
Gpl(j(l))—:K'(l—( ]J) (1)=0=>GD(_](1))=0 PI
5o ® = 00 = Gp(jw) = oo
5. Accidn PID analégico:
: G (eJG
' Alm oA
K Re
Serd la suma de las grdficas que contienen las acciones PI+D.
1. Accién P digital: 2. Accidn I digital:
Problema 2
AIm AIm .
El convertidor ¢
K presenta en la :
Kp Re > Re convertidor digit’
> — ]
Sefial
Discreta -
GDP (C‘iwt)zKP GD (ejwt):_K_I I—JM ‘ :
! 2 1-cos(w-T) ‘ ;
Kp =K- ! K |
P 2 I
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m=0:>GDI(jm)=oo

T . KI
0o=—=G W)=—
T p, (j®) 3

3. Acci6n PI digital: 4. Accién D digital:
APIm Im
-K & Rﬁ
[ K,
jot) _ .
- K, sin(w-T) GDD(e ) = Kp(1-cos(® - T) — j-sin(®- T))
GDPI(e] )= Kp+—1-j———
2 1-cos(w-T)
| w=0=Gp (jo)=0
Kp= K—E- K .
oot K; sin(w-T) 0= T = Gp, (jw)=2-Kp
o)y RS
2 1-cos(w-T)

5. Accién PID digital:

jIm

Coincide con la suma de las grdficas PI+D

Problema 2

El convertidor digital-analdgico "D/A Linear-Interpolator hold circuit”, cuyo esquema circuital se
presenta en la figura 1, ofrece mayor atenuacién dea los armonicos de alta frecuencia que el

convertidor digital-analégico mas usual, Mantenedor de Orden Cero (ZOH).

Serial “Ts
Discreta Gy (5) = l-¢ C
T s l l
+ R Sefial
> ZOH —/"\V\V\\~ = Analégica
%

. R-C=T
Figura 1
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La funcién de transferencia ideal del convertidor digital-analégico "D/A Linear-Interpolator hold

circuit" es:

— 52
S i}
T:s

En algunas aplicaciones pricticas el convertidor digital-analégico "D/A Linear-Interpolator hold
circuit” se aproxima por un circuito mds simple utilizando la técnica de "Oversampling”. En la figura
2 se puede observar un esquema circuital de este tipo de convertidor digital-analdgico.

4R
ZOH—/VWW\—
4R R
Sefal e " —1ZOH F—WWW\— R
Discreta
T/2 4R - R i
g (72 ZOH—/NVWA— > Sefal

+ Analdgica

(@S Z0H A 4,\ R,\ A —? _l:__ + .

— l-e
- Gon(s)= s

Figura 2
1.- Demostrar que la funcién de transferencia entrada-salida de un convertidor digital-analégico "D/A
Linear-Interpolator hold circuit” utilizando la citada técnica de "Oversampling"” es:

Z+3
G =
O(Z)

+Z

2.~ Se desea demostrar que la técnica de "Oversampling" utilizada ofrece una buena aproximacién del
conversor digital-analégico "D/A Linear-Interpolator hold circuit”, para ello obtener la respuesta
muestreada de los sisternas de la figura 3:

D/A Linear-Interpolator
hold circuit sin Oversampling

r()=A- sen(t) X a(s) c(t) N
—i] S —
T
D/A Linear-Interpolator
hold circuit con Oversampling
r(t)=A- sen(wt) X Gols) co(t)
> o(s
T
Figura 3
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Obtener la respuesta para los casos:

2.7
o (N=
16-T

Calcular para cada uno de los sistemas:

¢ El nimero de muestras por ciclo de la sefial senoidal.

 El desfase entre las senoides de entrada y salida en los dos casos anteriores.

e ;Para cual de las dos frecuencias utilizadas se obtiene mejor aproximacion? Razonar la
respuesta.

3.- Para mejorar el rango de validez de la aproximacién considérese un filtrado posterior como se
muestra en 1d figura 4:

Giz)

Filtro

r(t)=A- sen(wt) )ﬂ _’ Go(s) F(s) =
T 1+71-s

D/A Linear-Interpolator hold circuit
con Oversampling

Figura 4
3.1.- Calcular Gf(z).

3.2.- Sabiendo que la transformada bilineal de Gf(z) es:

T . T
1 (1- > w) (3.68842+4 5 w)

Gf(w) =

4ﬂ+§w) O+§w)

Calcular de nuevo el desfase obtenido en la sefial de salida para las mismas frecuencias de los
casos anteriores. Comparar los resultados obtenidos, ;qué conclusién puede obtenerse del
ejercicio? Razonar la respuesta.

Solucion

1.- Observando el esquema circuital de la figura 2 puede obtenerse ficilmente la siguiente relacién
entrada-salida:
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Cts) 1 (-e 1% I L 2L
=— |1+e 4 +e 2 +e ¢
R(s) 4 s
Aplicando transformada Z:
T T 3T
C 1 1+ e_ZS + e_gS + e_TS
Go(z) L@ —(-zYH-z
R(z) 4 ]
El célculo de la transformada Z modificada se reduce a:
T
& 17 1
7S =Zm - |=—— con m=1-A=3/4
S S z—1
Allélogamente ocurre en el resto de los casos.
En conclusién, se obtiene como resultado:
C(z) 1 g0z 3 ] z+3
Go(z)=—==—-(1-2 | — Go(z) =
D=2 12 )t D=7

2.- Respuesta muestreada del D/A Linear-Interpolator hold circuit sin Oversampling:

-

Conocemos: G(s) = 5

T-s

Aplicando transformada Z:

G(Z)=(_1££.Z[L}=(I"Z—l)2_ Tz _1

T
Aplicando transformada bilineal:

T
1-—-w 1- j—-oow
G(w)=—2— G(jow) =
1+—-w l+j5'(0w

4. Andlisis frecuen
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o Nimero de muestras por ciclo:

8 muestras por ciclo
16 muestras por ciclo

El nimero de muestras es mayor o igual a 8, lo cual nos permite calcular el médulo y la fase de la
respuesta frecuencial discreta del sistema mediante la transformada bilineal tomando @,=®.

Respuesta del sistema: ~ ¢(kT) = A |G(jow)| - sin(wkT +(G(jww))

donde: <G(j0)w) = —2~arctg(mw-—§—)

¢ Desfase entre la senoide dc cntrada y la senoide de salida:

= (G(jow) = —2-arctg(== ):—2-arctg(§):-42.88°

3.

2.7 2.t T T
e ="~ = (G(jow)=-2-arctg(——-—) = —2-arctg(—) = —22.22°
6T (G(jow) rcg(l&T 2) ar g(|6)

Respuesta muestreada del D/A Linear-Interpolator hold circuit con Oversampling:

. z+3
Andlogamente al caso anterior: Go(z) =

Aplicando transformada bilineal:

Go(w) =

¢ Niimero de muestras por ciclo:

2. .
(= T = 8 muestras por ciclo
2-m

c 0= 16 muestras por ciclo

Respuesta del sistema: c(kT)=A -[Go( ju)w)l -sin(okT + (Go( jow))
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donde: <Go(j(0w) = —arctg(®w -%) ~—arctg(w -})

¢ Desfase entre la senoide de entrada y la senoide de salida:

2.7 ’ b bis
e="" = (Gol(joow)= —arctg(=)—arctg(—-) = —3254°
T (Got o) = —aretg() —arcig()
c0==" = (Gofjow) = —arclg(-e) - arctg () = ~16.71°
= Q w) = — ) —)=—10.
16-T ] 8 16 g 32
Conclusion:

Conforme aumenta el ndimero de muestras por ciclo, la aproximacién mejora. De hecho, la
aproximacion es vélida a partir del ndmero de muestras necesarias para reproducir con fidelidad la
sefial de entrada al conversor digital-analégico.

3.1.- Célculo de G;(2):

Anélogamente al apartado 1, la expresion de la transformada Z de la relacion entrada-salida es:

T, T, 3T
1 -1 l+e 4 +e 2 +e 4
Gi(z)=—-(-z"1-Z
0(2) 4( z7) s-(l+17-s)
T
z-|1l-e ©
1 —
s-(1+71-5) T
(z—l)- z—e T
T T T
Cme e 2
T T l-e Tl-z+e T—-e T
R —m—
e 4 3 1 _ e T
s-(l+t-s) | s-(l+7-s) | z-1 I T
z—e T (z—l)‘ z—p T

donde m=1-A=3/4

Realizando cdlculos andlogos para los restantes casos y considerando 1=T/§ se obtiene:

4. Andlisis frecuenci

G¢(2)

3.2.- Desfase obt
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.
e (D =-
¢
.UJ:—‘
1
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1 384355.z-0.155123
Ge(z)=—-

4 7.(z-33546-107%)

3.2.- Desfase obtenido en esta situacion:

Conociendo la transformada bilineal de G(z) puede obtenerse el desfase mediante la expresidn:

T T 4
G (jow) = —3-arctg(ww - —) + arctg(@w - — - ————

(G (joow) Blow- )+ arctg(om- )
co=2" 4 (G ¢ (joow) = 3-arctg(=) + arctg(——————) = ~4125°
= — w) = —3. —_ _— )= -4].

8-T A 5% 8 368842

2. . i b o
o= = (G¢(jow) ==3-arctg(—) + arctg(~————) = -213

16-T (G tjow P YT TITY

En conclusion, el filtro aflade el desfase necesario para mejorar la aproximacién.
Problema 3

Las funciones de transferencia de muchos procesos contienen uno o mds pares de polos complejo-
conjugados muy cercanos al eje imaginario del plano S. Estos sistemas presentan una relacién de
amortiguamiento muy pequeila y, por esta razon, se denominan sistemas con resonancia estructural.
Esta caracteristica provoca la utilizacién de nuevas estructuras controladoras.

Dado el sistema de control de la figura 1, se pretende estudiar el efecto de la resonancia estructural
sobre la dindmica resultante. Para ello, resuelva:

CONTROL PLANTA

Ge(s) Gp(s) — Gp(s) = s+75
(s+1)-(s® +012-5+9)

Figura ]
a) Suponiendo un control proporcional obtener el lugar geométrico de las raices calculando:

1- El lugar geométrico de las raices sobre ¢je real.
2- Angulos de las asintotas y el punto de interseccién de las mismas con el eje real.

3- Puntos de corte del lugar geométrico de las raices con el eje imaginario.
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4- Angulos de arranque.

Observando el trazado del lugar geométrico de las raices razonar el efecto de la resonancia estructural
sobre la dindmica del sistema en lazo cerrado.

Para evitar el efecto anterior se afiade en cascada a la planta la red electrénica que se muestra en la
figura 2 para formar el sistema de control de la figura 3.

vWW _I_ VWA

Ei T Eo

Figura 2

CONTROL RED ELECTRONICA  PLANTA

Geis) GeAs) Gp(s)

Figura 3

La funcién de transferencia de la red electrénica es:

) 2 (Mnp = Wnz
Gcz(s)=E(.)(S)= s2+2-9-‘,zmnz-s+(nnz2 donde: 14252
Ei(s) s“+2-Ep-omp-s+wnp p=—2“§z—

b) Disenar la red electrénica anterior de manera que cancele la resonancia estructural de la planta.

Suponiendo un control proporcional, obtener el lugar geométrico de las raices calculando los pasos 1y
2 del apartado a).

Razonar las ventajas que proporciona la utilizacidn de este tipo de estructura controladora.

¢) Disefiar un control proporcional integral derivativo para eliminar el error estacionario de posicién y
lograr unas especificaciones de respuesta transitoria de tiempo de establecimiento de 4 segundos y
méximo sobreimpulso del 20 %.

(s+a)-(s+b) e
Gel(s) = k-————— Considérese b=0.06.

N
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-20¢
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Gp(s) = -
(:

Los angulos de las :
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Para finalizar el andlisis, estudiar el efecto sobre la respuesta frecuencial de la red electrénica
disefiada, para ello:

d) Trazar el diagrama de Bode asintStico en médulo y fase de la red electrOnica disefiada.
Enla figura 4 se muestra el diagrama de Bode en médulo y fase de la planta.
e) Determinar la frecuencia de transicidn, el margen de fase y el margen de ganancia del sistema sin

red electrénica ni control proporcional integral derivativo. [Cudl es el efecto cualitativo de la adicién -
de la red electrénica sobre el margen de fase y el margen de ganancia? Razonar la respuesta.

Figura 4
Solucidén:
a) Lugar geométrico de las raices:
La funcién de transferencia en lazo abierto es:
sc=-75
s+75 3 “‘
Gp(s) = que posee raices en: {sp=—1

C(s+1)-(s2 +012-5+9)
sp1,2 =—-006% j3

Los dngulos de las asintotas son de +90° y el punto de interseccién de las mismas con el eje real es:
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Ga = w =13694

2

Debe observarse que este punto se encuentra en semiplano derecho en el plano transformado de

Laplace.

La interseccion del lugar geométrico de las raices con el eje imaginario ocurre para el valor de
g g
ganancia que proporciona estabilidad limite; de este modo, aplicando el algoritmo de Routh sobre la

ecuacion caracteristica:

(s+1)-(s>+012:5+9) +k-(s+75) =0=>s> + 112-5% +(9.12+k)-s+75-k +9 =0

;3 1 9.2 +k \

2 L12 75-k+9

~7388-k+12144
L12

50 75-k+9

=k =0.0164375 = 51,2 = £j3.022

Los dngulos de arranque son todos conocidos exceptuando los correspondientes a las raices complejo-

conjugadas, para este caso:

90° -0 =+180° =6=19.7°

arct - - arct -
75-0.06 1-0.06

En la siguiente figura se muestra el lugar geométrico resultante.

Eie Imaginario Lugar Geométrico de las Raices de la Planla
10 ; T + T : T - e S
' i
-
8l C B

6+

2 _I
’_ X
4} —I
6 1
-8 1
-10 L U 1 —1 - i It 4 — 1
-80 -70 -60 -50 -4Q -30 20 -10 0 10 20

Eje Real

4. Andlisis frecue
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A partir del lugar geométrico puede afirmarse que, debido a la proximidad de las raices complejo-
conjugadas al eje imaginario, el sistema en lazo cerrado entra en la inestabilidad para valores de k muy
pequefios; el disefio de estructuras de control partiendo de este tipo de plantas conlleva la cancelacidn
de estas raices complejo-conjugadas previas al disefio de la estructura controladora.

b) Para cancelar la resonancia estructural, deben igualarse los ceros de la red electrénica con los polos
complejo-conjugados de la planta; a su vez, los polos de la red electrénica aparecerdn como resultado
de la aplicacién de las expresiones que ofrece la propia red.

Wnp = Wnz =3

‘ 2
— +0.12-s+
GcZ(S)zi(')((sS)) - 2+; &0(0 : +9(o 2 donde: £ 1+2-E_,z2 1+2-0.022 2502
1 S . p np.s l'lp p: = = X
2-& 2.0.02
s2 +012-5+9 §2 +0.12-5+9
Ge2(s) = =

2 +15012-549  (s+006)- (s +150.06)
de este modo la funcién de transferencia en lazo abierto final resulta:

s+75
(s+0.06)-(s+1)(s+150.06)

GT(s) = Gp(s) - Ge2(s) =

Para trazar el nuevo lugar geométrico de las raices es necesario determinar el lugar geométrico sobre
el eje real y las asintotas:

EjeImag.  Lugar Geométrico de las Raices del Sistemna con

150 ( — T — T
100 F : , J

sol N

50 F p
100 | -
150 L L

-200 -150 -100 50

Eje Real

Los dngulos de las asintotas son de +90° y el punto de interseccién de las mismas con el eje real es:
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_ -1-0.06-150.06+75
- 2

=-3806

Oa

Debe observarse que este punto se encuentra en semiplano izquierdo en el plano transformado de
Laplace. Dado que el sistema debe tener un punto de ruptura ubicado entre las raices s=-0.06 y s=-1,
seglin las caracteristicas obtenidas de la asintotas, puede afirmarse que el sistema en lazo cerrado es
siempre estable (rigurosamente, es necesario determinar la no existencia de puntos de interseccién del
lugar geométrico de las raices con el eje imaginario, pero dado que el punto de interseccién de las
raices con el eje real se encuentra muy alejado del punto de ruptura, puede suponerse que esta
condicién se verifica).

¢) Disefio del control proporcional integral derivativo.

(s+a)-(s+b)
s

Gel(s) = k- b=0.06.

Segiin las especificaciones de disefio:

ts=i=4seg=>cs=l Mp=e_n0/wd=0.2=>u)d=l.952
o

La funcién de transferencia en lazo abierto resulta:

k-(s+a)-(s+75)

GT(s) = Gp(s) - Ge2(s) - Gel(s) = s-(s+1)-(s+150.06)

Efectuando el disefio en el plano transformado de Laplace mediante la imposicién de las condiciones
de dngulo y médulo sobre los puntos deseados se obtiene:

1952 1952 1952 . o 1952 .
t +arctg —— |—arctg| ——— |- 90~ —180" +arctgl| —— |=£180". ,_
e g[a—1:| Cg[75 1] g{150,06—1] Cg[ 1 J ; a=4.938

Ky (4938-1)% +19527 /(75— 12 +1952%
1952-41+19522 /(15006 - 1)? + 19522

1=k =19615

(s+0.06)- (s +4.938)
S

Control PID disefiado: Gel(s) =1.9615-

4. Andlisis frecuen
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Mdédulo (db)
0

Diagrama de Bode del Corrector

-40

100

Fase (grados)

~100

el U [

10°

Frecuencia (rad/seg.)

d) La figura anterior muestra el diagrama de Bode en médulo y fase de la red electrénica disefiada
para cancelar la resonancia estructural de la planta (debe observarse que se han trazado diagramas

asintoticos y reales).

e) Observando el diagrama de Bode en mddulo y fase de la planta, pueden determinarse graficamente
los valores del margen de fase y el margen de ganancia del sistema sin la red electrénica ni el control

disefiado, obteniendo:

» Frecuencia de transicién: it =5 rad / seg

« Margen de fase: MF = 180° —250° = =70

o

¢ Margen de ganancia: MG = -35 dB determinados en i = 3 rad / seg

Debe observarse el efecto desestabilizador de la resonancia estructural que provoca una disminucién

de méds de 120° en fase y un aumento de 30 dB en el mddulo de la respuesta frecuencial en lazo
abierto. La red electrénica afiadida al sistema compensa este efecto desestabilizador afiadiendo fase y
reduciendo médulo en la frecuencia de resonancia; de este modo, aumenta el margen de fase y el

margen de ganancia total.
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Problema 4

Los sistemas de fase minima son aquellos que poseen algiin polo o cero de su funcién de transferencia
en el semiplano derecho del plano S. Suponer el siguiente sistema en lazo cerrado:

R(s) + C(s)
| G(s) -

(s+a)

donde: G(s) = S_(S_—EB

Se pretende estudiar la estabilidad del sistema en lazo cerrado segln la ubicacién de sus
singularidades. Analizar los siguientes casos:

l.a=-1;b=1
2.a=1;b=1
3.a=1;b=-1

Para ello, realizar los siguientes apartados en cada uno de los casos:

a) Obtener la respuesta frecuencial del sistema y descomponerla en la forma:
G(jw) = Re[G(jw)]+ jIm{G(jw)]

b) Calcular la siguiente tabla:

Re[G(j)] Im(G(j)]

0.1

10

¢) Dibujar el diagrama polar utilizando los valores calculados anteriormente.
d) Dibujar el diagrama de Nyquist (-eo<<eo).

e) Calcular el margen de fase y el margen de ganancia.

) Determinar la estabilidad del sistema en lazo cerrado aplicando el criterio de Nyquist.

4. Andlisis frecuen
-

g) Comparando
criterio de Nyqu

h) ;Como var:
aumenta? ;C

Nota: Utilizs

Solucion :
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G(jw) =

b) Tabla:

¢) Diagrama polar
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¢) Comparando los resultados de margen de fase y margen de ganancia con el resultado de aplicar el
criterio de Nyquist, ; qué conclusidn obtiene de esta comparacién? Razonar la respuesta.

h) ;Como varia la estabilidad en lazo cerrado si la ganancia en continua del sistema en lazo abierto
aumenta? ;Qué conclusién obtiene de este apartado? Razonar la respuesta.

Nota: Utilizar el lugar geométrico de las raices (de forma aproximada) si lo considera necesario.
Solucién :

(s—1)

*Caso 1: G(s) = 5t D)

a) Respuesta frecuencial:

2
Re[G(jo)] =7~
Gljwy = —I2=D__ 01 f1-0?) G(jo) = Re|G(joo)] + I G (jo)] (1+m2)
—— T ; -
jo-(jo+1) (,l)(l+(l) ) Im[G(ju))}: ( (Dz)
w<1+(o )
b) Tabla:
Re[G(j)] Im[G(jo)]
0 2 -
0.1 1.98 0.9
1 1 0
10 0.0198 -0.098
o 0 0
¢) Diagrama polar:
10 i

_4_..._._._.._4___.._._..__._‘"._
. L]

, l . 1
,10L s s . Lo
-05 0 05 1 1.5 2

Diagrama polar Caso I (linea continua) y simétrico (linea discontinua)




278 Teoria de control. Disefio electrénico

d) Diagrama de Nyquist:

Para trazar el diagrama de Nyquist dnicamente debemos trazar el simétrico del diagrama polar
respecto al eje real, asi como trazar el recorrido de radio infinito correspondiente a la transformacién
del recorrido de Nyquist alrededor del polo en origen del plano S. Este recorrido de radio infinito se
recorre en sentido horario porque el polo en origen es rodeado en sentido antihorario por el recorrido
de Nyquist.

—_

ImG

ReG

£

Diagrama de Nyquist Caso 1.
e) Obtencidn del margen de fase y el margen de ganancia:

Para calcular el margen de fase Unicamente debemos encontrar la interseccion entre el diagrama polar
y el circulo de radio unidad. Esta interseccién ocurre para mi=1rad/seg en el punto 1, resultando de
este modo un valor de MF=%180°.

E!l margen de ganancia se obtiene buscando la frecuencia para la cual la respuesta frecuencia en lazo
abierto presenta 180° no produciéndose esta situacién para ningdn valor de frecuencia (exceptuando

para w=e<), obteniendo MG=0.
f) Aplicacion del criterio de Nyquist:

En el diagrama de Nyquist se observa un rodeo en sentido horario al punto -1+j0, lo que implica N=1.
El sistema en lazo abierto no posee ningin polo en semiplano derecho, P=0 (porque el polo en origen
no se encuentra en el interior del recorrido de Nyquist). De este modo: Z=N+P=1. El sistema en lazo
cerrado posee un polo en semiplano derecho, siendo, de este modo, inestable.

g) Comparando los resultados anteriores comprobamos que en sistemas de fase no minima no es
posible aplicar los conceptos de margen de fase y margen de ganancia para cuantificar la estabilidad
relativa porque son contradictorios con el resultado del criterio de Nyquist. Fijémonos que,
aparentemente, el sistema en lazo cerrado es estable observando los valores de margen de fase y
margen de ganancia, cuando realmente es inestable, como sabemos a partir del criterio de estabilidad

absoluta.

4. Andlisis frecue
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h) Variacién de la estabilidad en funcién de la ganancia en continua:

Si la ganancia en continua aumenta el sistema permanece siendo inestable debido a que, observando el
LGR, aparece una rama en semiplanc derecho que es originaria de la inestabilidad del sistema en lazo

cerrado.

*Caso2: G(s)=
~

(s+1)
s-(s+1)

!
s

a) Respuesta frecuencial:

G(j0) = = —j—;
joy=—o=-is

b) Tabla:

¢) Diagrama polar:

G(jo) = R|G(jw)] + jImG(jo)];

Re[G(jw)] =0
N
| I Gjo) ==

'
-

® Re[G(jw)] Im{G(jw)]
0 0 -co
0.1 0 -10
1 0 -1
10 0 -0.1
oo 0 -0
10 i
s}
6F : 1
at ]
2t .
Ob e
2} |
-4}
6 ]
.8,.
-00.5 0 Q.5

Diagrama polar Caso 2 (linea continua) y simétrico (linea discontinua)
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d) Diagrama de Nyquist:

Para trazar el diagrama de Nyquist tinicamente debemos trazar el simétrico del diagrama polar
respecto al eje real, asf como trazar el recorrido de radio infinito correspondiente a la transformacion
del recorrido de Nyquist alrededor del polo en origen del plano S.

ImG

-1

1N
N

Diagrama de Nyquist Caso 2.

e) Obtencion del margen de fase y el margen de ganancia:

La interseccién entre el diagrama polar y el circulo de radio unidad ocurre para wi=1rad/seg en el
punto -j, resultando de este modo un valor de MF=90°. Andlogamente al caso anterior se obtiene

MG=ee.
f) Aplicacién del criterio de Nyquist:

En el diagrama de Nyquist se observa que no se produce ningtin rodeo al punto -1+j0, lo que implica
N=0. El sistema en lazo abierto no posee ninglin polo en semiplano derecho, P=0. De este modo:
Z=N+P=0. El sistema en lazo cerrado es estable.

g) Comparando los resultados anteriores comprobamos que en sistemas de fase minima s{ es posible
aplicar los conceptos de margen de fase y margen de ganancia para cuantificar la estabilidad relativa
porque coinciden con el resultado del criterio de Nyquist.

h) Variacién de la estabilidad en funcién de la ganancia en continua:

Si la ganancia en continua aumenta, el sistema permanece estable proporcionando una constante de

tiempo més pequefla.

4. Andlisis frecu
—_— "
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a) Respuesta f

b) Tabla:

¢) Diagrama pol:;
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(s+1)
s-(s—1)

*Caso 3: G(s) =

a) Respuesta frecuencial:

; 2w+ j{1- >
. o+1 J( : , . ,
Gjo) = —U2*D__ 1 Giw) = R[G(jo)]+ I G(j)]
N jo-(jo—1 m(l+m )
f . -2
| Re[G(jw)]= . .
(1+m )
(1-o’)
Im{G(jo)] = —~—x
w(1+m )
b) Tabla:
® Re[G(jo)] Tm(G (jw)]
0 2 oo
0.1 -1.98 0.9
1 -1 0
10 -0.0198 -0.098
oo -0 0
¢) Diagrama polar:
10

Diagrama polar Caso 3 (linea continua) y simétrico (linea discontinua)
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d) Diagrama de Nyquist:

Trazando el simétrico del diagrama polar respecto al eje real, asi como el recorrido de radio infinito
correspondiente a la transformacién del contorno del recorrido de Nyquist alrededor del polo en
origen del plano S, se obtiene el diagrama de Nyquist.

AN

ImG

ReG

~
/

Diagrama de Nyquist Caso 3.

e) Obtencién del margen de fase y el margen de ganancia:

Para calcular el margen de fase tinicamente debemos encontrar la interseccion entre el diagrama polar
y el circulo de radio unidad. Esta interseccidon ocurre para ox=Irad/seg en el punto -1, resultando de
este modo un valor de MF=0".

El margen de ganancia se obtiene buscando la frecuencia para la cual la respuesta frecuencia en lazo
abierto presenta 180°, produciéndose esta situacién para wo=1rad/seg obteniendo MG=0.

) Aplicacién del criterio de Nyquist:

El diagrama de Nyquist cruza por el punto -1+j0; de este modo el sistema el lazo cerrado presenta
polos en el eje imaginario del plano S, por lo que es, de este modo, oscilatorio.

g) Comparando los resultados anteriores, comprobamos un resultado conocido: los sistemas
oscilatorios en lazo cerrado presentan un margen de fase de cero grados y un margen de ganancia de
cero dB’s.

h) Variacién de la estabilidad en funcién de la ganancia en continua:

Si la ganancia en continua aumenta, ¢l sistema pasa de la inestabilidad (para k<1) a la estabilidad (para
k>1), comportamiento totalmente opuesto al de un sistema de fase minima.

4. Andlisis frecuencial ¢
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Problema 5

El “Simple-Hold D/A Converter” es el convertidor digital-analégico mds sencillo (también el mas
comiin en la prictica) y se caracteriza como un mantenedor de orden cero cuya funcién de
transferencia es:

1- -Ts
Goh(s) =

Sin embargo, en determinadas aplicaciones se utiliza el convertidor digital-analégico "D/A Linear-
Interpolator hold circuit”, cuyo esquema circuital se presenta en la figura 1.

Serial
Discreta 1-e™
= C
T Goh(s) " -
+ R i Senal
—» ZOH —/\\ N\ — Analégica

_l_— R-C=T

Figura 1

a) Demostrar que la funcién de transferencia del convertidor digital-analégico "D/A Linear-
Interpolator hold circuit” es:

-~ 52
G(s):—————(l_e :)
T-s

Se pretende comparar los efectos en el dominio frecuencial de estos dos tipo de convertidores digital-
analégico (D/A). Para este estudio se propone el sistema:

—™ D/A [T/ Hps) ){ —>

H(z)
Figura 2

2
Hp(s) = We ; cumpliéndose: T < —
s o

b) Calcular la expresién de la atenuacién que sufre una sefial ruidosa senoidal de frecuencia w=10/T
(rad/seg) en la entrada del convertidor, en funcién de we y T, para los dos tipos de convertidores D/A.
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Nota: Suponer que la frecuencia de la sefial de ruido en el plano transformado W es aproximadamente
igual a la frecuencia real.

Considérese el sistema en lazo cerrado siguiente:

Seifial discreta+ Seiial discreta
{ H(z) -

c¢) Obtener la relacién que debe existir entre ax y T para tener un margen de ganancia igual a 14 dB en
los dos tipos de convertidores D/A. Calcular el margen de fase que se obtiene en estas situaciones.

d) Indicar las ventajas y desventajas de los dos tipos de convertidores estudiados. Razonar la
respuesta.

Solucion:

a) Para demostrar la funcién de transferencia del "D/A Lineal-Interpolator hold circuit” , Gnicamente

debemos resolver la funcién de transferencia circuital propuesto :

Vo) _ 1 1

Vi(s) RCs Ts

Ts

Conociendo que un retardo de una muestra equivale a una funcién transformada e”*°, tenemos, en

conclusién, la funcién de transferencia final:
2
(1-e")

G(s) =
T32

b) Debemos calcular la expresién de la atenuacion que sufre una sefial ruidosa senoidal de frecuencia
o = 10/T (rad/seg) en la entrada del convertidor, en funcién de @, y T. Para ello recordemos que
la atenuacién de una sefial senoidal en un sistema lineal e invariante en el tiempo coincide con la
inversa del médulo de la respuesta frecuencial del sistema (en unidades lineales) a la frecuencia de la
sefial senoidal.

De este modo, previamente, se deberan calcular la transformada Z y la transformada bilineal, pues se
trata de un sistema discreto.

*Para "D/A Linear-Interpolator hold circuit":

2
1-e T8 2
H(s) = G(s)- Hp(s) = ﬁ_(____z_); H(z) = 2(1 —z! )2 Z{%} — 90_(1__ 21 )2 Lﬁi)
8 Ts T s T 2(z-1)

4. Andlisis frecuenci
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_ e T? (z+1) _ e (z+])

H(z) = ——
T 2 z(z-1) 2 z(z—-1
Transformada bilineal:
1+—w
+1
1_Iw 2[1—Ew} (1—%w]
Hw)=2T - 2 —“; =i Hw =ee—
1+—w 1+—w Tw[l+—w} w-(1+—w)
2 _1 2
I—Iw I-—w
2

Nos indican que la frecuencia de la sefial de ruido transformada al plano W es aproximadamente igual
a la frecuencia real; ello conlleva que, para poder conocer la atenuacion sufrida por esta sefial,
tnicamente debemos trazar el diagrama de Bode en el plano transformado y mirar el valor de la
ganancia en la frecuencia: ww = 10/T.
T
- j—ow
2

j (1+'Tm)
w - — Ww
] J2

El diagrama de Bode es en este caso muy sencillo, pues las contribuciones de cero y polo reales de
frecuencia de corte 2/T se cancelan entre si en mddulo; el resultado es dnicamente una recta de
pendiente -20dB/dec que pasa por el punto 20log we para la frecuencia ww = 1. En conclusién, la
atenuacién resultante es:

H(jow) = tx-

IH(jmw)ldB =20-log

ww=10/T

wc-T

* Para "Simple-hold D/A converter'

1— e—Ts
H(s) = Goh(s)- Hp(s) = ———-
S

= - (e

_ -1 T .
& He=1-z 1).(&.2{1}22 : 22:Twc
S S zZ (z—1) z-1

Transformada bilineal:
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1 1—Ew l—gw I—EW
H(w)=T-0x- =T - ;0 Hw)=T-mc =
I+—-w I+—w-1l+—w T-w W
- -1
I—Iw
2

Andlogamente al caso anterior :

l—jI(!)w

H(jow) = oc- ——=—
Jow

En este caso, debemos observar que el valor del médulo en la frecuencia 10/T es igual al valor del
mdbdulo en la frecuencia 2/T (asintéticamente), dado que la pendiente a partir de la frecuencia 2/T es
de 0dB/dec. De este modo la atenuacién resulta ser:

[H(ow)|  =20-log
dB

ww=10/T

wc-T

c) Obtencién de la relacién que debe existir entre @, y T para tener un margen de ganancia igual a 14
dB.

Para resolver este apartado deben observarse, de nuevo, los diagramas de Bode para cada uno de los
convertidores D/A.

* Para "D/A Linear-Interpolator hold circuit™

El margen de ganancia se obtiene en la frecuencia de paso por una fase de -180° en este caso. esto
ocurre para la frecuencia:

FASE[H(jowo] = —90°-2 arctg %wwo =-180°= w0 = %

=14dB=T - =04

MG =20 log =% =20 Iog
e T-ox

El margen de fase obtenido en este caso es:

T
MF = 180°-90°-2 arctg Ewwc =90°-2 arctg %(Dwt

Donde la frecuencia de transicion es: (wt = .

4. Andlisis frecuenc

* Para "Simple.

El margen de fas

Donde la frecuen:

d) Conclusiones

El "Simple-hold ,
ofrece menos rect
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MF = 90°-2 arctg 074 =67.38°
* Para "Simple-hald D/A converter”

FASE[H(jOon)] = -90°- arctg %mwo =—-180°= (w0 = oo

MG =20 log =14 dB= T-0x = 04

T-ax

El margen de fase obtenido en este caso es:
T T
MF = 180°-90°— arctg E(JJwt =90°- arctggmwt
Donde la frecuencia de transicién es: @wt = (k.
MF = 90°- arctg % =78.69°

d) Conclusiones :

El "Simple-hold D/A converter” ofrece mayor margen de fase (para igual margen de ganancia), pero
ofrece menos rechazo (menor inmunidad) al ruido que el "D/A Linear-Interpolator hold circuit”.
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5. Diseiio de sistemas de control en el dominio frecuencial

5.1 Introduccion

El disefio de los pardmetros de los controladores que se han desarrollado hasta el momento se ha
basado en técnicas temporales, efectuando las especificaciones del disefio a nivel temporal, mediante
el maximo sobreimpulso, el tiempo de establecimiento, etc. Estas especificaciones se han trasladado al
plano de Laplace, posibilitando el uso de las herramientas y técnicas de disefio disponibles en este
plano. No obstante, en el disefio realizado se ha tenido pleno conocimiento de las caracteristicas de la
planta o proceso que se pretende controlar, pues sin este conocimiento el disefiador no tiene ningdn
indicativo de la forma de llevar a cabo el control adecuado del sistema, lo cual se extiende a aquellos
sistemas de los que se desconoce la funcién de transferencia o en los que ésta es dificil de caracterizar.
Para estos sistemas, una alternativa de disefio consiste, en primer lugar, en obtener informacion de la
planta o proceso mediante su respuesta frecuencial, que es posible obtener de una manera
experimental. Posteriormente, se puede realizar el disefio del controlador mediante técnicas de disefio
basadas en la respuesta frecuencial del sistema que hay que controlar. En este tema se pretende
explicar las diferentes técnicas de disefio que utilizan la respuesta frecuencial como base, cuyas
caracteristicas, margenes de fase y de ganancia, ancho de banda y ganancia en continua, permitirdn
realizar el disefio de los controles mas adecuados para una planta determinada.

Aunque hasta el momento se ha utilizado el t€rmino "controlador” para definir al conjunto de acciones
que se utilizan para actuar sobre el proceso; el término mds empleado en la bibliografia existente es el
de "compensador”, de manera que es frecuente referirse al control PI como compensador PI, y al
control PID como compensador PID, etc.

En este tema se estudiard el disefio de los controladores temporales mas habituales (controladores P,
PL PD y PID), desde un punto de vista frecuencial (compensadores P, PI, PD y PID). Se insistira en la
relacién existente entre las caracteristicas frecuenciales de los sistemas y las caracteristicas de las
respuestas temporales obtenidas (tiempo de establecimiento, miximo sobreimpulso y velocidad en la
respuesta), y se expondrdn nuevos compensadores, fruto de la observacién del sistema desde un punto
de vista frecuencial, como son el compensador en adelanto y en atraso.

Una ventaja que tiene el disefio mediante la respuesta frecuencial de los sistemas, ademas de ser titil
para aquellos sistemas de dificil caracterizacién, consiste en que se puede extender a algunos sistemas
no lineales, empleando para ello la técnica definida "funcién descriptiva'.
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5.2 Compensacion serie y compensacién paralelo

La compensacién de un sistema se puede realizar mediante la compensacién serie, figura 5.1a, o
mediante\la compensacion paralelo, figura 5.1b. En la compensacion serie se sitda el compensador
D(s) en serie entre la sefial de error e(s) y la funcién de transferencia de la planta G(s), mientras que

en la compensacién paralelo se sitia el compensador D(s) en un bucle interno de realimentacion.

a)
R(s) + e(s) DGs) 6 C(S),
b)
R(s) + e(s) G ,(sj + | G,05) C(S),
D(s)

Fig. 5.1 (a) Compensacion serie; (b) Compensacion paralelo.

En general, la compensacion serie es mas sencilla que la paralelo, puesto que al llevar a cabo la
compensacién el médulo y la fase de la respuesta frecuencial del compensador serie D(s) se pueden
sumar directamente con el médulo y la fase, respectivas, de la respuesta frecuencial del sistema que
hay que compensar G(s),.lo que facilita la tarea del disefio. Esto no ocurre asi en la compensacién en

paralelo, puesto que es una compensacién mas complicada de llevar a cabo.

En la compensacién serie, la respuesta frecuencial de la funcién de transferencia en lazo abierto,

considerando el compesador, fig. 5.1a, es en médulo:

IGa (jo) a = DGO +GGo) 4,

Y, en fase:

LG (jo) = ZD(jw)+ LG(jw)

Por tanto, en el disefio del compensador serie se debe considerar que su respuesta frecuencial en
médulo y en fase se suma de forma directa a la respuesta frecuencial del sistema que se debe
compensar, lo que determinard, claramente, el efecto del compensador sobre el sistema. Se debe tener
en cuenta que todos los compensadores que se exponen en este capitulo estdn concebidos como
compensadores en serie, por lo que deben situarse segtin la forma indicada en la figura 5.1a.

5. Disefio de sisten
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5.3 Relacion respuesta frecuencial - caracteristicas temporales

Antes de abordar a fondo el disefio de los compensadores, es conveniente tratar de establecer qué
relaciones existen entre las caracteristicas temporales (méximo sobreimpulso, error en régimen
estacionario, etc..) y las caracteristicas frecuenciales de un sistema (mdargenes de fase y de ganancia,
ancho de banda, etc..). Entender esta relacién es vital, puesto que el conocimiento de las caracteristicas
frecuenciales que deben optimizarse en el disefio depende de ello.

5.3.1 Ganancia normalizada en Bode y error en régimen estacionario

A través de la ganancia normalizada del diagrama de Bode de un sistema puede establecerse el error
en régimen estacionario que éste va a cometer frente a un determinado tipo de entrada. Este hecho es
debido a que el término constante normalizado del médulo de la respuesta frecuencial en lazo abierto
corresponde con uno de los coeficientes estiticos de error, que puede ser el coeficiente estitico de
posicidn, el de velocidad o el de aceleracion.

Como ejemplo, puede tomarse un sistema cualquiera constituido por tres polos, dos ceros y un término
constante, con una funcién de transferencia de lazo abierto:

10(s + a)(s + b)

Gi(s)= (s+n)(s+ m)(s+p)

é.n

De esta funcién de transferencia puede deducirse que, puesto que carece de elementos integradores, el
sistema tendra un error en régimen estacionario no nulo frente a una entrada escaldn, de valor:

L]
ssp
1+kp
k, = lim Gy(s) _10:a:b (5.2)
s—0 n-m-p

Sin embargo, si se trata de analizar la respuesta frecuencial de éste sistema, previamente se debe
efectuar la normalizacidn de su funcién de transferencia :

(L241]12.1)
_10-a'b‘ a b (53)

e nmep (i“—’ﬂ)(j—wu) 1,
n m p

En esta normalizacién se observa como el término constante es igual al coeficiente estitico de posicién
(5.2). En consecuencia, el error en régimen estacionario de posicién puede deducirse a partir de este
término en la respuesta frecuencial del sistema.

Gy(jo) = Gy(s))

Cuando la funcién de transferencia tiene un polo s=0, el coeficiente estitico de velocidad es el que
tiene correspondencia con la ganancia normalizada, ec. (5.4) y (5.6). Si la funcién de transferencia
tiene un par de polos en s=0, ec. (5.5), entonces es el coeficiente estitico de aceleracién quien
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corresponde con la ganancia normalizada, ec. (5.7). Considerando las funciones de transferencia
definidas por las ecuaciones (5.1), (5.4) y (5.5), se puede realizar la tabla 5.1, donde se muestran la
expresion de sus correspondientes coeficientes estaticos en funcidn del niimero de polos en s=0.

~N

10(s + a)(s + b)

Gh(s) = (5.4
2(6) s(s+n)(s+m)(s+p) )
Ga(s) = . 10(s +a)(s + b) 5.5)
s“(s+n)(s+m)(s+p)
El valor del coeficiente estitico para las funciones (5.4) y (5.5):
K, = lims-Gy(s) = 230 (5.6)
s—0 n-m-p
k, = lims2-Gy(s) = 220 (5.7
s—0 n-m-p
. Funcién Gi(s) Ga(s) G3(s)
X 10-a-b - -
P n-m-p
K, 0 10-a-b -
n-m-p
K, 0 0 10-a-b
' n-m-p
Ganancia 10-a-b 10-a-b 10-a-b
normalizada n-m-p n-m-p n-m-p

Tabla 5.1 Expresién de los coeficientes estdticos de posicion, velocidad y aceleracidn y ganancia normalizada
de Bode de la funciones Gi(s), G(s) y Gi(s).

A nivel gréfico, se debe deducir la ganancia normalizada y el nimero de polos en s=0 que existen en el
mdédulo de la respuesta frecuencial. Cuando existe un polo en s=0 en la respuesta frecuencial de un
sistema, éste se distingue por los tramos con pendiente -20db/década o -6db/octava en la zona de bajas
frecuencias del diagrama de Bode en médulo de un sistema. En el caso de un par de polos en s=0, se
distingue de la misma forma, pero por los tramos de -40db/década. Y, en general, para un mimero n de
polos en s=0, se distinguen por los tramos con —n - 20 db/déc.

Las figuras 5.2 y 5.3 muestran el médulo de los'respectivos diagramas de Bode de las funciones Gy(s)

y Go(s), para a=5, b=16, n=2, m=4 y p=10.

Segtn la figura 5.2, el nivel en decibelios (db) a bajas frecuencias tiende a ser constante y de valor
20db, por tanto ya se observa en esta figura que el sistema, del cual se supone que sélo se conoce la
respuesta frecuencial mostrada, no tiene polos en s=0 y, en consecuencia, el nivel de 20db a la
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frecuencia de w=0.1 rad/seg corresponde al coeficiente estitico de posicién, por lo que el error en
régimen estacionario en lazo cerrado que tiene este sistema frente a una entrada escalén :

kp = Ganancia normalizada =10

1 1

[ =—= =
P14k, 1410

0.09

Para el caso de la figura 5.3, se distingue una pendiente a frecuencias bajas de -20db/déc, por lo que
este sistema tiene un polo en s=0. Como la contribucién de este polo en w=1 rad/seg es 0 db y la
contribucién en 0=0.1 rad/seg es de 20 db (pendiente -20 db/déc), el término de ganancia normalizada
corresponde con la diferencia 40db - 20 db= 20db. Como el sistema tiene un polo en s=0, la ganancia
normalizada corresponde con el coeficiente estitico de velocidad, por lo que el error en régimen
estacionario de velocidad sera:

5.3.2 Margen de fase y maximo sobreimpulso

El margen de fase de la respuesta frecuencial de un sistema proporciona una cierta idea del
sobreimpulso que éste cometerd cuando sea realimentado, frente una entrada escalén. La relacién
existente entre el margen de fase y el maximo sobreimpulso es inversa, es decir, cuando el margen de
fase aumenta, el miximo sobreimpulso disminuye, y viceversa, cuando el margen de fase disminuye, el
méximo sobreimpulso aumenta. Puede decirse que un incremento del margen de fase se traduce en una
mejora del sobreimpulso y, al contrario, que un decremento del margen de fase se traduce en un
empeoramiento del sobreimpulso. Para ilustrar mejor este comportamiento se tomard a modo de
ejemplo la funcién de transferencia siguiente :

, k
G(s)= ———r (5.8)
s(s +6)(s+18)
20 ey —r - 40
R D N S B i N R AE ! SIS
L] SRR AL LR N T
C AN C o
0
Y
-10L»»: —————————————————————— g Lo
: A - T
.20 - . 60 NN
10" 10" 10' 10 10"

Fig. 5.2 Respuesta frecuencial en mddulo de G|(s) Fig. 5.3 Respuesta frecuencial en modulo de G( s)
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Lo e ) R ' ! . W =1 t H
-270° S S MF=77.3° '
107 10° 10' 02 08r - - - R e TR
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o6l - -/ - - [ oo .
oa|l - L . .. L L Fig. 5.5 Respue.
: del sis
0.2 e e e e e e .
0 : 5.3.4 Frecuenc
] 2 4 .. 6
Tiempo (seg) .
La frecuencia-d
Fig. 5.4 Respuesta frecuencial del sistema con funcion de transferencia (5.8). En la grdficas se distinguen el puesto que un ir
margen de fase y la respuesta temporal en lazo cerrado para las valores k'=2381, 1080, 367.76 y 110.14 . i
para un sistemas:
Para disponer de diferentes margenes de fase, se obtendra la respuesta frecuencial para varios valores redu.cqon en la,
del término constante de la ecuacién (5.8) : k' =2381, 1080, 367.76 y 110.14. La figura 5.4 muestra crecimiento, figy
como empeora la respuesta a una entrada escal6n a medida que el margen de fase es menor, La figura 5.7 ml
obteniendo cada vez un mayor sobreimpulso y un nimero mayor de oscilaciones hasta alcanzar el dltima gréf;ca 2
régimen estacionario. Vista esta relacién entre sobreimpulso y margen de fase, el objetivo a conseguir unitaria del e;c;
. . . . €
por un control frecuencial ha de ser mejorar, en la medida de lo posible, el margen de fase del L. .
sistema régimen estacior
i .
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5.3.3 Margen de ganancia y maximo incremento de ganancia permisible.

El margen de ganancia indica de forma directa el incremento de ganancia que todavia es capaz de
soportar un sistema realimentado hasta llegar al borde de la inestabilidad. Con la funcién de
transferencia (5.8) y observando la figura 5.4 para k'=1080, puede deducirse una frecuencia de cruce
por 180° dew_jgp- =10.2rad/seg, y un valor de ganancia para esta frecuencia de

|G( JO_yg¢0 )| = ~7.6db, por tanto el margen de ganancia es de 7.6 db. De esta manera, el aumento de
ganancia en el sistema realimentado todavia puede ser de 7.6 db, para que el margen de ganancia sea

igual a 0 db. Este aumento se corresponde linealmente con 2.4, asi que la mixima ganancia permisible
es: '

k=k"24=12592

Las figuras 5.5 y 5.6 muestran la respuesta temporal obtenida para k'=1080 y k'=2592,
respectivamente. Queda claro que la Gltima ganancia proporciona una respuesta oscilatoria y que los
polos complejo-conjugados en lazo cerrado, en este caso, son imaginarios puros. También, puede
decirse que para el sistema descrito por la funcién de transferencia (5.8), el margen de estabilidad est4
comprendido entre 0 < k' <2592.

QO A T

oo

MG=7.6db ' '’

-40

10" 10 ?

2 3
(rad/seg) 0

4
(seg)
Fig. 5.5 Respuesta frecuencial en médulo y fase Fig. 5.6 Respuesta temporal a una entrada escalon

del sistema (5.8) para k'=1080. para k'=1080, Cy(t), y para k'=2592, Cy(t).

5.3.4 Frecuencia de transicién y rapidez en la respuesta temporal.

La frecuencia de transicién y la rapidez en la respuesta temporal estin directamente relacionados,
puesto que un incremento de la frecuencia de transicién implica una velocidad de reaccién mds rdpida
para un sistema determinado y, por contra, un decremento en la frecuencia de transicién implica una
reduccién en la velocidad de respuesta. Esta relacién puede observarse determinando el tiempo de
crecimiento, figura 5.7, para las cuatro respuestas temporales de la figura 5.4.

La figura 5.7 muestra el tiempo de crecimiento y el tiempo de pico para diferentes valores de k'. En la
dltima gréfica, para k'=110.14, al carecer de sobreimpulso y no sobrepasar la respuesta la amplitud
unitaria del escaldn, el tiempo de crecimiento se mide al 90 % del valor de salida alcanzado en
régimen estacionario. Para las frecuencias de transicién w, =1, 3, 6.3 y 10 rad/seg se obtienen unos
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tiempos de crecimiento de t, =2, 0.85, 0.5 y 0.2 seg, respectivamente, por lo se observa de manera

clara esta relacién existente entre la frecuencia de transicién y la velocidad del respuesta del sistema.

k'=1080 = 6.3 rad/seg

2 k'=2381, W=10 ra}d/seg i 16
15 - - - - 2R A SRR
. .
06} - - /- e
05 - - /- e
02 e
0; 0% 1 15
(seg)
tr=02 =027 =03  tp=05
1o K =36176 ®;= 3 rad/seg 1 k'=110.14 @ =1 rad/seg
Z ) [ L 90%——= Z
! , , ) 08} - - - - - R T CEEE [ '
. 06+ - - - - A4 oL g oo oL e e e e o ]
osf - - - -/ S N ] | ‘
: : : 04t - - -/ - O .
o2t - ./ .. N N o] 02t - /- - - e e e e
% 05 1 15 2 %5 1 3 4
(seg) (seg)

;=065 tp=085 ty=2
Fig. 5.7 Respuesta temporal al escaldn en lazo cerrado para valores k'=2381, 1080, 367.76y 110.14 de la
funcion (5.8). En las grdficas se distinguen el tiempo de crecimiento t, y el tiempo de pico t,, excepto para

k'=110.14 donde no existe sobreimpulso.

5.4 Compensador proporcional (P)

El compensador proporcional amplifica directamente la sefial de error, de forma que:

m(t) = k, -e(t) (5.9)
_M@) _
D(s) = ) k,

A nivel frecuencial se deben considerar los efectos en médulo y en fase del compensador sobre un
sistema cualquiera. Luego, si la respuesta en médulo del control proporcional es constante, ec. (5.10),
y su contribucién en fase es nula, para un valor positivo de ganancia, entonces, en médulo el
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compensador afiadird o restard una cantidad constante en decibelios a la respuesta frecuencial de un
sistemna, y en fase no modificara su respuesta frecuencial.

ID(jw)| = 20logk, (db) (5.10)

ZD(jo) = 0°

Observando la figura 5.4, considerando una constante k'=1080 en la ecuacién (5.8) y afiadiendo un
término de ganancia proporcional a esta ecuacién, puede tomarse como funcién de transferencia a
emplear a modo de ejemplo:

1080 -k,

)= 6 618

(5.11)

Con esta funcion de transferencia, los valores de kp que corresponden a las constantes k'=110.14,

367.76, 1080 y 2381 de la funcién (5.8), son 0.10198, 0.3405, 1 y 2.2046, respectivamente, es decir,
con estos valores de ganancia se obtienen las mismas respuestas frecuenciales y temporales que las
mostradas en la figura 5.4 . En consecuencia, en cuanto a estabilidad relativa, se observa que para
valores de ganancia menores que la unidad, k, <1, los mérgenes de fase y de ganancia aumentan,

figura 5.7 para k'=110.14 y k'=367.76, mejorando asi la estabilidad del sistema. Sin embargo, para
valores de ganancia mayores que la unidad, kj >1, los médrgenes de fase y de ganancia disminuyen,

figura 5.7 para k'=2381, empeorando la estabilidad del sistema.

A nivel temporal, los efectos del control son evidentes, puesto que un aumento de k, implica un

aumento del margen de fase y, al mismo tiempo, una disminucién del méximo sobreimpulso, debido a
que la relacién entre el margen de fase y el mdximo sobreimpulso es inversa. De forma similar, una
disminucién de la ganancia implica un aumento del margen de fase y una disminucién del midximo
sobreimpulso.

En cuanto a rapidez en la respuesta temporal, se debe tener en cuenta que la relacién existente entre la
ganancia y la frecuencia de cruce por 0 db es directa, y que la relacién entre la frecuencia de cruce por
0 dB y el tiempo de crecimiento o el tiempo de pico es directa también, véase la figura 5.4. Por tanto,
un incremento de la ganancia produce un incremento en la frecuencia de cruce por 0 dB y un
incremento de los tiempos de crecimiento y de pico; y a la inversa, una disminucién de la ganancia
produce una disminucién de la frecuencia de cruce y de los tiempos de crecimiento y de pico.

En definitiva, tal como muestran las figuras 5.4, 5.6 y 5.7, un aumento en la ganancia del control
proporcional tiende a empeorar la estabilidad relativa del sistema disminuyendo los méargenes de fase
y de ganancia y aumentando €l maximo sobreimpulso y la velocidad de respuesta del sistema (debe
considerarse que el mdximo incremento de ganancia posible consiste en el valor del margen de
ganancia). A la inversa, una disminucién de la ganancia mejora la estabilidad relativa del sistema
incremetando los margenes de fase y de ganancia y disminuyendo el médximo sobreimpulso y
ralentizando la velocidad de respuesta del sistema.
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5.5 Compensador proporcional-integral (PT)

La compensacién proporcional-integral consiste en el disefio del mismo controlador PI temporal
explicado con anterioridad, capitulo 3. No obstante, este disefio se realizard ahora desde el punto de
vista frecuencial. La accién de control y la funcidn de transferencia del compensador PI es:

m(t) =k, - e(t) + k; fe(t)dt (5.12)
k
1+ k—pS
M(s) ki i
D(s) = =k +t=Kk 7 5.13
®=Fg e t5 TR (5.13)
kp . .
Tomando a = . y k=ki, la expresién del compensador PI es:
i
"
D(jo) = k I (5.14)
jo
ID(jw)| = 20log k + 201log|t + jwa| - 201og]j)| (5.15)
£D(jm) = -90°+ arctg(an) (5.16)

La figura 5.8 muestra la respuesta frecuencial de un compensador PI para un valor de a=0.5 y k=1,
donde se observa como el compensador tiene una contribucion negativa en fase, restando fase, y como
en mddulo tiene una caracterfstica decreciente, atenuando la respuesta frecuencial.

20 0°
. -20 db/Dec
10} R -30°
0 i _60°
-6 db
A7 fa=2
-10 1 -90°
10" 10° 10" 10°

Frecuencia (rad/seg)

Fig. 5.8 Respuesta frecuencial de un compensador Pl con el cero situado en 1/a = 2 rad/seg.

El disefio del compensador PI viene determinado principalmente por la sustraccién de fase que realiza
a bajas frecuencias, lo que limita en gran medida el grado de libertad de éste. El compensador PI
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introduce un polo en s=0, cuyo efecto en fase es restar 90° en la respuesta frecuencial, figura 5.8,
aunque el cero del compensador PI tiende a contrarrestar este efecto afiadiendo fase al sistema, de
manera que a altas frecuencias el compensador PI apenas tiene influencia sobre el sistema que se desea
compensar.

El disefio del compensador PI se debe realizar con el propdsito de mejorar el margen de fase del
sistema; no obstante, este propdsito parece inicialmente dificil de conseguir, puesto que el
compensador PI resta fase al sistema. Por tanto, para minimizar el efecto del compensador es
conveniente que el cero del PI esté situado por debajo de la frecuencia de cruce por Odb del sistema,
de forma que el compensador reste la menor cantidad de grados posible sobre el nuevo margen de fase
del sistema compensado.

Para aumentar el margen de fase del sistema compensado, se consideran los siguientes factores:
primero el hecho de que la respuesta frecuencial de la mayor parte de los sistemas tiene una
caracteristica de fase decreciente, (un mayor mimero de polos que de ceros), y segundo, el hecho de
que el compensador PI atentia el médulo de la respuesta frecuencial en aquellas frecuencias que estdn
por encima de la posicién del cero (1/a). En consecuencia, para mejorar el margen de fase del sistema
a compensar, se debe situar el cero del compensador por debajo de la nueva frecuencia de transicién o
de cruce por 0db, a una distancia prudencial en que el compensador tenga poco efecto en fase sobre
ésta. Ademds, como el compensador atenia la respuesta en médulo en las frecuencias por encima de la
situacién del cero, figura 5.9, la frecuencia de transicién del sistema compensado serd menor que la
frecuencia de transicion del sistema sin compensar, lo que causa que el margen de fase del sistema
compensado sea mayor que el margen de fase del sistema sin compensar, debido al cardcter
decreciente de la curva de fase del sistema sin compensar.

En definitiva, el compensador PI reduce la frecuencia de transicién, ralentizando la respuesta temporal
del sistema compensado, ¢ incrementa el margen de fase, mejorando la estabilidad relativa y
disminuyendo el maximo sobreimpulso. En la figura 5.9 se observan los diagramas de Bode en
modulo y fase del sistema sin compensar (planta), con la funcién de transferencia mostrada en la ec.
(5.11), del compensador PI con el cero situado en 1/a=0.3 rad/seg y del sistema compensado (planta
mds control PI, mostrado en linea gruesa).

El médulo y la fase de la respuesta frecuencial del sistema compensado corresponden con la suma de
los mddulos y fases del sistema sin compensar G(s) y del compensador PI D(s), de forma que el
modulo y la fase del sistema compensado son :

1G4 (j0)| = |D(joo)] +|G(j) (5.17)
£G4 (ju) = £ZD(jw) + £G(jw) (5.18)

En la curva de médulo de la figura 5.9, se observa como el compensador PI causa una disminucién de
la frecuencia de transicién en el sistema compensado (pasa de wqg, a Wgy, ), factor que, observando

la curva de fase, se traduce en un aumento del margen de fase para el sistema compensado (pasa de
ME, a MF;, ) respecto del sistema sin compensar.
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Sistema sin compensar
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-180° AN
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10 10 0 Frecuencia (rad/seg) 10

Fig. 5.9 Diagrama de Bode en modulo y fase del sistema sin compensar, ec. (5.11 )(planta), del compensador PI
(cero en 1/a=0.3 rad/seg) y del sistema compensado (planta mds compensador Pl, en trazo grueso).

La ubicacién del cero del compensador es tal que en la curva de fase de la respuesta frecuencial, fig.
5.9, se observa como se produce una resta de casi 90° en la frecuencia w=0.1 rad/seg. Esta resta va
disminuyendo a medida que aumenta la frecuencia hasta llegar a la frecuencia de cruce por -180° a
partir de la cual se observa un solapamiento entre la fase del sistema compensado, ec. (5.17), y 1a fase
del sisterna sin compensar, ec. (5.10).

Justo encima del margen de fase obtenido en el sistema compensado, ME; , se subraya la diferencia en

grados, 0, entre la curva de fase del sistema compensado (planta mds compensador PI) y la curva de
fase del sistema sin compensar (s6lo planta). El valor de esta diferencia depende de cudn alejado esté
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el cero del compensador, l/a, de la nueva frecuencia de transicién, O Ygp - Al pardmetro 6 se le

denomina ‘“remanente de fase” y para que tenga un valor pequeflo se debe situar el cero del
compensador PI, 1/a, a una distancia alejada de la nueva frecuencia de transicién. Como criterio de
disefio, se sitia el cero del compensador a una década de la nueva frecuencia de transicién

(o =wh . /10), de manera que se puede estimar aproximadamente un valor de 10° para el
cero 0db q P P p

remanente de fase 6. Este valor es vilido para cualquier sistema donde se aplique el compensador PI,
puesto que la estimacién es empirica, tomando un valor por encima de lo habitual.

E! disefio del compensador PI utiliza como base la curva de fase de la respuesta frecuencial del
sistema que se desea compensar, ya que en la nueva frecuencia de transicion, o, » s6lo es necesario
considerar el remanente de fase, 6, para tener el margen de fase deseado ME,; . De hecho, debe

considerarse que la respuesta frecuencial del sistema sin compensar es el Unico dato real que el
disefiador dispone para abordar el disefio del compensador PI.

El disefio completo del compensador PI utilizado en la figura 5.9 se explicard de forma detallada en el
siguiente ejemplo, donde ademds se mostrardn las respuestas temporales del sistema sin compensar,
ec. (5.19) y la del sistema compensado (planta mis compensador PI).

Ejemplo 5.1

Se desea disefiar un compensador PI con el fin de conseguir un margen de fase de 45° para un sistema
cuya funcién de transferencia es:

1080
G(s) = ___?___ (5.19)
s(s+6)(s+18)
-90°
(db)
........... -135°
Médulo ., , ..,
10F - - = o
0 -180°
10k : -
20 ' 1-225°
-30 -
270°
-40 i s — . :
10" 10° 10' 10°

Frecuencia (rad/seg)

Fig. 5.10 Diagrama de Bode en mddulo y fase de la funcion de transferencia (5.19).
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En la figura 5.10 se muestra el diagrama de Bode en mddulo y fase de la respuesta frecuencial del
sistema (5.19), donde se observa que la frecuencia de transicién es de g4y, =6.4 1ad/seg y un margen

de fase de MF, =23°, aproximadamente.

La nueva frecuencia de transicidn se obtiene sobre la curva de fase de la respuesta frecuencial de la
figura 5.10, donde es necesario buscar la frecuencia que permite el margen de fase deseado de 45°.
Para ello, teniendo en cuenta que el margen de fase se mide desde la linea de -180° y que el remanente

de fase para el Pl es de 6 =10° (tomando ® ey, =@y, /10), el valor de la fase del sistema sin

compensar €s:

ZG(jw)=-180+MF,; +8 =-125° (5.20)

Luego la nueva frecuencia de transicién, ®j 4, , serd aquella que tenga -125° en la curva de fase del

sistema sin compensar. Observando la curva de fase, figura 5.10, esta frecuencia es aproximadamente
o =3 rad/seg. En esta nueva frecuencia de transicién el médulo del compensador y el médulo del
sistema sin compensar deben cumplir:

DGy )’db +|Giopg )]db =0 (5.21)

La nueva frecuencia de transicién se puede obtener también analiticamente si se conoce la funcién de
transferencia del sistema a compensar, como es en éste caso. A partir de la funcién de transferencia se
puede plantear la expresién analitica de la fase del sistema:

; O}
ZG(joyg, ) = —90°—arctg %db - arctg%gb— =-125° (5.22)

La ecuacién (5.22) es una ecuacién no lineal y debe resolverse mediante métodos de cdlculo numérico,
aunque la forma mds sencilla consiste en probar varios valores de wjy, hasta que, tras sucesivos

intentos, se llegue a un valor aproximado de la cantidad de grados esperada (-125°). Resolviendo
(5.22) se obtiene aproximadamente el valor de 3 rad/seg, que coincide con el valor obtenido
graficamente en la figura 5.10.

En la relacidén (5.21) es preciso conocer el valor del médulo del compensador PI en la nueva
frecuencia de transicién, luego la ec. (5.21) se puede reescribir en:

‘D(jmbdb ),db - _‘G(jmbdb )Idb (5.23)

Observando la figura 5.10, el médulo de la respuesta frecuencial en la nueva frecuencia de transicién,

Wpgp =3 rad/seg, es aproximadamente 9.4db. En consecuencia, el compensador PI deberd atenuar

esta cantidad para que la frecuencia de 3 rad/seg sea, en realidad, la nueva frecuencia de transicién.
Como e] cero del compensador PI, ® .., =1/a, se sitda, como criterio de disefio, a una década de la
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nueva frecuencia de transicion, (®ger, = Wgg, /10=03 rad/seg), es necesario conocer de qué

pardmetro depende la atenuacidn que causa el compensador PI en las frecuencias que estan por encima
de la posicién del cero.

Médulo (db)
20db + 20 log k R T

IDécada [ 7N T I
\. -20 db/déc

20log k

Frecuencia (rad/seg)

Fig. 5.11 Diagrama de Bode en médulo para un compensador PI con un cero'y un valor de k determinados.

Observando la curva asintética en médulo de la respuesta frecuencial del compensador PI, figura.5.11,
para una ubicacién determinada del cero, 1/a, y para un valor de k determinado, es posible determinar
la expresion de la atenuacién del compensador .

. 1
|D(_](D)|m21/a =20logk —20 log; =20logk, (5.24)

Por tanto, la atenuacién que causa el compensador PI tan sélo depende de la ganancia proporcional
kp,ec. (5.24), pudiendo reescribir la ec. (5.20) :

[D(Giwpay)|, =20logk, =—|G(i0ps )|, (5.25)
Y como |G(joobdb )'db =94db , entonces se obtiene k,=0.3388 y k; = 01016.
La expresién final del compensador PI:

ID(jw)|= 03388 +

01016:01016(3'3_3S+1) (5.26)
s s
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Fig. 5.12 Diagrama de Bode en mddulo y fase del sistema sin compensar, G(j®), y del sistema compensado, Gpu
(jw) (planta mds compensador).

La expresion final del sistema compensado (planta mas PI):

109.785 (333+1)
s(s +6)(s+18) . S

Gpa(s)=D(s)-G(s) = (5.27)

La figura 5.12 muestra el diagrama de Bode en médulo y fase del sistema inicial, G(s), y del sistema
compensado, D(s). La figura 5.13 muestra la respuesta temporal del sistema inicial, G(s), y la del
sistema compensado, D(s), de forma que puede observarse el efecto temporal del compensador PI.
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El remanente de fase 0 que aparece en la figura 5.12 es de 5.7°, por lo que la estimacién del remanente
se ha realizado por encima de su valor real, repercutiendo ello en el incremento de unos pocos grados
en el margen de fase.

En la figura 5.13, se observa como el compensador PI, al reducir la frecuencia de cruce por O db,
aumenta los tiempos de crecimiento, t, , y de pico, t, , en la respuesta temporal. Ademads, también
aumenta el margen de fase del sistema compensado, por lo que se disminuye el sobreimpulso. El
compensador PI mejora el error en régimen estacionario, puesto que introduce un polo en s=0. En la
figura 5.13, el tiempo de pico en el sistema sin compensar, G(s), es de 0.5 seg., mientras que para €l
sistema compensado, Gy (s), el tiempo de pico es de 0.9 seg, aproximadamente. El maximo

sobreimpulso para G(s) es del 50%, mientras que para Gy (s) es del 24%, aproximadamente

Amplitud
1.6 Cl(t)T T T t T
€20 , . . ‘
12F b N e LI :
1+ - /-« f - - -/ -
o8 | - /oo SRR SRR SRR S :
1 I A SR S S S 1
0 1 ] 1 L 1
0 1 2 3 4 5 6

Tiempo (seg)

Fig. 5.13 Respuesta temporal en lazo cerrado frente a una entrada del tipo escalon unitario, para el sistema sin
compensar, Cl(t), y del sistema compensado, C2(t) (planta mds compensador).

5.6 Compensador proporcional-derivativo (PD)

La funcién de transferencia del compensador PD es:

m(t) =k, -e(t) +kq -%e(t) (5.28)

MG _ 5= Ka .
D) =5 = ke *ka s—kp(1+k s}

p
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kg

Tomando a=— y k=k, la expresién del compensador es:
P
D(jm) =k(1+ jwa) (5.30)
[D(jw)| = 201og k + 20log]l + jooa| (5.31)
£D(jo) = arctg(am) (5.32)

La figura 5.14 muestra la respuesta frecuencial del compensador PD para un valor de a=0.5 y k=1. En
esta figura se puede ver como el compensador PD afiade fase al sistema, por lo que puede incrementar
en gran medida el margen de fase del sistema a compensar. Ademds, el compensador PD afiade 20
db/déc en médulo a partir de las frecuencias que estdn por encima de la posicién del cero del
compensador (1/a).

30  90°
00 - - - e

20 db/déc - -
0p - ey
0
-10 ] 0 1 . 200
10° 10 10

Frecuencia (rad/seg) 10

Fig. 5.14 Respuesta frecuencial de un compensador PD con el cero situado en 1/a=2 rad/seg.

Con el compensador PD se consigue, pues, aumentar el margen de fase del sistema, mejorando la
estabilidad relativa de éste. El disefio del compensador debe realizarse para que la aportacion de fase
que realiza sobre el sisterna sea lo médxima posible, aunque ésta dependerd principalmente de la
ubicacién del cero del compensador, 1/a, puesto que puede incrementar la frecuencia de cruce por Odb
en el médulo de la respuesta frecuencial.

La figura 5.15 muestra el diagrama de Bode en mdédulo y fase del sistema cuya funcién de
transferencia se definfa en la ecuacién (5.19), al que se aplica un compensador PD con distintas
situaciones del cero (1/a= 1, 10 y 20 rad/seg). En esta figura, cuando el cero del compensador PD se
sitiia por debajo de la frecuencia de transicién del sistema sin compensar (6.4 rad/seg), provoca un
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gran aumento de la frecuencia de transicién del sistema compensado, que pasa a ser de 30 rad/seg, ya
que incrementa la curva en médulo en un factor de 20 db/déc. Asi, el margen de fase no acaba
teniendo un incremento del margen de fase tan significativo como el que cabia esperar.

40

00T N

1/a=20

[ l/a—=co

-270°
-1 0 1

10 10 . 10
Frecuencia (rad/seg)

Fig. 5.15 Diagrama de Bode en médulo y fase de sistema, ec. (5.19), con un compensador PD con distintas
ubicaciones del cero 1/a= 0, 1, 10 y 20 rad/seg.

El méximo margen de fase (MF=53°) se obtiene en este caso con el cero en 1/a=10 rad/seg. A nivel
temporal, figura 5.16, el compensador PD, al aumentar el margen de fase y la frecuencia de transicién
del sistema, disminuye el maximo sobreimpulso y acelera la respuesta temporal, por lo que los tiempos
de pico y de crecimiento disminuyen.
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En la figura 5.16 se muestran las respuestas temporales frente a una entrada del tipo escalén unitario
para las situaciones del cero del compensador en 1/a = 1, 10 y 20 rad/seg. La respuesta temporal C1(t)
es la correspondiente al sistema sin compensar, ec. (5.19), y las respuestas C2(t), C3(t) y C4(t),
corresponden a las situaciones del cero en 1, 10 y 20 rad/seg, respectivamente.

La repuesta temporal C2(t) es la mas rapida de todas, puesto que la frecuencia de transicién para 1/a=1
rad/seg es de 30 rad/seg, siendo bastante mayor que la del sistema inicial (6.4 rad/seg). En las
respuestas temporales de C2(t), C3(t) y C4(t), se observa un menor sobreimpulso que en C1(t), debido
a que tienen un mayor margen de fase. En la figura 5.16, también se observa como la respuesta C3(t),
1/a=20 rad/seg, es ligeramente mds rapida que C4(t), 1/a=10 rad/seg, debido a que la frecuencia de
transicién de C3(t), 7.3 rad/seg, es mayor que la frecuencia de transicién de C4(t), 6.6 rad/ seg.

1.6 T T
Cl(® X

1.2

0.8

0.4

0
0 1 2 Tiempo (seg)
Fig. 5.16 Respuesta temporal frente a una entrada escaldn unitario del sistema sin compensar, CI(t), con un
compensador PD con distintas ubicaciones del cero 1/a= 0, 1, 10y 20 rad/seg que corresponden a las
respuestas temporales C2(t), C3(t) y C4(t), respectivamente.

3

El compensador PD mejora las caracteristicas temporales del sistema que se debe compensar, aunque
hay que procurar que el disefio del compensador no afecte demasiado al valor de la nueva frecuencia
de transicion. En este apartado se ha efectuado un disefio del compensador situando el cero en distintas
posiciones 1/a= 1, 10 y 20 rad/seg, obteniendo los mejores resultados en 1/a = 10 rad/seg.

5.7 Compensador proporcional-integral-derivativo (PID)

La funcién de transferencia del compensador PID es:

m(t) =k, -e(t)+kq -%e(t)+ki-fe(t)dt (5.33)
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M(s) k;
D(S)=%=kp+kd's+—s— (5.34)

A nivel frecuencial, la funcién de transferencia (5.34) del compensador PID se puede reescribir de
manera que se puede tomar como el producto de un compensador PD con un compensador PI :

M k;
D(s) = e =(1+k, .s)(kPZ +T2] (5.35)

Luego, a nivel frecuencial, el disefio de un compensador PID se realiza como una implementacién en
cascada de un compensador PI junto con un compensador PD, por lo que se deben considerar las
caracteristicas de ambos compensadores en el disefio.

El compensador PI aumenta el margen de fase y reduce la frecuencia de transicién del sistema,
mientras que el compensador PD también aumenta el margen de fase y aumenta la frecuencia de
transicidn del sistema. En consecuencia, con un compensador PID es posible obtener un margen de
fase mucho mayor que el obtenido con un compensador PI o un compensador PD individualmente. La
combinacién de ambos compensadores debe permitir un mayor margen de fase, manteniendo o

mejorando;a}l mismo tiempo, la velocidad de respuesta original del sistema.
N
N

Si al compensador PI disefiado anteriormente, ec. (5.25) y (5.26), se le afiade el compensador PD de la
figura 5.15, para 1/a= 10 rad/seg, se dispone en definitiva de un compensador PID, que consigue un
mayor margen de fase que el inicialmente especificado (MF = 45°). La frecuencia de transicién del
sistema asi compensado es la que impone el compensador PI, 3 rad/seg, fig. 5.17, puesto que el
compensador PD tiene el cero en 1/a=10 rad/seg y apenas afecta en médulo a ésta frecuencia.

Otra forma de disefiar un compensador PID consiste en mejorar el margen de fase del sistema al
mismo tiempo que se trata de mantener el valor de la frecuencia de transicién del sistema que hay que
compensar. Para ello, se propone el siguiente ejemplo de disefio, donde se desea un margen de fase de
45° para el sistema definido por la ecuacién (5.18) y donde se utiliza el compensador PD de la figura
5.15 con 1/a=10 rad/seg. Luego, se disefiard un compensador sobre la siguiente funcién de
transferencia (planta mas compensador PD) :

1o(i+1)
1080 10

=——(0ls+ 1) =
SG+6)s+18) (01s+1) S(f_+1)(i+l) (5.36)
6 18

La funcidn de transferencia del compensador PI que se ha de disefiar es :

G(s)

D(jm):kQLj‘i’a_)
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Fig. 5.17 Diagrama de Bode en médulo y fase para el sistema de la ec. (5.18) con el compensador Pl de la ec.
\Q.?.S )y el compensador PD de la fig. 5.15 para 1/a= 10 rad/seg. El margen de fase es de 65 grados.
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Fig. 5.18 Respuesta frecuencial en médulo y fase del sistema descrito por la funcion de transferencia (5.36).

Para obtener un margen de fase de 45°, considerando que el remanente de fase para el PI es de 6=10°,
aplicando la ecuacién (5.20) se debe cumplir :

ZG(jo) = -180°+MFy +6 = -125°
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Observando la respuesta frecuencial, fig. 5.18, de la funcién de transferencia (5.36), se obtiene que la
frecuencia de o = 6.8 rad/seg es la que tiene -125° de fase, por lo que se disefiard el compensador PI
para que esta frecuencia sea la nueva frecuencia de transicién, teniendo el compensador que atenuar
los 2.26 db que hay en mddulo para esta frecuencia:

[D(j©)] sy, = —226db =20logk, = k=077

Ademés, como por criterio el cero del compensador PI se debe colocar a una década de la nueva
frecuencia de transicion, el valor de la ganancia integral serd:

1 =—L =068 rad / seg. = k; = 05236

k:
a kp

Segtin el disefio efectuado, la funcién de transferencia del compensador PID es :

" Gprp(s) = 05236-(0ds + 1)(%}

(5.37)

s

La resplgekfrecuencial del sistema compensado, ec (5.37), se muestra en la figura 5.19. La 'respuesta
temporal, C1(t), del sistema sin compensar, ec. (5.18), junto con la respuesta temporal, C2(t), del PID
mostrado en la figura 5.17 y del PID propuesto en la ec. (5.37), C3(t), se muestran en la figura 5.20.
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_401 B 0 1 2-180D
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Frecuencia (rad/seg)
Fig. 5.19 Respuesta frecuencial en médulo y fase del sistema compensado segtin el PID de la ec. (5.37).

Tal como se observa en la figura 5.20, la respuesta temporal C3(t) es mds rapida que C2(t), puesto que
el disefio del PID obtiene una frecuencia de transicién de 6 rad/seg, bastante pr6xima a la frecuencia
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de transicion del sistema original, C1(t). La respuesta temporal C2(t) tiene menor sobreimpulso al
tener un mayor margen de fase, MF=65°.

Amplitud
1.6 T T

081 - ff -/ NS RERIEIEIRIEI :

oal Il S S |

Frecuencia (rad/seg)
Fig. 5.20 Respuesta temporal frente a una entrada escaldn unitario para el sistema sin compensar, Cl(t), ec.

(5.18), para el PID de la figura 5.17, C2(t), y para el PID propuesto en la ec. (5.37), C3(t).

5.8 Compensacian en adelanto de fase

El compensador en adelanto tiene la caracteristica de introducir un cero y un polo en el sistema a
compensar, con una separacién que depende de un parametro o de disefio. La funcién de transferencia
normalizada del compensador en adelanto es :

S+ —
D(s)=MG) _ 1+ Ts . o<l (5.38)
EGs)  1+0oTs
S+—
oaT
D(jo) = a0 (5.39)
1+ jooT

En esta funcién de transferencia se puede observar como el polo del compensador estd siempre situado
a una frecuencia mayor que la posicién del cero, estando el cero y el polo del compensador
distanciados por una separacién que depende del valor de «. En la figura 5.21 se puede ver el efecto
que tiene en frecuencia el compensador en adelanto, observdndose como afiade fase al sistema y afecta
al médulo de'la respuesta frecuencial, incrementandolo en aquellas frecuencias que estdn por encima
de la posicién del cero del compensador. Por tanto, el compensador en adelanto se empleard
directamente en mejorar el margen de fase del sistema que se desea compensar.
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Fig. 5>\R\espuesta frecuencial de un compensador en adelanto con el cero situado en 1 rad/seg y el polo en 10
“yad/seg (¢t = 0.1). La atenuacién en mddulo debido al factor & no se ha considerado.

En la figura 5.21 se observa como el compensador en adelanto afiadira fase al sistema, siendo ¢, la
méxima cantidad de fase que el compensador puede afiadir. A esta cantidad, ¢, , se le denomina

"méximo desfase”, siendo un dato importante en el disefio del compensador, pues como criterio de
disefio se sitnard ¢, en la nueva frecuencia de transicion, tratando asi de afiadir la mdxima cantidad

de fase posible al margen de fase del sistema compensado.
Es importante, pues, determinar la frecuencia en que se produce el maximo desfase y el valor que
adquiere en funcion de la situacion del cero y del polo del compensador. Este analisis se realizard
mediante el diagrama polar del compensador en adelanto, cuya expresion es :
: 1+(0T)?
D(jo) = o, [ ————"— £ [arctg (aT) -arctg (0T)] _ (5.40)
1+ (o) '
Im !
(Om
Om
L
7 (1-0)
,0=0 , 0=00
0 o 1 Re
— 2 (1+0) —)

Fig. 5.22: Diagrama polar de un compensador en adelanto.
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Realizando un anélisis asintético de la ec. (5.40) :

0w—0 = D(jo)— aZL0°
o — oo = D(Gjw)— 1 £LO°

Desarrollando la parte real e imaginaria de la ec. (5.39) se puede llegar a la expresién de un circulo,
fig. 5.22, cuyo centro estd situado en el eje real en (1+a)/2 y con un radio de valor (1-a)/2.

A partir del diagrama polar de la figura 5.22, puede determinarse la expresién del médximo desfase
0., que se produce en la frecuencia ., en que la fase del diagrama polar del compensador es

maxima :
sen ., = (I-a)/2 _ l-a
+a)/2 1+«
/ 0, = arcsen 1-o (5.41)

1+a
/

La frecuencia ®p, esta en una posicién intermedia entre la posicién del cero y la posicién del polo del

compensador en adelanto, fig. 5.21. Teniendo en cuenta que la escala frecuencial del diagrama de
Bode es logaritmica se puede deducir:

1
= — 5.42

Para que la fase afiadida por el compensador en adelanto sea lo mas efectiva posible, como criterio de
disefio es preciso que ®,, coincida con la nueva frecuencia de transicién del sistema compensado;,
por ello es necesario conocer el efecto en médulo que tiene el compensador en adelanto a la frecuencia
intermedia ® , . A partir del médulo de la ecuacién (5.40) para ® = @, , se obtiene :

Do)y, =V ~ (5.43)

Con la ecuaciones (5.39), (5.41), (5.42) y (5.43) se esta en disposicién de realizar el disefio de un
compensador en adelanto. No obstante, el compensador atenda la respuesta frecuencial en médulo del
sistema, debido a que el factor ¢ de la ec. (5.39) es siempre menor que la unidad, lo que implica un
deterioro en el error en régimen estacionario del sistema. Esta atenuacién puede evitarse con una
implementacién electrénica adecuada del compensador. Si el compensador se implementa con una red
pasiva, se puede conectar ésta a un amplificador de ganancia 1/a, de manera que la atenuacién quede
eliminada. De esta forma, al evitar la atenuacién, las ecuaciones de disefio del compensador (5.39) y
(5.43) pasan a ser:

D(jo) 1+ jwT

=+ (5.44)
o 1+ jooT

D,(jw)=

DuGoyy = (5.45)

Jo
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Ejemplo 5.2

Se desea disefiar un compensador en adelanto para el sistema definido por la ecuacién (5.18), con el
fin de conseguir un margen de fase de 45°.

1080
s(s+6)(s+18)

Gras)=

Tal y como aparece en la figura 5.10, el margen de fase de este sistema es de MF, =23° y la

frecuencia de transicidn es de ¢ g, = 6.4 rad/seg.

Para conseguir un margen de fase de 45°, el compensador en adelanto deberd incorporar un desfase
miximo ¢, en la nueva frecuencia de transicion del sisterna compensado de:

Om =MFEy - Z£Gpa (GOg ) (5.46)

El problema de hallar ¢,, reside en que el valor de la nueva frecuencia de transicién es todavia
desconocido y, en consecuencia, no se puede tener un valor exacto de la fase del sistema en 0gqp- L2

tnica solucién estriba en efectuar una estimacion de la fase sabiendo que @y 4 estard siempre situada
por encima de g g, - Segtin la figura 5.23, en la estimacion de la fase debe considerarse la pendiente
de la curva de fase en g 4, por lo que la fase en la nueva frecuencia de transicién se podrd tomar
como -180+ MF, mads una cantidad estimativa de la pérdida sufrida en grados, "remanente de fase 8",

debido a la pendiente negativa de la curva de fase. El valor del remanente de fase 6 deberd estimarse,
siendo habitual asignarle 5° si la pendiente es suave, .0 12° si, por contra, la pendiente es fuerte. Es
conveniente que la estimacién se realice en exceso, de manera que exista margen para subsanar el
posible error cometido en el disefio.

ZGra(o)

9y
Dogo Podb

Fig. 5.23.
El maximo desfase, ¢, , a la nueva frecuencia de transicién ser4 :

¢, = ME; - MFE, +6
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Tomando un remanente de fase 8 de 12°, por considerar una pendiente alta en la curva de la fase, fig.
5.10, de 1a respuesta frecuencial del sistema que se desea compensar:

O, =45°-23°+12°=34°
Despejando de la ecuacién (5.41) se obtiene el valor de o :

_1-sen ¢,

= = o=02827 (5.48)
1+sen ¢,
Con este valor, como debe cumplirse la relacién:
Do )| +[Gra (i) g = 0 db para o =0 g (5.49)
Sustituyendo (5.45) en (5.49), se obtiene:
G La (0 )| = —2010g % =548 db (5.50)
o

Luego, la nueva frecuencia de transicién serd aquella que en el médulo de la respuesta frecuencial del
sistema sin compensar, ec. (5.18), tenga un mddulo de -5.48 db. A partir de la figura 5.10 se deduce,
de forma aproximada, que esta frecuencia corresponde con 9 rad/seg, pasando a ser la nueva
frecuencia de transicién. El valor del cero y del polo del compensador en adelanto, se obtienen
utilizando la ec. (5.42) :

1
W, =—==0p 4 =9 rad/seg
Vo 0 db
De donde: 1 =478 y L =1992
T Ta

La expresién del compensador en adelanto es :

s+4.78

_— (5.51)
s+19.92

D, (jo) = 35373

En la respuesta frecuencial del sistema compensado, fig. 5.24, se observa como el margen de fase
obtenido en el sistema compensado es de 43°, dos grados por debajo de la especificacion de 45°. Este
error es debido a que la pendiente en torno a la frecuencia de transicién del sistema sin compensar es
maés fuerte de lo estimado, por lo que se debia haber tomado un mayor valor de remanente de fase 6.

La respuesta temporal del sistema compensado en adelanto, C2(t) fig. 5.25 , es mds ripida que la
respuesta del sistema sin compensar, C1(t), ya que tiene una mayor frecuencia de transicién.

En definitiva, el compensador en adelanto mejora la estabilidad relativa, puesto que aumenta el
margen de fase. El compensador incrementa la frecuencia de transicion y, en consecuencia, incrementa
también la velocidad de respuesta del sistema. No obstante, debe tenerse en cuenta que un
compensador en adelanto tiene un efecto paso-alto en frecuencia, lo que conlleva a un incremento del
ruido en el sistema.
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Fig. 5.24 Diagrama de Bode en mddulo y fase para el sistema de la ec. (5.18) con el compensador en adelanto
dela ec. (5.51).

Se debe ir con cautela cuando se pretende conseguir un maximo desfase cuyo valor esté por encima de
los 60°, ya que el valor que adquiere ¢t es muy pequefio, lo que implica una separacién excesiva entre
el cero y el polo del compensador. Esta situacién incrementa mucho el ruido del sistema, puesto que la
frecuencia de transicién aumenta demasiado y el cero del compensador se sitia cada vez més cerca de
las bajas frecuencias, conllevando efectos no deseables en el control del sistema. Una posible solucién ]
consiste en utilizar varios compensadores en adelanto idénticos conectados en cascada, de forma que : ‘
la compensacién quede repartida de forma igual entre los compensadores y, por tanto, la separacién T
entre cero y polo no ha de ser tan grande como en el caso de un tinico compensador.
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Amplitud
1.6 b
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Fig. 5.25 Respuesta temporal frente a una entrada escalon del sistema compensado en adelanto C2(t) y del
sistema sin compensar CI(t).

5.9 Compensacion en retraso de fase

Un compensador en retraso de fase es bastante parecido a un compensador PI y su disefio se realiza de
forma similar. El compensador en retraso de fase sitiia un polo y un cero en frecuencia, con una
separacién que depende de un parametro de disefio 3. El polo del compensador tiene la caracteristica
de estar ubicado a una frecuencia menor que la posicién del cero. La expresién normalizada de la
funcién de transferencia del compensador es :

1
M) 15T 14Ts '
Pe =% = B, L 1+pTs ’ B>1 (5.52)
BT
. 1+ joT
D = 5.53
(jo) lﬂ-jo)ﬁT (5.53)

En la figura 5.26 puede verse como también el compensador en retraso en frecuencia, al igual que el
compensador PI, resta fase al sistema. Ademas, decrementa el médulo de la respuesta frecuencial, por
lo que disminuye la frecuencia de transicién del sistema compensado y, en consecuencia, ralentiza la
respuesta temporal.
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Fig. 5.26 Respuesta frecuencial de un compensador en retraso con el polo situado en 1 rad/seg y el cero en 10
rad/seg (B = 10).

El compensador en retraso de fase debe disefiarse situando el cero por debajo de la frecuencia de
transicién del sistema compensado, de manera que el compensador reste la minima cantidad de grados
posible sobre el margen de fase del sistema compensado. La mejora del margen de fase por parte del
compensador en retraso es debida a la reduccién que causa en la frecuencia de transici6én del sistema
compensado, puesto que atenta el médulo de la respuesta temporal, y a la caracteristica decreciente de
la curva de fase en la respuesta frecuencial de los sistemas.

El cero del compensador, por tanto, se sitda como criterio de disefio a una década
(®cero =W g /10) 0 a una octava (e, = ) 4, /2) de-la frecuencia de transicién del sistema

compensado. El valor del remanente de fase 0 es estimativo y depende de la posicién del cero del
compensador. Para una década se toma un remanente de 5 grados y para una octava se toma un
remanente de 12 grados.

Para determinar el pardmetro 3 del compensador en retraso es importante conocer la atenuacién que
éste introduce en las frecuencias que estan por encima de la posicién del cero del compensador. Para
ello es necesario hacer un andlisis a nivel asint6tico del médulo de la respuesta frecuencial del
compensador, fig. 5.27.

Teniendo en cuenta la pendiente asintética de -20 db/déc, fig. 5.27, la posicién del polo y del cero del
compensador, y que el eje frecuencial de la fig. 5.27 es logaritmico, se puede determinar que el
moédulo del compensador para las frecuencias que estdn por encima de la posicién del cero es:

L

L jm){mm =20log 5

(5.54)
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t I/BT l/T log @

|
20 db/déc 20 log—=-

Fig. 5.27.

Para exponer de una manera clara el disefio de un compensador en retraso, se solucionard el mismo
ejemplo propuesto con el compensador en adelanto, de manera que al final sea posible realizar una
omparativa de la respuesta temporal de ambos tipos de compensadores.

Ejemplo 5.3

Se desea disefiar un compensador en retraso de fase para el sistema definido por la ecuacién (5.19),
para que el margen de fase'sea de 45°.

El primer paso en el disefio del compensador consiste en determinar qué frecuencia de la curva de fase
del sistema sin compensar permite el margen de fase especificado, considerando para ello el remanente
de fase del compensador. Posteriormente, se debe situar esta frecuencia como la nueva frecuencia de
transicién del sistema compensado. El compensador puede ubicarse, como criterio de disefio, con el
cero a una década o a una octava, indistintamente, de la nueva frecuencia de transicién. En este caso se
opta por situar el cero a una década, debiendo considerar, en consecuencia, un remanente de fase 6 de
5°.

Para tener un margen de fase de 45°, la nueva frecuencia de transicidn, en la curva de fase del sistema
sin compensar, debe tener una fase :

£Ga (jo) = —180°+MF; +0 = —180°+45°+5°= —130°

A partir de la curva de fase de la figura 5.10 se observa como, aproximadamente, la frecuencia de 3.3
rad/seg tiene -130°, por lo que se tomard como la nueva frecuencia de transicién para el sistema
compensado. La posicién del cero del compensador sera, pues :

1 _%a
Weerg = 'T— = '—‘16—— =033 rad/ seg

Esta frecuencia serd la nueva frecuencia de transicién si se cumple la misma condicién de la ec. (5.20):

ID(jmbdb )|db +|GLA (iwygp)),, =0 (5.55)
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Fig. 5.28 Diagrama de Bode en mddulo y fase para el sistema de la ec. (5.18) compensado en retraso de fase

Despejando de esta ecuacioén y con la curva de médulo de la figura 5.10, se establece la cantidad de
decibelios que el compensador en retraso debe atenuar :

Sistema compensado’

Sistema sin compensar

"TYT[ T i LR

1

10 10

IR AR T

== Sistema sin compensar . . . ..

L S U S I

1
10 Frecuencia (rad/seg) 10

con el compensador de la ec. (5.56).

ID(j(Db db )Idb = -!GLA (J‘Do db ) b =-94 db

Utilizando la ec. (5.54) se obtiene :

DG g, )|db = ZOIOgé

= B=295

2
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Con el dato de B la posicién del polo es :

1 mCCI‘O
oy =—-= = 0112 rad/se
polo BT B g

La expresion final del compensador en retraso es :

1 s+033

— (5.56)
295 s+0112

D(s) =
];y{fa respuesta frecuencial del sistema compensado, fig. 5.28, se observa como la frecuencia nueva de
transicion no es exactamente 3.3 rad/seg como se pretendia, lo que es debido a las aproximaciones
realizadas y a las imprecisiones en la obtencién de valores de la figura 5.10. No obstante, el margen de
fase obtenido es de 45°, por lo que el disefio cumple con la especificacién proporcionada.

La figura 5.29 muestra como la respuesta temporal del sistema compensado en retraso, C2(t), es mas
lenta que la respuesta del sistema sin compensar, C1(t), puesto que tiene una menor frecuencia de
transicién. En esta figura también se incluye la respuesta temporal del compensador en adelanto de la
figura 5.25, C3(t), de forma que quede claro el efecto de ambos compensadores sobre la respuesta
temporal del sistema.

En definitiva, el compensador en retraso mejora la estabilidad relativa del sistema, puesto que aumenta
el margen de fase. Este compensador decrementa la frecuencia de transicion, ralentizando la velocidad
de respuesta del sistema.

Amplitud

1.6 7 T

Tiempo (seg)

Fig. 5.29 Respuesta temporal frente a una entrada escaldn del sistema compensado en retraso C2(t), del sistema
sin compensar C1(t) y del sistema compensado en adelanto C3(1).
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5.10 Aplicacion discreta de compensadores frecuenciales

Los compensadores frecuenciales pueden aplicarse a sistemas discretos o que hayan sido
discretizados, realizando las mismas técnicas de disefio expuestas en este capitulo de forma casi
directa. Para ello, debido a que el disefio de los compensadores se ha basado en la respuesta
frecuencial, es necesario conocer la respuesta frecuencial del sistema discreto que se pretende
compensar. En este sentido, una herramienta imprescindible es la "transformada bilineal", cuya
aplicacién permite pasar el sistema discreto a un plano transformado w, mediante la transformacién
del circulo de radio unidad del plano z. La expresién de la transformada bilineal es:

W= (5.57)

z—-1
z+1

=L

La transformada bilineal debe aplicarse, como transformacién o cambio de variable, a la funcién de
transferencia en lazo abierto del sistema discreto, Gy (z), obteniendo, asi, la expresién del

equivalente del sistema discreto, Gy, (w). Con esta funcién en lazo abierto transformada, se puede

obtener la respuesta frecuencial del sistema discreto y, por tanto, sobre ésta, puede disefiarse cualquier
compensador frecuencial. Una vez terminado el disefio del compensador sélo hay que hacer el paso
inverso sobre la expresién obtenida del compensador, aplicando la transformada bilineal inversa al
compensador y, en consecuencia, obteniendo su expresién discreta. La mejor manera de explicar este
proceso consiste en llevar a cabo un ejemplos ilustrativo.

La aplicacién de la transformada bilineal a un sistema discreto permitird, ademds, utilizar los criterios
frecuenciales ya conocidos sobre el sistema a compensar, como son el margen de fase y el margen de

ganancia, permitiendo, de esta manera, tener también un grado indicativo de la estabilidad relativa del
sistema discreto.

Ejemplo 5.4

Se pretende disefiar un compensador en adelanto de fase sobre €l sistema discretizado de la figura 5.30
para conseguir un margen de fase de 60°. En este disefio se impone la restriccién de que la nueva
frecuencia de transicién del sistema compensado no debe superar el valor limite de 2 rad/seg, con el
propésito de fijar de esta manera una cota al ruido de alta frecuencia que podria introducirse en el
sistema debido al efecto del compesador sobre éste.

C d
om.pensa or Mantenedor PLANTA
Discreto .
K C(s
___J b e Ts| | 142 (s)
3 s (s+1)
- T=0.01 seg.
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La funcion de transferencia discreta en lazo abierto de este sistema, para D(z)=1, es :

142
s-(s+1)

(z+0996672)
(z —1)(z - 0990049)

(5.58)

1-¢7Ts
G(z)=TZ =17.076-107°
s T=0.01

Sobre el sistema definido por (5.58) se debe aplicar la transformada bilineal, para obtener, entonces, la
respuesta frecuencial de éste y poder disefiar el compensador en adelanto. Aplicando, por tanto, la
transformada bilineal, se obtiene:

-g (w +120000)(w - 200) (5.59)
we(w+1)

G(w) = G(2)],_I=T/2)w =-59166-10
1+(T/2)yw

La respuesta frecuencial de (5.59) se muestra en la figura 5.31, donde se observa que la fase a la
frecuencia de 1 rad/seg es de -135°, lo que supone que, inicialmente, el sistema tiene un margen de
fase de 45°. Debido a que la nueva frecuencia de transicién del sistema compensado no puede superar
la frecuencia de 2 rad/seg, por el propdsito de acotar el ruido de alta frecuencia como criterio de
disefio, se puede tomar esta frecuencia como la nueva frecuencia de transicién del sistema
compensado, lo que supone que la fase del sistema a considerar en dicha frecuencia es de,
aproximadamente a partir de la figura 5.31, -155°. Luego el compensador en adelanto, para conseguir
un margen de fase de 60° a 2 rad/seg, debera aportar en la curva de fase de la figura 5.31:

¢ = MFy — (180°+2G(j2)) = 60°~(180°-155°) = 35° (5.60)

Como la nueva frecuencia de transicién en este ejemplo se ha fijado a 2 rad/seg, la forma de disefiar ¢l
compensador en adelanto expuesta en el apartado 5.8 de este capitulo no puede aplicarse, por lo que se
disefiara el compensador para que cumpla las especificaciones realizadas.

30 -90°
15 - %-108"
0 --126°

-15 J-144°

30 -162°

|

45 —~ -180°

60 - - 1 -198°
10 10

10
Frecuencia (rad/seg)

Fig. 5.31 Diagrama de Bode en mdédulo y fase para la funcién de transferencia definida en la ecuacion (5.59).
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El primer paso en el disefio consistird en calcular la posicion del cero del compensador en adelanto
para que la nueva frecuencia de transicién sea, en efectivo, 2 rad/seg. Para ello, observando la figura
5.31, el compensador en adelanto debera subir la curva en médulo, a @ = 2 rad/seg, aproximadamente
unos 10 db, es decir, debe cumplirse que:

=0

Wo dp =2

‘G(jwb db )} + Ga(jwb db)

Por lo que: G, (j2)) =10 db

Teniendo en cuenta este dato, y sabiendo que el cero del compensador, fig. 5.32, introduce una
pendiente de 20 db/déc, la posicidn del cero es :

20 db/déc

10 db =20(log 2 - 10g ® gero )

2

Weero = —g5 = 006324 rad / seg
10™

log

A\ /N
2 rad/se
Wcero & wpolo

Fig. 5.32

Con la posicidn del cero establecida, para concluir el disefio, falta por calcular la posicidn del polo del
compensador en adelanto. Por tanto, sabiendo que el compensador debe afiadir una fase de ¢=35%a la
frecuencia de transicién de 2 rad/seg, observando el efecto del compensador sobre la curva de fase,
figura 5.33, y conociendo, pues, la posicién del cero, el valor de la posicién del polo del compensador
es:

¢0=35= arctg[ 2 J - arctg[ 2 ] (5.61)
O gero ® polo

‘ 2

. logw @ polo = =2.61rad/seg
g 2 rad/seg - tg| arctg 2 35

O cero Wpolo 0.63

Fig. 5.33.

El disefio termina planteando la expresion del compensador en adelanto, que es:

41
Gy (jw) =283 — (5.62)

- +1
2,61
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Fig. 5.34 Diagrama de Bode en mddulo y fase para el sistema definido en (5.59) con la compensacion en
adelanto (5.62).

En la respuesta frecuencial del sistema compensado, fig. 5.34, se observa como el margen de fase
obtenido mediante compensacién es de 66°, por lo que se supera la especificacion efectuada. No
obstante, se observa que la nueva frecuencia de transicién es de 1.72 rad/seg en lugar de 2 rad/seg, lo
que es debido a que la posicién del polo del compensador en adelanto, 2.61 rad/seg, estd cerca del
valor especificado de 2 rad/seg, afectando este polo a la curva de médulo en unos pocos db. Este
resultado es aceptable, pues se pretendia que la nueva frecuencia de transicién quedase acotada, para
evitar el ruido de alta frecuencia.

Aplicando la transformada bilineal inversa a (5.62), se obtiene la expresién discreta del compensador
en adelanto:

Gy(0)= Gy (jw),_2 Loz = 41023. 2727057
T4z z—09742

La respuesta temporal del sistema discretizado sin compensar, C1(t), y del sistema discretizado
compensado en adelanto de fase, C2(t), se muestran en la figura 5.35.

Tal y como se ha mostrado en este ejemplo, cualquier compensador frecuencial puede aplicarse a
sistemas discretos mediante la aplicacién adecuada de la transformada bilineal, hecho que permite
obtener la respuesta frecuencial del sistema discreto, el disefio del compensador en el dominio
frecuencial y la expresién discreta del compensador empleado. La transformada bilineal, pues, es una
herramienta sumamente 1itil, ya que posibilita el uso de las misma técnicas y conceptos adquiridos en
el disefio de compensadores frecuenciales sobre sistemas discretos.
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Fig. 5.35 Respuesta temporal frente a una entrada escalén para el sistema definido en (5.58) sin compensar,
Cl(1), y para el mismo sistema compensado en adelanto, C2(t).

5.11 Problemas
Problema 1

Dado el sistema de la figura :

R(s) + C(s)
| Ge(s) = G(s) -

) 200
§f=—""""-—"—
(s+10)-(s+20)

Fig. I

donde: G(s) es la planta y Ge(s) es el control, se requiere que dicho sistema cumpla las siguientes
especificaciones:

- Error estatico de posicién nulo.
- Error estitico de velocidad del 2 % .
- Margen de Fase: MFd = 25°,

* Control proporcional (P) : Ge(s) = k.

a) Razonar y comprobar analiticamente que con un control proporcional no se cumple la primera
especificacion.
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* Control integral (I) : Ge(s) = k/s.
b) Razonar y comprobar analiticamente que se cumple la primera especificacién con este control.
c) Calcular k para cumplir la segunda especificacion.
d);Qué margen de fase del sistema se obtiéne con este control?. ;Se cumple la tercera especificacion?
Indicar la estabilidad absoluta del sistema.
%0 +)

* Control proporcional-integral (PI) : Ge(s) =kp + —=k-

Fijar k al mismo valor que el apartado anterior para lograr el estado estacionario deseado.

e) Suponiendo que el remanente de fase introducido por el control en la nueva frecuencia de transicién
es de 10°, calcular el valor de oo para obtener el margen de fase deseado.

) Comprobar si se cumple 1a hip6tesis realizada de un remanente de fase de 10° en la frecuencia de
transicién del sisterna compensado.

Solucion:

a) Debido a que en la funcién de transferencia en lazo abierto no existe ningiin elemento integrador, el
error estacionario a una entrada escalén no serd nulo.

k
= kp= hm GLA(s) = hm 200

essp = —_—
v kp 20 (s +10)-(s+20)

b) El control integral introduce un elemento integrador que hace que el error estacionario sea nulo:

= kp= hm GLA(s) =lim 200-k — o0 = essp=0
1+ kp s—=0s (s +10)- (s + 20)

Cssp =

¢) Calculo de k para tener un error estitico de velocidad del 2 % :

1 200-k '
esv=—=002 = kv= hm s-GrAa(s)=lims- % =50 = k=50
kv —0 590 s-(s+10)- (s + 20)

d) De este modo la funcién de transferencia en lazo abierto del sistema resulta:

50

GLa(s) = s-(0.1s+1)-(0.05s + 1)

* Célculo de la frecuencia de transicién: la respuesta frecuencial de este sistema:

[GLAG®)|, = 20 log 50~20 log © — 20 log ~20 logjz—(8—+1

£+1
10
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® 0
FASE|Gra(jw)|=-90° — arctg — — arctg —
[ LA(](O)] arctg 0 arctg 20

De este modo, a partir del diagrama de Bode se puede calcular :
20 log 50 — |GLAGj®)|db L, =20logl0 = |GLAG®)|ab  S14dd
o= w=
14 db —|{Gra(im)|ee =40 log 20 [GLaGw)|as  =2db
©=20 10 @=20
Wto
2db-0db=460 log 0 =  mwo=216rad/seg

* Calculo del margen de fase:

o

(J)lo
FASE[GLA(joio) | = —=90° — arctg — — arct
[ LA )] arctg 0 arctg 20

= MFo = 180°+FASE[Gra(joxo)] = ~2236°

El margen de fase del sistema resulta negativo, por o que el sistema es inestable.

(db)
40 , N S S e — T -90°
20 I I
' ooy \ " " i ' " " P
0 . R — ' 180
. ,
N\ ‘
N f s
AN
7N R A DU S N (Y20
20 \ . N ; 1 W\ 225
<
-40 5 1 — -2270
10 10 10

Frecuencia (rad/seg)

Fig. 2 Diagrama de Bode de la planta con control integral para k=50.

e) Disefio control proporcional-integral (PI) :

La nueva frecuencia de transicion del sistema compensado verifica :

180° + FASE[G(jax)]+ FASE[Gc(ja)|=MFd = FASE[G(je)]=-180° +10° +25° = ~145°
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La expresion de la fase de la planta es:

FASE[GLA(j(Dt)] = —arctg% - arctg% = =47 rad/seg

Para imponer que sea efectivamente la frecuencia de transicién se debe cumplir:
[GGon)|;, +|GeGen)|,, =0dB
A partir del diagrama de Bode:

28 db —|G(jax)| , =40 logg—g = [G(n)|,, =1316db =  |Ge(jen)|,, =—1316 db

Célculo de la posicién del cero del control :
0db—-(-1316 db)=20logumwx =  wo=455rad/seg

(%.55+ 1)
(db)

60 S S S S i D S S e

Ge(s) =50-

1 -45°

1-225°

20 ‘ . I S P

10° 10

1 2
10" precuencia (rad/seg) 10
Fig. 3 Diagrama de Bode del sistema compensado con un PI.

f) Para que los célculos efectuados sean vélidos se debe garantizar que la fase del control en la
frecuencia de transicién sea mayor que -10°,

s 47
FASE[Gc(jor)] = —90° — arctg— = 90— arctg—— = 5.53°
Wo 4.55
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Problema 2

Dadas las siguientes funciones de transferencia en lazo abierto de sistemas con realimentacién
negativa unitaria, tal como el que se muestra en la figura :

R(s) + - C(s) k k
Gi(s) - a) Gi(s) == b) G2(s) 2—2-(—_'_1;
- s s7-(s
k
¢) G3(s) = ———— d) G4(s)=—
s-(s+1)-(s+0.5) S
Fig. 1

El valor de k puede ajustarse en un margen de valores comprendidos entre 0.1<k<10. Se dispone de
redes de compensacion para estabilizar el sistema, en el caso de que lo precisen, en adelanto y en
retardo de fase, estando en ambos casos el polo y el cero espaciados una década. Disefiar la red de
compensacién mds adecuada en cada uno de los casos para lograr un margen de fase = 30°, obteniendo
el valor de k médximo (dentro de los limites preestablecidos) para el cual puede realizarse dicha
compensacién. Determinar la frecuencia de transicidn del sistema compensado.

Solucién :

a) Con Gi(s) no es posible realizar una compensacion en retardo de fase porque la fase de la planta es
de -180°. Y la fase que introducird un compensador en adelanto de fase es :

J1-a] [1-01] o
¢dm = arcsiny —— =arcsmL J=54.9

1+o 1+0.1

Luego la frecuencia de transicién :

|G1(jmt)[+201ogi=0db = |Gy (jen)|=-10db

Jou

verificdndose -180° + 54.9° > -180° + 30° con lo cual el sistema queda compensado para cualquier
valor de k; en concreto los valores de k y T deben validar la ecuacion:

—40log

1
+20logk =—-10db
JaT
b) La funcién G2(s) no es compensable en retardo de fase. La compensacién en adelanto de fase
ofrece el siguiente resultado :

MF, =MF; —¢m+ @ =30° —549° +5°=-199° =  ZG,(jow)=-1999°

—-180° —arctg mo =—-1999° = @Ww=0362
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Asintéticamente el valor de k es: 20logk —4010og0362=0db = k=0.131 , que es el valor de k

maximo para el que se puede realizar la compensacion.

La frecuencia de transicién resulta:

|Gz(j(m)}+201ogi=0db = |G2(jx)|=-10db

Jo

-40logax + 20logk=-10db = m=wm=0643 = T=4918
c) La funcién G3(s) se puede compensar en adelanto y en retardo de fase :
» Compensacidn en adelanto de fase:
Siguiendo pasos andlogos al caso anterior se obtienen los resultados siguientes :
MF, = MF; —¢m + @ =30° —549° +12° =-129° =  ZG,(jowo)=-1929°
luego : —90° — arctg o — arctg 20 =-1929° =  ww=09

o 0.
Asintéticamente el valor de k es: 20log 2k — 4010g0—§ =-6db = k=0.8119 , que es el valor de k

maximo para el que se puede realizar la compensacién.

La frecuencia de transicion resulta:

|G3(ja)|+20log—==0db = |G3(jw)|=-10db

1
Vo
. 1 :
20log 2k + 6 db ~|Ga(jw)| _, = 40 g~ = G5 (jw)|,_, =-17893
~60logax=10db-17893db = =om=137 = T=2.3082

¢ Compensacién en retardo de fase:

Z£G(jor) = —180° + MFd + 6 = —180° +30° +5° = —145°

luego : ~90° —arctgax — arctg 20x=—145° = =036

(V3
Por criterio : c=—= E = T=2777

1
T

G5 o) + 2010gé—= 0db = |Gs(jon)=20db

20 db-(20]ogk+6db)=2010g—(§)% = k=36085
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d) El sistema G4(s) tiene una fase de -270°, por lo que no es compensable ni en retardo ni en adelanto
de fase.

Problema 3

Se desea disefiar el compensador del sistema de la figura para satisfacer las siguientes
especificaciones:

1. Error estético de posicién del 5 %.
2. Margen de fase: MFd=45°,

Compensador PLANTA

Res) —»| D(z) -—»7 G(z) C(s)>
+ - T G(Z):

4757138107 .k - (2 +0.9512295)
(z—09512295) - (z — 0.9048374)

Fig. 1 Sistema de control.
a) Calcular k para obtener un error estatico de posiciéon del 5 %.

b) Deducir el periodo de muestreo sabiendo que el sistema sin compensador (D(z)=1), y con la k
calculada en el apartado anterior, presenta una respuesta transitoria con un tiempo de establecimiento
de 0.8 seg. a una entrada escalén.

¢) Calcular el mimero de muestras por ciclo de la respuesta transitoria a una entrada escalén (D(z)=1).

Sabiendo que la transformada bilinea! de la planta resulta:

~5.94.107% - (w +8001.667) - (w — 200)
(w+5)-(w+10)

G(w) =

d) Calcular el margen de fase y la frecuencia de transicién del sistema sin compensar.

e) Disefiar el compensador (D(z)) mediante el método que proporcione mayor frecuencia de transicién
para obtener un margen de fase de 45°,

Solucion :

a) Célculo de k para tener essp=5 %.

_l—essp_

kp 19; kp:lin%G(z)=19 = k=95
z—

Cssp

b) Cilculo del periodo de muestreo.
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Puesto que con D(z)=1 y k=95 la respuesta transitoria al escalén de entrada tiene ts=0.8 seg.

ts=i=0.8 = o0=35
o

Por otra parte, los polos en lazo cerrado en plano Z se encuentran en:

4.757138-107* -k -(z + 09512295) 0
(z - 09512295) - (z — 0.9048374)
=  212=090545% j-0.2895864

22 —18109-z +09037=0

Transformacion del plano Z al plano S:

e " . cos(adT) = 090545
~9T . sen(axdT) = 0.2895864

e " = [(0.90545)2 +(02895864)° = T=001

Ts = g0t -[cos(u)dT)+j-sen(u)dT)] = {
e

¢) Calculo del nimero de muestras por ciclo:

2895864
tg(wdT) = 9023—% odT = 0309551 = od =30955 rad / seg.
ws 2n/T
—= = 20.3 muestras por ciclo.
wd wd

d) Conociendo la-transformada bilineal de la planta se puede calcular el margen de fase y la frecuencia
de transicién del sistema sin compensar. Normalizando:

w w
19-(——~+1j-(1—ﬁ]
8001.667 200

Gw) = w w
(2ot (Z ]
5 10
Wwto

IG(jow)|,, = 2010g19~ 201og—152 =19575db = 19575 db-40log—

Frecuencia de transicion:

=0db = wwo=30858

Margen de fase:

R Wwto Wwto Wwto o
FASE[G(ju)wto)] =—arctg —arctg —arclg =-161.6
5 10 200

MFo = 180° + FASE[G(jowto)] = 18.4°

donde no se ha considerado el efecto en fase del cero en w=8001.667.

5. Diserio de sistem

e) Bl método ¢
Desfase maxin

¢m=MFa

Nueva frecuenc
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<+ | Sin compensar \_'

-45°

-90°

-135°

-180°

-225°

-260°
109 10! 102 103

Frecuencia (rad/seg)

Fig. 2 Diagrama de Bode del sistema compensado.

e) El método que proporciona mayor frecuencia de transicién es el de compensacién en adelanto.
Desfase maximo a introducir por el compensador :

Om=MFa— MFo+12° =45° —184° +12° =386° = send)mzi;—z = 0=02315

Nueva frecuencia de transicion :  20]og —= + IG( jmw‘)ldb =0db = IG( ij[)’db =-63542 db

1
Jou
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w 1 1
19.575dB + 6.3542 db = 40log% = w=444rad/seg Ww=-— = T = 2136

JaT

Compensador :
200- 2714 2136
21 ' ‘ 22136z — 17864
D(2)=432.- 212130 poy_ 4z, i :432.25535 z—1786
’ w9226 200-27L 1 9226 26-2-107.74
z+1
Problema 4

El disefio de sistemas de control con realimentacién en la industria se realiza empleando en mds
ocasiones los métodos de respuesta frecuencial que cualquier otro método. La razén principal es la
facilidad con que se puede usar la informacién experimental para propésitos de disefio.

De un sistema industrial Gnicamente se conoce su respuesta frecuencial a través de medidas
experimentales; esta respuesta frecuencial se representa en el diagrama de Bode de la figura siguiente:

40 HEHHNRA |
Médulo o L
0= = oy T s e g 000
20-. FE O O ) P !
W0F- - --135°
0
-10 - 180°
o T e
BOL - e et L4225
) e
-50 - : ;2700
107 10 10

Frecuencia (rad/seg)
Fig. 1

Para reducir la sensibilidad de este proceso industrial, se considera el sistema realimentado siguiente:

R(s) C
s) + oy (s) o

Fig. 2

Se desea controlar este sistema para lograr cumplir las siguientes especificaciones:

5. Disefio de sistema
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1. Error estacionario de velocidad < 20 %.
2. Margen de Fase de 45°.

A partir de respuesta frecuencial de G(s):
a) Indicar el valor del error estacionario de posicion. Razonar la respuesta.

b) Comprobar que se cumple la condicién de error estacionario de velocidad sabiendo que la fase de
G(jw) permanece valiendo -90° al disminuir la frecuencia por debajo de = 0.1 rad/seg.

Nota: Descomponer la funcién de transferencia como:

A(s) K.S—j'(l+%l)-..[l+%n)

o e ek

¢) Obtener graficamente el margen de fase del sistema.

Dado que el margen de fase es menor que el margen de fase deseado se plantea una compensacién en
serie:

R(s) + C(s)
| Ge(s) = G(s) —-

Fig. 3

d) Disefiar el compensador en retardo de fase para lograr el margen de fase deseado. (considérese un
remanente de fase introducido por el compensador de 5° en la frecuencia de transicion).

e) Disefar el compensador en adelanto de fase para lograr el margen de fase deseado.

El estudio de sistema de control en el dominio frecuencial permite interpretar ficilmente la
sensibilidad del error estacionario respecto variaciones de pardmetros del sistema. En concreto se
demuestra que el disefio para errores en estado estacionario aceptables, se puede considerar como la
colocacién de un limite inferior en una ganancia de frecuencia baja del sistema.

Por otra parte se deben considerar los efectos de ruidos y resonancias a alta frecuencia, para evitarlos

se debe mantener baja la ganancia a altas frecuencias. Por ello se consideran dos nuevas
especificaciones :

* Se deben reproducir (en lazo cerrado) entradas sinusoidales de hasta 1 rad/seg con un
error de amplitud < 12.5 % respecto a la amplitud de la sefial de entrada.

* Se deben atenuar (en lazo cerrado) entradas sinusoidales mayores a 30 rad/seg en la salida b
de una amplitud < 5 % de sus valores de amplitud de entrada.
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Una condicién "suficiente” para cumplir las especificaciones con respecto a las entradas senoidales es
que la grifica de médulo caiga fuera de las regiones sombreadas de la figura siguiente:

0 Magnitud (db)

101 102
Frecuencia (rad/seg)

Fig. 4

f) Comprobar que el sistema compensado en tetardo de fase no cumple con alguna de estas
especificaciones. Razonar la respuesta.

g) Comprobar que el sistema compensado en adelanto de fase no cumple con alguna de estas
especificaciones. Razonar la respuesta.

h) Disefiar el compensador en retardo de fase que permite obtener el mayor margen de fase posible
cumpliendo estas especificaciones. (Considérese un remanente de fase introducido por el compensador
de 5°en la frecuencia de transicion).

i) Disefar el compensador en adelanto de fase que permite obtener el mayor margen de fase posible
cumpliendo estas especificaciones.

Solucion :

a) Error estacionario de posicién : mediante la respuesta frecuencial se observa que la fase de G(jm) es
de -90° para o < 0.1 rad/seg, lo cual implica que la funcién de transferencia del sistema en lazo abierto
tiene un polo en origen que dard un caricter integrativo al sistema, responsable de la anulacién del
error estacionario de posicién.

5. Disefio de sister

Polo en origen;

b) Error estaci

Como no hay 1
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. 1
Poloenorigen = k, = llrr(; G(s)=o0 = ‘esp= . =0
5> p

b) Error estacionario de velocidad: la expresion del error estacionario de velocidad viene dada por:

essv:L = kv=lims~G(s)=]ims-l-&=]imé(s—)
k 5—0

v 550 8 B(s) s—0B(s)

(Hi)...(HL]
= i A(S) a ap

=lim—==I1limK-
s—0 B(s) s—0 S S
14— | 14—
by b,

Como no hay ninguna singularidad por debajo de 1 rad/seg, resultara que, asintSticamente, la ganancia
en =1 sera:

k =K

v

IG(jo) =20logK=20db = K=10

db, w=1

Nos ofrecen la curva real; asi pues, se debe verificar que la hipétesis asintética se verifica. Para ello
unicamente se ha de observar que entre w=0.1 rad/seg y =1 rad/seg hay efectivamente una diferencia
de 20 db's; de este modo se verifica que la aproximacién realizada es correcta.

El error estacionario de velocidad cometido sera:

kV=K=10 = essv=ki=10%<20%

v
Con lo cual se verifica el cumplimiento de la especificacién de error estacionario.

c) Para obtener grificamente el margen de fase del sistema se debe observar previamente la frecuencia
de transicién de la curva real de mdédulo del sistema en lazo abierto. Esto sucede para

0y = 6rad/seg y la fase obtenida es: FASE[G(jwro)] = —162° .

Margen de fase: MFo = 180°+FASE[G(j(Dto)] =18°

d) Se debe diseriar el compensador en retardo de fase para lograr el margen de fase deseado de 45°,
por lo que en primer lugar se ha de calcular el valor de la frecuencia de transicién del sistema
compensado (x). Para esta frecuencia se cumplira :

FASE[G(jor)] = —180°+MFd +5° = —180°+45°+5° = —130°

donde se ha considerado un remanente de fase, introducido por el compensador, de 5°.




340 Teoria de control. Disefio electrénico

Gréficamente se obtiene que para -130° la frecuencia es : ot = 3 rad/seg.

Para esta frecuencia se debe cumplir: IG(j(m)l ot ]Gc(j(ut)l 4 =0db.
Graficamente: ]G(j(x)t)' 4 =9db
9 db+|Ge(Gan), =0db; 20 logé =-9db = P=281838

Por criterio, se debe situar el cero del compensador una década por debajo de la frecuencia de
transicion, pues se ha considerado un remanente de fase de 5°.

1 o 1
we=—=-—=0.3rad/seg; wp =— = 0.1066
T 10 BT
{ s
" 03 1 s+0.3
Compensador de retardo: Ge(s) = = = .
1+ s 2.81838 s+0.1066
0.1066

e) Disefio del compensador en adelanto de fase para lograr el margen de fase deseado: se debe
calcular en primer lugar cudl es el desfase a introducir por el compensador en adelanto. Para ello se
considera una variacién de fase del sistema en lazo abierto de, aproximadamente, 12° al aumentar la
frecuencia de transicidn del sistema por efecto del propio compensador. Debido a que la fase tiende
ansintéticamente a - 270°, se debe considerar que el valor que adquirird serd importante.

-0 1-
0. = ME, — MF, +12°= 45°+ 18-12°239%, sen¢, = =% = o=— % _g975
1+a 1+sen¢,,
Frecuencia de transicién :
. . . 1
|G(jon)],, +|Ge(jar)],, = 0db; |GG, = 20 log—= = 643 db
Ja
Gréaficamente : |G( ju)t)| g =—043db = @ =9rad/seg
1 1 1
r=Om=——— = c=—=+0- o =4.2927rad/seg; wp=—"=18.869rad/seg
JaT T o T

S
+ 42927 1 s+4.2927

s 0.2275 s+18.869
18.869

1

Compensador en adelanto:  Ge(s) =

f) La compensacién en retardo disminuye la frecuencia de transicion del sistema, asi pues, es
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previsible que si la compensacién es un poco forzada (separacion entre el polo y cero del compensador
relativamente grande), la atenuacién producida sobre el médulo de la funcién de transferencia en lazo
abierto haga caer la ganancia en lazo abierto dentro de la zona no permitida a bajas frecuencias. Para
ello se debe calcular cual es la atenuacion producida por la red en retardo para la frecuencia en la cual
la ganancia del sistema en lazo abierto sin compensar es menor. Esta frecuencia es ® = 1 rad/seg.

Atenuacion producida por el retardo de fase en @ = 1 rad/seg : teniendo en cuenta que el cero y el polo
de la red compensadora se hallan por debajo de esta frecuencia, se puede decir que asintticamente la
atenuacién producida en o = 1 rad/seg serd :

|Ge(jox),, = 20logé— =-9db

Ganancia del sistema compensado en lazo abierto en w = 1:

|GLa(jox)|,, =20 dB-9db=11dB <169 db

donde 20 db es la ganancia del sistema en lazo abierto sin compensar, como se puede observar
graficamente. En conclusién, no se cumple la condicién de bajas frecuencias.

g) En cuanto a la compensacién en adelanto, sabiendo que ésta se caracteriza por aumentar la
frecuencia de transicién del sistema; es previsible que, para un desfase introducido relativamente
grande, la ganancia del sistema en lazo abierto compensado caiga dentro de la zona no permitida de
altas frecuencias. De este modo, para verificarlo, se debe calcular la ganancia introducida por la red
compensadora en adelanto a la frecuencia en la cual la funcién de transferencia en lazo abierto
presenta mayor ganancia, y esta frecuencia es w = 30 rad/seg.

Ganancia introducida por el adelanto de fase en @ = 30:

Observando que la frecuencia o = 30 estd por encima de las frecuencias del polo y del cero de la red
de adelanto; asintéticamente la ganancia introducida en o = 30 serd :

1
Ge(Gex)], =20 log—=12.86 db

Ganancia del sistema compensado en lazo abierto en @ = 30:

|GLa(jox)| , = —32 db+12.86 db = ~19.14 db > -25.57 db

donde -32 db es la ganancia de sistema en lazo abierto sin compensar, que se obtiene grificamente. En
conclusién, no se cample la condicién de altas frecuencias.

h) Dadas las especificaciones iniciales, no es posible lograr una compensacién idénea en retardo de
fase; para cumplir el margen de fase deseado, no se puede cumplir la condicién de ganancia a bajas
frecuencias, de este modo se tiene un compromiso entre ambas especificaciones. La solucién tomada
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en este ejercicio es la de dar prioridad a la precisién (en este caso medida como variaciones de
ganancia a baja frecuencia) sobre la estabilidad (medida a partir del margen de fase del sistema). Con
este criterio se debe disminuir la atenuacién producida por la red en retardo para cumplir la condicién
de bajas frecuencias, lo que causa un acercamiento de polo y cero de la red y, en conclusién, un
aumento de la frecuencia de transicién y una disminucién del margen de fase sobre el caso idéneo.

Se tiene el mayor margen de fase posible cuando se consigue la mdxima atenuacién posible mediante
Ia red en retardo de fase. La maxima atenuacidn posible de esta red es :

. 1
[Gc(,m[)}du oy =—20db+169db=-3.1db = 20log B =-31db = [=1.4289

Cilculo de la frecuencia de transicion :

Gwn)|,, +[GeGan)],, =0db = [GGan)|,, =3.1db

Graficamente se observa que la frecuencia de transicién es : o=4.5rad/seg.

Se debe considerar que el cero del compensador se halla una década por debajo de la frecuencia de
transicion :

1 o 1
wc=—=—=045rad/seg; =—=03149
T 10 BT
: S
" 04s 1 5+045
Compensador en retardo : Ge(s) = ) =
45 142895+03149
0.3149

Calculando el margen de fase obtenido :
FASE [G(jur)] = -150° (grdficamente) = MF =180°+FASE [G(jux)]~5°= 25°

i) En este caso no se puede cumplir simultineamente las especificaciones de ganancia a altas
frecuencias (necesaria para eliminar ruido) y de estabilidad (calculada a través del margen de fase);
siguiendo el mismo procedimiento que en el caso anterior, se tiene un acercamiento entre cero y polo
de la red compensadora en adelanto (necesario para que la ganancia introducida a altas frecuencias
disminuya) que provoca un desfase introducido menor y, en conclusién, causa una disminucién de la
frecuencia de transicién y del margen de fase sobre el caso idéneo.

El mayor margen de fase posible se consigue cuando se tiene la mdxima ganancia permitida en la red
en adelanto de fase :

|Ge(jan)|,, =—2557 db+32db=6.46db = 20logé =643db = a=047698
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Calculo de la frecuencia de transicidn:

IG(jen), +[Ge(jen)|,, =0db = |GGan)|, = ~20log—— = ~3215 db

o

Grificamente la frecuencia de transicidn es: @x = 7 rad/seg.

1 1
O =0m=——— = c=-—=+/0-0=48344rad/seg; wp=——=10135rad/seg
JoT T ol

S

I+
1 s+4.8344
Compensador en adelanto:  Ge(s) = 48344 _ .
1+ s 047698 s+10.135
10135

Calculando €l margen de fase obtenido :

FASE[G(jm)] = ~168° (graficamente) =~ MF = 180°+FASE[G(jex)] + ¢m

sen om = 1—_—9 = ¢m=2074° MF=180°+FASE|[G(jer)]+ ¢m = 180°—168°+20.74°= 32.74°
+a

Problema 5

En la figura 1 se muestran el esquema de control, y su diagrama de bloques correspondiente, de un
depdsito de agua. Debe observarse que, con el objetivo de mejorar la estabilidad relativa del sistema y
eliminar el error en estado estacionario de posicién, se ha utilizado un control proporcional-integral.

h: nivel del liquido.
ge: caudal de entrada.

gs: caudal de salida.

En las figuras 2 y 3 se trazan los diagramas de Bode del sistema en lazo abierto para las situaciones:

¢ Sistema sin control PI: Ge(s)=1.

¢ Sistema con control PI: Ge(s)=kp+kifs.

Accionador: conjunto de bomba y motor que alimenta al depdsito.




344 Teoria de control. Disefio electrénico

Orificio de Salida
0.002
Control PI Accionador | ags
qe h(t)
Ge(s) (5v+1)0(:520s+1) . W
Sefial de - . .
Referencia Depdésito
Fig. 1
60 T T S S S S T 0°
- -45°
- - -90°
H-135°
: R — o - 180°
-30 y L " '-1202"
10 10 10 Frecuencia (rad/seg) 10

Fig. 2 Diagrama de Bode del sistema de la figura 1 sin control.

a) Determinar para ambas situaciones:
a.1) El error en estado estacionario ante una entrada de referencia escaldén unitario.

a.2) El margen de ganancia y el margen de fase; asi como las frecuencias de paso por -180° y 0 db,
respectivamente.

b) Calcular los pardmetros kp y ki del control proporcional-integral utilizado.
¢) Dibujar el diagrama polar para las dos situaciones, para ello rellenar la tabla 1.

d) Dibujar el diagrama de Nyquist para ambos casos, aplicando posteriormente el criterio de Nyquist.
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w IG(GW)|gp | Fase[GGwW)] | Re[G(Gw)] | Im[G(w)]
0.0001
0.0005
0.001
0.005
0.01
0.05
0.1
Tabla 1
- -90°
“q-113°
L 4-135°
] -158°
S |10
-30 - ‘ \‘;202.5"
10 10

A continuacidn, se desea estudiar el efecto de la vélvula del caudal de entrada sobre la respuesta del
sistema. Dicha vdlvula posee Gnicamente dos posiciones presentando la caracteristica de un relé sin
histéresis, proporcionando el diagrama de bloques que se muestra en la figura 4.

Serial de
Referencia
r(t) +

Fig. 3 Diagrama de Bode del sistema de la figura 1 con control Pl.

0 Frecuencia (rad/seg)

Orificio de Salida
0.0021* 7
Control Pl Accionador Vilvula s
0.2 0.02] qe 1 h(t)
Ge(s) s+1)(50s+1) | | —10.02 Ss
Depdsito
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Se define la funcién descriptiva de un elemento no lineal como la relacién que existe entre una sefial
senoidal en su entrada y el primer arménico (arménico fundamental del desarrollo en serie de Fourier)
que se obtiene a su salida, como se muestra en la figura 5.

Armonico fundamental

de la salida.

M .
Asenwt Msen(wt+0) Funcién descriptiva: N(A)=—- el

Fig. 5

Serial de entrada

AWA i
VAV —s

En el caso de un relé sin histéresis la funcién descriptiva

4 Senal de satida

resulta:
t N( A) — 27
L L] L T-A
o Primer arménico de la salida Debe notarse que la funcién descriptiva es funcién de la
/N /\ amplitud de la sefial senoidal a la entrada del elemento no
ARV lineal (A).

Fig. 6

Sabiendo que el resto de armdnicos generados por el elemento no lineal son filtrados por el sistema de
control permitiendo el diagrama de bloques de la figura 7 en régimen permanente senoidal.

+ Asenwt h(t)
Ge(jm) Gi(jw) N(A) Gz (jow)

Ref=0

Fig. 7

e) Determinar la funcién de transferencia en dominio frecuencial HGjw)/R(jw). Determinar la ecuacién
caracteristica del sistema en dominio frecuencial.

) A partir del diagrama polar del sistema con control proporcional-integral :

f.1) Representar en dicho plano la funcién F(A)=-1/N(A) para A=0.001, 0.002, 0.003, 0.004.
(d=0.02)

5. Disefio de sister

1.2) Det
amplitu;
respues:

g) (En esta sit
Solucion :

a.l) La determ
diagrama de B’
de transferenci
10‘4, de este nn
se tiene un er,
conclusién a pi

Por otra parte,
como bien ind
(adicién de un -

a.2) Para obter:
180°y O db, 1
realizar la tabl:

Frecg
Marg'

Freci

Marg
b) Célculo de |

Para resolver ¢
por debajo de
este modo se
atenuacion es i




5. Diserio de sistemas de control en el dominio frecuencial 347

f.2) Determinar el punto de interseccién entre el diagrama polar y la funcién F(A). Calcular la
amplitud (A) y la frecuencia de la oscilacién generada por el relé sin histéresis. Razonar la
respuesta.

2) (En esta situacion, qué tipo de accién de control seria la mas idénea?. Razonar la respuesta.
Solucién :

a.1) La determinacién del error estacionario para el sistema sin control puede resolverse a partir del
diagrama de Bode proporcionado; para ello dnicamente debe observarse que el médulo de la funcién
de transferencia en Lazo Abierto permanece constante e igual a 40 db para frecuencias por debajo de
10‘4, de este modo el valor de kp=100, lo cual proporciona un error de esspzl/(1+100)z0.01, esto es,
se tiene un error estacionario del 1%, aproximadamente. Obviamente, se puede obtener la misma
conclusion a partir de la funcién de transferencia en lazo abierto:

02
kp = lim =100
s—0 (58+1)(50s+1)(5s+0.002)
1 1
Cssp=—"——=—""—"=
I+kp 1+100

Por otra parte, el error estacionario de posicién al introducir el control proporcional-integral es nulo,
como bien indica el enunciado del problema, dado el cardcter integrativo que se introduce al sistema
(adicién de un polo en origen en la funcién de transferencia en lazo abierto).

a.2) Para obtener el margen de ganancia y el margen de fase, asi como las frecuencias de paso por -
180° y O db, respectivamente, tinicamente debe observarse los diagramas de Bode proporcionados y
realizar la tabla siguiente:

Sistema sin control PI | Sistema con control PI
Frecuencia de paso por 0 db. | 0.025 rad/seg 0.014 rad/seg
Margen de Fase. 34° 48°
Frecuencia de paso por -180° |[0.065 rad/seg 0.06 rad/seg
Margen de Ganancia. 15db 22 db

b) Célculo de los pardmetros kp y ki del control proporcional-integral utilizado:

Para resolver este apartado debe recordarse que el control proporcional-integral se encuentra siempre
por debajo de la frecuencia de transicién del sistema compensado (en este caso wt=0.014 rad/seg). De
este modo se puede observar en esta frecuencia cudl es la atenuacién que introduce el control PI; dicha
atenuacion es igual a 8 db, con lo que se obtiene :

20logkp=—-8db = kp=04
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Por otra parte, debe verificarse cual es el remanente de fase introducido por el control PI sobre la
frecuencia de transicién, observando que es, aproximadamente, de unos 8°, con lo cual puede
considerarse que el cero introducido por la red compensadora se encuentra una década por debajo de
la frecuencia de transicion:

g
= _000l4rad/seg = ki=56-107"
kp 10

En conclusidn, la red compensadora PI es:
56-107
Ge(s)=04+——
S

c) Para trazar el diagrama polar es necesario medir médulo y fase en el diagrama de Bode y expresar
el complejo en parte real y parte imaginaria (lineal).

Observando en diagrama de Bode para el sistema sin control PI se obtiene la siguiente tabla :

w |G(jw)[db Fase[G(Gw)] | Re[G(Gw)] | Im[G(GwW)]
0.0001 40 Co-14° 97 -24.2
0.0005 36 -54° 37 -51
0.001 32 -70° 13.6 -37.4
0.005 18 -101° -1.5 -7.8

0.01 12 -115° -1.7 -3.6
0.05 -10 -170° -03 -0.05
0.1 -23 -194° -0.07 0.02

Con el control PI se obtiene la siguiente tabla :

w IGGW)|gp | FaselGGw)] | RelGGw)] | ImIG(w)]
0.0001 60 -101° -190 981
0.0005 38 -1240 44 -66
0.001 28 -1280 -15.5 -19.8
0.005 10 -1180 -0.47 0.9

0.01 3 -1240 0.8 -1.17
0.05 20 -170° 0.1 0.017
0.1 -32 -1940 -0.024 -0.006

En las figuras 8 y 9 se muestran los diagramas polares obtenidos.
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Eje imaginario
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Fig. 8 Diagrama Polar del sistema sin control.
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Fig. 9 Diagrama Polar del sistema con control PI.

d) Para trazar el diagrama de Nyquist debe trazarse el simétrico del diagrama polar respecto al eje real,
asf como realizar una semicircunvalacién de radio infinito en sentido horario debido al polo en origen
introducido por el PI en lazo abierto.
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Fig. 10 Diagrama de Nyquist del sistema sin control PL.

e) Se desea es

_ lineal; para e
% como la ecuac

= S
E [~ RN 1 |
O ———

T U S 4 Ref=0

______________ 1 Funci6n de tre

Py e
’3_3 ; j 0 1 2 3 Ecuacién caras

Eje real

1+Ge(ja
Fig. 11 Ampliacion del diagrama de Nyquist del sistema con control PI alrededor de -1+ jO . )
Aplicando el criterio de Nyquist, se determina la estabilidad absoluta; observando que no existe ) A partir del:
ningtn rodeo al punto -1+j0 en el diagrama de Nyquist, siendo, de este modo, ambos sistemas .
estables, como era de prever, a partir del margen de fase y margen de ganancia obtenidos f.1) Re
(d=0.0:

anteriormente.
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08F - - - - - - ------ / ......... ........ ]

06F -~ - - - ] S e e ]

Eje imaginario

04F - - - - - - RIS R ! LTI .

S I S S B N

Eje real
Fig. 12 Diagrama de Nyquist del sistema sin control P1L.

e) Se desea estudiar el efecto sobre la respuesta del sistema de la adicién al mismo de un elemento no
lineal; para ello debe obtenerse la funcién de transferencia en dominio frecuencial H(jw)/R(jw), asi
como la ecuacién caracteristica del sistema siguiente :

+ Asen @t h(t)
Ge(jw) Gi(jw) > N(A) G2(jw)

Ref=0

Fig. 13
Funcién de transferencia en lazo cerrado:

C(jw) __ Ge(jo)-G1(jw)-N(A)-G2(jw)
R(jm) 1+Ge(jo)-G1(jo)-N(A)-G2(jm)

Ecuacioén caracteristica:

1+ Ge(j0) - G1(jw)- N(A)-G2(jo) =0 = 1+GLA(j0)-N(A)=0 = Gux(jm):—W

f) A partir del diagrama polar del sistema con control proporcional-integral :

f.1) Representar en dicho plano la funcién F(A)=-1/N(A) para A=0.001, 0.002, 0.003, 0.004.
(d=0.02).
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Para estos valores se puede formar la siguiente tabla:

A=0.001 A=0.002 A=0.003 A=0.004

F(A) -0.0322 -0.07854 -0.1178 -0.15768
1 T-A
donde : FAy=———=———
N(A) 4.8

Como conclusidn, se puede indicar que el trazado de F(A) en el plano corresponde al semieje real
negativo, obteniendo diversos valores en funcién del pardmetro A,

£.2) De este modo, el punto de interseccién entre las dos curvas corresponde a la solucién de la
ecuacion caracterfstica, obteniendo de este modo una respuesta oscilatoria de amplitud A y frecuencia
de oscilacién propia del punto del diagrama polar. El cdlculo del punto de interseccién es muy simple
porque, al encontrarse sobre ¢l eje real, puede obtenerse a partir del margen de ganancia:

MG=22db = ! =00794 = F(A)=-00794 = A =0.002022

MG(lineal)

La frecuencia de oscilacién es w=0.06 rad/seg (frecuencia a la cual se mide el MG).

£) En conclusidn, dada la aparicién de una no linealidad, no es util 1a adicién al sistema-de una accién
integradora, porque la respuesta final contiene una componente oscilatoria; de este modo es preferible
la utilizacién de un control proporcional-derivativo ya que proporciona una buena estabilidad relativa
y una mayor velocidad en la respuesta temporal.
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6. Realizacion electronica de sistemas de control

En este capitulo se pretende abordar la forma de llevar a la practica todos aquellos conceptos que se
han estudiado en los capitulos anteriores acerca del disefio de los distintos sistemas de control, es
decir, se dard una perspectiva general de la tecnologia propia de los sistemas electrénicos de control.

Para realizar este estudio se ha tratado de evitar descripciones demasiado detalladas de los
componentes en constante evolucién, y también se ha tratado de demostrar que un mismo problema
puede resolverse por distintos procedimientos. Asi pues, si bien se han analizado los desarrollos més
adecuados a las técnicas modernas (electrénica digital, instrumentacién virtual, etc.), tampoco se han
olvidado las técnicas m4s cldsicas, como puedan ser las técnica\sgnalégicas.

6.1 Circuitos analégicos ]

6.1.1 Introduccién

Existen diversas posibilidades de llevar a cabo un sistema de control mediante electrénica analdgica,
ya sea mediante complejos circuitos a base de transisiores y componentes discretos, o bien, mediante
circuitos integrados disefiados especificamente para llevar a cabo una accién de control.

En este apartado se analizarid un caso intermedio, es decir, no bajaremos al nivel del transistor, ni ‘
estudiaremos circuitos integrados especificos, sino que los sistemas de control que se veran, estaran '
disefiados de forma sencilla y serdn de simple construccidn. Para ello se hard uso de las caracteristicas
del amplificador operacional, un componente formado a base de diversas etapas de transistores y de
uso muy extendido, por lo que su precio es moderado, ademds de ser de uso sencillo en el disefio de
circuitos, comparado con los circuitos formados por transistores discretos. '

Este amplificador se denomina operacional, ya que puede utilizarse para realizar diferentes
operaciones con las sefiales eléctricas (adicidn, derivacién, integracién, ..), pudiendo servir
igualmente como amplificador de un sistema de control.

6.1.2 El amplificador operacional

Un amplificador operacional es un amplificador diferencial de corriente continua que posee una
elevada ganancia. Su uso es habitual en configuraciones de circuitos que disponen de caracteristicas
determinadas por redes externas de realimentacion.
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La funcién de transferencia de cualquier circuito electrénico es, como ya se vio en capitulos
anteriores, la relacidén entre la funcién de salida y la funcién de entrada. Para un amplificador de
tension, la funcién de transferencia o ganancia viene determinada por la expresién:

Vo

A, =—
VoV

6.1)

La mejor aproximacién para el disefio de circuitos es suponer que el amplificador operacional es ideal,
lo que permite realizar el cdlculo de la funcién de transferencia de forma mucho mds sencilla. Con
posterioridad al disefio inicial, se deberan comprobar las caracteristicas no ideales del amplificador
operacional para determinar como afectan al circuito. Si los efectos no son importantes, el disefio
estard completo; en otro caso, se necesitara realizar un disefio adicional.

La figura 6.1 representa el circuito equivalente simplificado de un ampliador operacional (AO). El
modelo consiste en una impedancia de entrada Ry conectada entre dos terminales de entrada V, y V,.
La etapa de salida estd formada por una fuente de tensién controlada en serie con una resistencia de
salida R, conectada al terminal de salida. La diferencia de tensién entre los dos terminales de entrada
provoca un flujo de corriente a través de Ry. La tensién diferencial es multiplicada por A, la ganancia
del AO, para generar la tension de salida.

Fig. 6.1 Circuito equivalente de un amplificador operacional (AO)

Pura simplificar los célculos de disefio, deberemos asumir las siguientes caracteristicas para un
amplificador operacional ideal:

- Ganancia en lazo abierto = oo

- Impedancia de entrada Ry = o

- Impedancia de salida R, =0

- Ancho de banda = oo (respuesta en frecuencia infinita)

-V, =0cuando V| = V; (tensién de salida sin offset)

Esta dltima caracteristica es muy importante. La figura 6.1 muestra que V, - V| = V/A. Si V, es finita
y A es infinita (tipicamente 10°), entonces V, - V; =0 y Vi = V,. Ya que Ry, la impedancia diferencial
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entre V| y V,, es elevada, y V| = V,, es posible despreciar la corriente en Ry. Estas dos suposiciones
son muy utiles en el disefio de circuitos con amplificadores operacionales. Podemos resumirlas en dos
reglas basicas:

- Regla 1: Cuando el amplificador operacional trabaja en su zona lineal, las dos entradas presentan
la misma tensién (caracteristica de cortocircuito virtual).

- Regla 2: No existe circulacidn de corriente a través de los terminales de entrada al AO.
. -

Cuando los AO se represcntan en diagramas circuitales, no se utiliza el simbolo de la figura 6.1, sino
el que podemos observar en la figura siguiente.

Fig. 6.2 Stmbolo circuital del amplificador operacional

6.1.3 Circuitos basicos con amplificadores operacionales

En los apartados siguientes supondremos que el amplificador operacional es ideal, lo que nos permitiré
obtener una serie de circuitos dtiles. En muchos de los circuitos, los amplificadores operacionales se
utilizan en configuraciones de lazo cerrado. Las redes de realimentacién del AO reducen la ganancia y
afiaden al operacional caracteristicas muy ftiles.

6.1.3.1 Amplificador inversor

La figura 6.2 muestra el circuito amplificador inversor basico. Este circuito se usa en una gran
variedad de aplicaciones, incluyendo la instrumentacidn. La impedancia de realimentacién, en este
caso Ry, permite que el amplificador inversor disponga de un ancho de banda amplio y una impedancia
de salida reducida.

Resulta sencillo calcular la ganancia o funcién de transferencia de este circuito, ya que, como hemos
considerado en la regla 2, por las lineas de entrada al AO no circula corriente, luego la entrada no
inversora estd a un potencial de 0 V. Por la regla 1, o del cortocircuito virtual, la entrada inversora
debe tener también un potencial de O V, asi que, a efectos prdcticos, el terminal inversor estd
conectado a masa.




356 Teoria de control. Disefio electrénico

o
.+.
—]
+
Vi
Vo

i

Fig. 6.3 Circuito inversor bdsico

La ley de Kirchoff indica que la suma de todas las corrientes entrantes y salientes de una unién debe
ser cero. Por la regla 2, no existe corriente entrante al AQ, luego:

li+Ir=0 = li=-Ir (6.2)

Ya que la parte derecha de R; estd a potencial de masa (0 V), y la parte izquierda estd a Vi, por la ley
de Ohm, Ii = Vi/R,. Utilizando el mismo razonamiento, Ir = Vo/R;. Sustituyendo estos valores en la
ecuacion (6.2) obtenemos:

Vi Vo Vo Ry

Yo, Yo (6.3)
R2 R1 Vi Rz

El circuito, como vemos, invierte la sefial de entrada, y la ganancia del amplificador inversor es por
tanto -R; /R,.

El rango de comportamiento lineal del circuito viene determinado por las tensiones de alimentacién.
La figura 6.4 muestra que el circuito se satura para una tensién de alimentacién de +15 V cuando Vo
excede la tensién de saturacion Vs, que es tipicamente de +13 V.

4 Vo
T+Vs

-Vs

Fig. 6.4 Caracteristica entrada-salida del inversor
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Cualquier incremento en Vi no provoca ningtn cambio en la salida. Para la mayoria de amplificadores
operacionales, la variacién maxima de la tensién de salida dentro de la zona lineal es alrededor de 4 V
menor que la diferencia entre las tensiones de alimentacién.

——

La impedancia de entrada del amplificador inversor es normalmente baja. Ya que el terminal inversor
estd esencialmente a masa, la impedancia de entrada vista por la sefial es R,. Incrementando R, la
impedancia de entrada puede aumentarse, pero esto redunda en una disminucién de la ganancia
disponible. La ganancia puede elevarse aumentando R;, pero existe un limite practico del valor
méximo de R;.

6.1.3.2 Amplificador no inversor

La figura 6.5 muestra el segundo circuito bdsico del AO, el amplificador no inversor. Por la regla 1,
tenemos Vi tanto en la entrada no inversora como en la inversora. Por la regla 2, Ir debe circular a
través de R, hacia masa, ya que el AO no puede absorber corriente. Por la regla del divisor de tension:

R,V R{+R R
Vie —2Y0 ng._l—zzl+_L (6.4)
Rl +R2 Vi Rz R2

Vie

Fig. 6.5 Amplificador no inversor

En el amplificador no inversor, la ganancia del circuito es positiva y siempre mayor o igual que 1, y la
impedancia de entrada es muy elevada, aproximadamente infinita.

Vi +

——o Vo

Fig. 6.6 Amplificador de ganancia unidad o seguidor de tension
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Si en el amplificador no inversor suponemos la resistencia R, infinita y Ry = 0, el circuito se reduce al
de la figura 6.6. Por la regla 1, Vi debe ser la tensién que tengamos en la entrada inversora, que estd
conectada directamente a Vo. De esta forma Vo = Vi, con lo que la tensién de salida sigue a la de
entrada.

6.1.3.3 Amplificador sumador

Un inversor, por las caracteristicas del AO, puede sumar diversas tensiones de entrada. Cada entrada
puede conectarse a la entrada inversora a través de una resistencia de ponderacion.

””_L ) +1

Fig. 6.7 Amplificador sumador

La figura 6.7 representa un amplificador sumador bdsico. Como en el amplificador inversor, la tensién
en la entrada inversora debe ser igual a cero, ademds de que la corriente entrante al AO debe ser nula.

De esta forma:
Ir=Li+L+..+1
Teniendo en cuenta que:

Vv Vv v
I :——1; I, =—2; ey I == (6.5)
R4 R,

Ya que la entrada inversora estd a tensién cero, Vo = -Rr-Ir. Por sustitucién:

VI V2 Vn
Vo=-R, | —+—+.+— (6.6)
R Ry Ry

La resistencia de realimentacién Rr determina la ganancia global del circuito. Las resistencias Ry, Ry,
..» Ry, determinan los factores de ponderacién y las impedancias de entrada de los respectivos canales.
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6.1.3.4 Integrador

El integrador es un circuito electrénico que genera una salida proporcional a la integral de la sefial de
entrada. La figura 6.8 muestra un integrador analégico simple. El condensador C esta conectado entre
la entrada inversora y la salida. De esta forma, la tensién en bornes del condensador es ademads la
tension de salida.

C

] 1
11

+o

Fig. 6.8 Integrador analdgico

La tensién en bornes de un condensador viene determinada por la expresion:
1t
v, :Ejolc(t) dt + vie (6.7

donde i. (t) es la corriente a través del condensador C, ¢ es el tiempo de integracién y vi. es la tensidén
inicial del condensador. Para Vi positiva, Ii = Vi/R. Dado que Ir = Ii y debido a la inversién:

-1t
Vo=—| Vidt 6.8
®C X (6.8)

Esto demuestra que Vo es igual a la integral negativa de la tension de entrada, en el intervalo de
integracion, escalada por un factor de ganancia 1/RC.

Si realizamos la transformacién de Laplace de la expresién (6.8), suponiendo condiciones iniciales
nulas, podremos obtener la funcién de transferencia de este circuito.

Vo(s) _ -1

- 6.9
Vi(s) RCs ©9)

6.1.3.5 Derivador

El amplificador derivador ofrece una sefial de salida proporcional a la variacién temporal de la sefial
de entrada. La figura 6.9 nos muestra un circuito derivador simple, donde la corriente a través del
condensador viene determinada por la expresion:
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dv; (v

1,()=C (6.10)

Si dVi(t)/dt es positiva, L(t) circula a través de R en una direccién tal que genera una tensién Vo
negativa. De esta forma:
dv;(t)

Vv =~-RC— 6.11
MU " (6.11)

Fig. 6.9 Circuito derivador

Si ahora realizamos la transformada de Laplace de la ecuacién (6.11), suponiendo condiciones
iniciales nulas, podremos obtener la funcién de transferencia de este circuito.

Vo (s) _

o ~RCs (6.12)

6.1.4 Sistemas de control con amplificadores operacionales

En el apartado anterior se ha demostrado la capacidad del amplificador operacional para llevar a cabo
toda una serie de funciones anal6gicas con las sefiales. Esta versatilidad de acci6n, nos proporciona un
medio sencillo de implementar los sistemas de control que hemos podido estudiar a lo largo de los
capitulos anteriores.

6.1.4.1 Control proporcional

Aprovechando la caracteristica del amplificador inversor que se ha visto en el apartado 6.1.3.1, es
posible implementar un control de tipo P, ya que, como recordaremos, su funcién de transferencia no
€s mAas que una constante.

M(s) -K
E(s)

(6.13)
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La funcién de transferencia de un amplificador inversor s, como podemos comprobar por la ecuacién
(6.3), una constante determinada por la relacién entre la resistencia de realimentacién R, y la
resistencia de entrada R;. El ajuste de la constante de proporcionalidad K del control P podria llevarse
a cabo facilmente variando la relacién entre las resistencias del amplificador.

Vemos que, segln (6.3), existe una inversién de signo de la sefal de salida con respecto a la de
entrada. Esto puede ser ficilmente solucionado mediante la incorporacién de una segunda etapa
amplificadora inversora, pero con sus resistencias ajustadas a una ganancia unidad, como se puede
observar en la figura siguiente. La doble inversién de signo implica que la sefial de salida tendré el
mismo signo que la de entrada.

Verr

Fig. 6.10 Control proporcional

El circuito de la figura 6.10 tendrd como funcién de transferencia:

Ym() _ Ry

=K 6.14
Verr (S) R2 ( )

6.1.4.2 Control proporcional-integral

El control proporcional-integral, como ya se vio en el tema 3, estd formado por la unién de la accién
proporcional y la accién integral.

En los apartado anteriores se ha demostrado que es posible conseguir ambos tipos de acciones
mediante amplificadores operacionales: la accién integral, mediante un integrador analdgico, vy la
accién proporcional, mediante un amplificador inversor.

Para unir ambas acciones, se puede hacer uso del circuito sumador visto en el apartado 6.1.3.3, que,
como demuestra la ecuacién (6.6), ofrece a su salida una sefial producto de la suma ponderada de
todas las sefiales de entrada.

En la figura 6.11, podemos observar una configuracién tipica de este control.
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Verr

Fig. 6.11 Control proporcional-integral

En el circuito de la figura anterior, la funcién de transferencia viene dada por:

Vi (5) :_133_.,:14_ 1 }:K.I:H_L:l (6.15)
Ver (80 Ry RyCs Tis

donde la constante de tiempo integral Ti = R;C.

Como vemos, la ecuacion (6.15) se corresponde con la funcién de transferencia de un control PI, tal y
como se vio en €l tema 3,

Hay que hacer notar que, en este caso, no ha sido necesaria una segunda etapa inversora para
compensar el cambio de signo de los amplificadores que constituyen las etapas integral y proporcional,
ya que el propio sumador provoca una segunda inversién de signo.

De la misma forma, y haciendo uso de una etapa derivadora en lugar de una integradora, podria
construirse un control de tipo proporcional-derivativo, y si combinamos las tres etapas, un control
PID.
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6.1.4.3 Detector de error

El detector de error es un dispositivo encargado de generar una sefial de error e(t), resultado de la
diferencia entre la sefial de referencia r(t) y la sefal realimentada de la salida. Esta sefial de error e(t)
serd la que inyectemos al control para obtener la accién de control m(t) adecuada que corrija dicho
error.

Mediante el uso de amplificadores operacionales, resulta sencillo llevar a cabo la construccién de un
detector de error, como podemos observar por la figura siguiente.

\C MWV
Vref e 'VW\'

L

Fig. 6.12 Detector de error

A partir de la regla 2, es posible asegurar que no va a circular corriente hacia el AO por su entrada no
inversora, luego la tensién en este punto vendra determinada por el divisor de tensidén que existe entre
Vier y masa.

R Vref

Vi=v . — =
e R+R 2

(6.16)

Por la misma razén, la tensién en la entrada inversora dependerd tnicamente delas tensiones V. y V.

_ R R V., V
V=V, — 4V =_C& e 6.17
CR+R T R+R 2 2 (6.17)

Haciendo uso de la regla 1, que implica un cortocircuito virtual, las tensiones en la entrada inversora y
la no inversora deben ser iguales, asi que, igualando (6.16) a (6.17) obtenemos:

Verr = Vier = Ve (6.18)

Este detector de error puede utilizarse, conjuntamente con los controles adecuados, para cerrar el lazo
en un sistema de control completo, como puede verse en la figura 6.13.
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6.1.5 Aplicaciones no lineales de los amplificadores operacionales

Hasta el momento hemos trabajado con los amplificadores operacionales bajo el supuesto de que
operaban en su zona lineal, ademds de bajo condiciones de idealidad.

En apartados anteriores se ha comentado que los AO disponen de una zona de saturacién cuyo limite
vendrd impuesto por las tensiones de alimentacién. Estas zonas de saturacion, lejos de resultar
problemaéticas, pueden ser convenientes para el disefio de algunos tipos especiales de control.

6.1.5.1 Control si-no

Un control si-no o todo-nada estd formado bisicamente por un comparador. Este es un circuito que
compara dos tensiones de entrada y genera una salida relativa al estado de los dos terminales de
entrada. La figura 6.14 (a) muestra un circuito comparador bisico.

AVo
+Vs

Vref
e

Vi

(a) (b)

Fig. 6.14 (a) Comparador simple. (b) Caracteristicas de transferencia

Dado que no existe impedancia de realimentacién, el AO opera en lazo abierto. Una entrada puede
conectarse a un potencial de referencia, mientras que la otra es la entrada’ desconocida. La salida del
comparador indica si la sefial de entrada incégnita estd por encima o por debajo del nivel de
referencia. En la figura 6.14 (a), la tensién de referencia estd conectada a la entrada no inversora,
mientras que la sefial a comparar se aplica a la entrada inversora. Cuando Vi > Vref, la tensién de
salida Vo pasa a ser -Vs, la tensién negativa de saturacién. En cambio, para Vi < Vref, Vo = -Vs.
Siempre es posible intercambiar las entradas para invertir las salidas.

Una posible aplicacién de este tipo de control es como termostato en un sistema de calefaccion.
Mediante la conversién temperatura-tensién adecuada, podemos comparar la temperatura ambiente
con una temperatura de referencia. Si la temperatura ambiente se encuentra por debajo de la de
referencia, el estado del comparador cambia, activando la calefaccién. En caso contrario, deberd
desactivarse.
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6.1.5.2 Control si-no con histéresis

Un problema que existe con los controles si-no simples, es que, si Vi es una sefial ruidosa, Vo
fluctuard rdpidamente entre +Vs y -Vs. Una solucién a este problema es la introduccién de una
realimentacién positiva mediante la conexion, a través de una resistencia, de la salida con la entrada no

inversora.
A Vo Vref_;_w
+Vs - R R,
Vio— > T
oV, o
+ 0 Vref 1 Vi
-Vs <
Veeto—AAM, AV
Rz R
+ .
Vref. (Vs+Vref)R,
RtR,
(@) ®

Fig. 6.15 (a) Comparador con histéresis. (b} Caracteristicas de transferencia

Si suponemos como estado inicial Vo = +Vs, esto implica que V' > V™.

Vs— Vit )R
R, R, | = Vi<V Vs Vier Ry (6.20)

._—_+Vref._______ R1+R2
Rl + R2 R] + R2
Si ahora suponemos Vo = -Vs, esto viene a indicar que V¥ < V™.

Vs+ Vet )R
R R, = Vi> Vg (Vs Vet Ry (6.21)

—_— o+ e ——— R]+R2
R;+R, Ry +R,

Estos dos valores de Vi, son los que determinardn el ancho del ciclo de histéresis, como puede
observarse en la figura 6.15 (b).
6.2 Realizacion del control discreto mediante microprocesador o microcontrolador

El controlador o compensador discreto aplicado sobre un sistema G(s) se ha representado, tal como
muestra la figura 6.15, mediante un muestreador, un mantenedor de datos y el control discreto mismo,

T~
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D(z). En realidad esta representacion ha sido un modelo util con el que poder realizar el disefio del
controlador o compensador con el objetivo de cumplir una serie de especificaciones determinadas.

Controlador o Compensador Discreto

Muestreador ~ Control Mantenedor . Planta
R(s) + m(kT) Ts| C(s)
) 1 D(z) o 1-e L Ges) -
S .
T
Fig. 6.15

Una vez realizado el disefio del controlador discreto, su implementacién se puede llevar a cabo
mediante un microprocesador, un procesador digital de sefial (DSP, Digital Signal Processor) o un
microcontrolador, cuya eleccién no es sencilla debido a los costos de las herramientas de soporte
hardware y software imprescindibles en el desarrollo de un sistema basado en microprocesador, en
microcontrolador o en DSP.

Controlador o Compensador Discreto

Bloque Microprocesador

‘ Planta
: m P m(kT) Conversor Addap lﬂa;xon ' Ges) C(s)
'R(s) = —> | desefial + [~ s —
. D/A Actuadores | .
' + memoria
+E/S ion 1.
Conversor Adaptacién
G| ap ] desehal f—
Sensores .
[ ] Sefial de sincronismo

(Periodo de muestreo T) .

La figura 6.16 muestra el diagrama de bloques basico para la realizacién de un controlador o
compensador discreto. En esta figura se pueden distinguir : un bloque microprocesador, conversores
anal6gico/digital (A/D) y digital/analégico (D/A), blogues con adaptacién de sefial, actuadores y
sensores, y una sefial de sincronismo que establece el periodo de muestreo T del sistema de control. En
este diagrama de bloques, el control D(z) lo realiza el microprocesador mediante la ejecucién de un
algoritmo discreto, por lo que es imprescindible que el microprocesador tenga una memoria que
albergue este algoritmo, aunque también debe disponer de algunos periféricos de entrada/salida (E/S)
que hagan de interfaz con los conversores AD y D/A, y ademds es importante que tenga uno o varios
temporizadores que le permitan generar una sefial de sincronismo con la que tener un periodo de
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muestreo T preciso.

El microprocesador, la memoria, los periféricos de E/S y la generacién de sincronismo se han
agrupado en lo que se denomina como "bloque microprocesador” de la figura 6.16. La entrada R(s), si
es analdgica, se debe convertir a una entrada digital, puesto que se debe utilizar por el
microprocesador, aunque R(s) puede ser una entrada interna, es decir, R(s) puede ser una secuencia de
cambios a seguir impuesta por el programa del microprocesador. Los actuadores que se pueden utilizar
en el sistema de control vendran determinados por la constitucién de la planta', lo mismo ocurre con
los sensores, que seran los adecuados a la magnitud de la salida C(s) del sistema.

El diagrama de bloques de la figura 6.16 se debe implementar con un microprocesador,
microcontrolador o con una DSP. En la actualidad, la implementacién més costosa de realizar es la
de un microprocesador, puesto que requiere que se le afiada practicamente todos los dispositivos
que estdn incluidos en la figura, es decir, se debe implementar, aparte de los actuadores, sensores y
la adaptacién de sefial, que son inherentes al microprocesador, microcontrolador y DSP, memorias,
periféricos de E/S, temporizadores para realizar el sincronismo y los conversores A/D y D/A;
mientras que la realizacién con un microcontrolador o una DSP es més sencilla por llevar
incorporados dentro del mismo circuito integrado la mayor parte de los periféricos mencionados,
incluyendo los conversores A/D y D/A. Este hecho hace que la implementacién de sistemas de
control discreto se efectiie con las DSP o con los microcontroladores disponibles en el mercado
electrénico, debido a que simplifican enormemente tanto el hardware a emplear como los costos de
desarrollo de la aplicacién.

En cuanto a los microcontroladores, existe una gran variedad de modelos y fabricantes distintos
en el mercado actual, lo que en principio puede suponer una dificil eleccién para el disefiador.

Segiin la figura 6.16, es importante que el microcontrolador escogido sea lo mas completo-

posible, con el propdsito de simplificar al mdximo la circuiterfa necesaria en la implementacién
del control. El microcontrolador es conveniente, pues, que incorpore la memoria necesaria para
el programa desarrollado como para los datos que ésta maneja, capacidades de entrada/salida
(E/S) suficientes para enviar datos al conversor D/A como para recibirlos del conversor A/D,
varios temporizadores para sincronizar y habilitar los conversores empleados y algunas lineas de
E/S de propésito general.

Cada fabricante dispone, dentro de una variada gama de modelos, de algin microcontrolador que se
ajusta a estos requisitos. Por ejemplo, Intel dispone de varias gamas o familias de microcontroladores
de 8 y de 16 bits que cumplen con estos requisitos. Estas familias son la MCS-51 de 8bits y la MCS-
96 de 16 bits, aunque el fabricante dispone de una nueva familia la MCS-251 de 8 bits que representa
una mejora y actualizacién de la MCS-51.

La familia de microcontroladores MCS-51 tiene en la linea de los requisitos mencionados las
siguientes caracteristicas

Por ejemplo, en un motor de continua el actuador es una etapa de potencia que suministra la corriente al motor.
En un horno de gasoil el actuador podria ser el accionamiento de la vdlvula de combustible, etc.
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- Versiones con 4k o 8kbytes de memoria EPROM y ROM. (87C51FA y 87C51FA).
- Memoria RAM interna (hasta un maximo de 256 bytes)

-4 puertos de E/S de 8 bits cada uno.

- 2 temporizadores/contadores de 16 bits cada uno.

- 5 fuentes de interrupcion enmascarables, con 2 niveles de prioridad.

- Salida de Modulacién de Anchura de Pulsos PWM (8XC51FA, FB y FC)

La MCS-51 no tiene conversor A/D ni D/A incorporados, por lo que se deben conectar de forma
externa al microcontrolador. En este sentido, se pueden utilizar los puertos del microcontrolador para
enviar y recibir datos de los conversores A/D y D/A, ademads de las lineas de control para indicar el
inicio de la conversién de datos en el A/D, recepcién de interrupcién cuando el A/D a finalizado la
conversion, extraccion de dato por el D/A, etc. La modulacién de anchura de pulsos PWM del
microcontrolador podria emplearse como conversor D/A, aunque sélo serfa dtil en algunos sistemas
especificos. Cabe destacar que los microcontroladores de la MCS-51 también los suministran otros
fabricantes distintos de Intel®, como es el caso del fabricante Siemens, que ofrece el microcontrolador
SABSOCS515A con las caracteristicas esenciales mencionadas y, ademds, incorpora 2 puertos mas de
E/S de 8 bits, lo que hace un total 6 puertos de E/S, y un conversor A/D de 10 bits. Por tanto, es
posible encontrar la opcién més adecuada para la aplicacién deseada en cualquier microcontrolador
que estos fabricantes ofrecen en el mercado.

En la MCS-51 es importante tener en cuenta que, si se utiliza un microcontrolador de la familia sin
memoria EPROM interna donde albergar el programa del sistema de control, se deberd emplear
memoria externa con este proposito, por lo que los puertos PO y P2 del microcontrolador deben hacer
las funciones de bus de datos y bus de direcciones, lo que supone la pérdida de estos puerto como
puertos de E/S y, por tanto, se debe utilizar mds hardware externo para controlar los conversores A/D
y D/A.

Considerando el microcontrolador SAB80OC515A de Siemens y que éste incorpora 6 puertos E/S
y un conversor A/D de 10 bits, la figura 6.17 muestra su utilizacién como controlador discreto
de un sistema. El puerto P6 del SABB0CS515A estd conectado a un multiplexor analégico interno,
de manera que cualquier patilla de este puerto de 8 bits se puede emplear como entrada del
conversor A/D. En la figura 6.17 se emplea la patilla P6.0 (patilla 0 del puerto 6) como entrada
de sefial para el A/D.

En la figura 6.17 se utiliza el puerto P4 por completo, 8 bits, como salida de datos para el conversor
D/A, mientras que el puerto P5 se utiliza para hacer el control del convertidor D/A. Como convertidor
D/S se puede utilizar el circuito integrado DACO0832, que es un convertidor de 8 bits con salida de
corriente diferencial, por lo que necesita de un amplificador operacional para convertir la corriente de

2 Esta familia de microcontroladores también la fabrican Atmel Corporation, Dallas Semiconductor, OKI
Semiconductor, Philips Semiconductors (Signetics), Siemens Components, etc.




370 ‘ Teoria de control. Disefio electrénico

salida en tension de salida. En este convertidor, fig. 6.18, se puede poner las sefiales de Chip select
(& ), de Internal Latch Enable (ILE) y de Transfer ( XFER ) permanentemente habilitadas, de forma
que la conversion se realiza mediante la habilitacién consecutiva de las sefiales WR1 y WR2. El
circuito pertinente se muestra en la figura 6.18.

SABSOC515
RAM ROM P4 = Salida de 8 bits de datos
256 x 8 8k x 8 P5 = Control de conversién del D/A
ar Planta
Puertos Ad ;
aptacién C(s)
CPU (: :) P4 [ D/A b desefial + |—» G(s) -—
- :| Actuadores
— 5 O
Temporizadores ‘ P6 Adaptacién
- de sefial + -
Timer2 {* T
mers N— MUX (1 I P6.0 Sensores
Analdgico N .
A/D - S&H
Fig. 6.17
Puerto P4 ~
DAC0832 R2
DIO RFB I:
DIl
D2 IOUT 1 \ L ~ Vo
LA 10UT 2— / — —o
DIS —*
Puerto P5 g}? —— 1
&
WR1
WR2
ILE
vCC XREF
o VREF
Fig. 6.18

En el sistema de control es necesario generar un periodo de muestreo T con un grado de precisién
determinado; con este fin se puede utilizar el temporizador de 16 bits Timer 2 del microcontrolador.
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Este temporizador tiene varios modos de funcionamiento, siendo el modo de "autorrecarga” el més
adecuado para crear el sincronismo que proporcione la base del periodo de muestreo.

12MHz IMHz | I )
__,_‘ TH2 | TLZj nterrupeidn
TI#Z A A

J——i \

|rcaP2H [ReaPoL |

Fig. 6.19

La figura 6.19 muestra el diagrama de bloques del temporizador Timer 2 en modo de autorrecarga.
Los registros del temporizador son TH2 (byte alto) y TL2 (byte bajo), los registros RCAP2H y
RCAP2L son registro de 8 bits donde se almacena el valor de "recarga” del temporizador. El Timer 2
se puede conectar a la sefial de reloj del microcontrolador, que habitualmente tiene un cristal de cuarzo
de 12 MHz. Esta sefial es dividida por 12, por lo que la base del temporizador es una sefial de 1 MHz
de frecuencia. El bit TR2 (Timer Run 2) es un bit que estd albergado en uno de los registros que
controlan el modo de funcionamiento del temporizador, y mediante su estado se controla un
interruptor que conecta la sefial de 1MHz al temporizador, de manera que éste comienza a contar
desde el momento que TR2 es activado. Cuando el temporizador estd en funcionamiento, el valor de
TH2 y TL2 va incrementandose hasta llegar a su valor maximo (TH2 = FFH y TL2 = FFH) de
rebasamiento (Overflow), lo que de forma automadtica genera una interrupcién al microcontrolador vy,
al mismo tiempo, se emplea esta sefial para activar la recarga de TH2 y TL2 con los valores de los
registros RCAP2H y RCAP2L, respeétivamente. Esta recarga, pues, se realiza de forma automatica,
por lo que el temporizador generard una secuencia de interrupciones periddica, con un periodo que
depende del valor a que se pongan los registros RCAP2H y RCAP2L antes de poner en
funcionamiento el temporizador. Cada una de la interrupciones generadas debe llamar a una subrutina
que realice el proceso de conversién de los convertidores A/D y D/A.

Segtn la figura 6.19, si el periodo de muestreo debe ser de I mseg, considerando que a IMHz el
periodo de la sefial base para el temporizador es de 1 useg, el valor que los registros de recarga
RCAP2H y RCAP2L debe ser tal que cada vez que el temporizador cuente 1000 pulsos genere una
interrupcién, lo que implica que RCAP2H=FCH y RCAP2L= 17H, es decir, el temporizador
comenzara a contar desde la posicién de recarga (TH2= FCH y TL2 = 17H) e ird incrementandose
hasta llegar a rebasamiento (TH2 = FFH y TL2=17H), lo que causard una interrupcién y la
autorecarga de RCAP2H y RCAP2L en TH2 y TL2, respectivamente.

En la figura 6.17, en lugar del microcontrolador SAB80CS15 se puede utilizar un microcontrolador de
16 bits de la familia MCS-96, puesto que estos microcontroladores también incorporan un conversor
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6.3.1 Evolucién de los autématas programables.

En la mitad de la década de los afios 60, la empresa General Motors se preocupa por los elevados
costes de los sistemas de control a base de relés, la poca flexibilidad para adaptarse a las necesidades
de produccion y el elevado tiempo de averias. Esto hace que General Motors contacte con Digital
Corporation para la bisqueda de un sistema de control que solyentase estos problemas y que
respondiera, entre otros, a los siguientes requerimientos:

e Adaptacién al medio industrial. '

e Sistema programable en lenguaje asequible al personal de operacién y mantenimiento de
la planta. ’

e Ficil mantenimiento, reutilizables y de alta fiabilidad.

De este modo nace el primer autémata programable que utilizaba memoria de ferritas y un procesador
cableado a base de integrados, constituyendo la CPU. Su utilizacién se centrd en la sustitucion de los
armarios de relés que controlaban procesos tipicamente secuenciales.

En la década de los afios 70 se incorpora la tecnologia del microprocesador, lo que permite aumentar
las prestaciones:

¢ Operaciones aritméticas y manipulacién de datos.

¢ Entradas y salidas analégicas. Control de posicionamiento.
¢ Comunicacién con ordenadores y periféricos.

¢ Mejora de los lenguajes de programacién.

.

Las aplicaciones se extienden al control de procesos , ya que gracias a las entradas y salidas analdgicas
se pueden realizar lazos de regulz%cién en procesos continuos y no puramente secuenciales.

En la década de los 80 se incorporan masivamente las mejoras de la tecnologia de los
microprocesadores consiguiendo:

¢ Altas velocidades de respuesta y reduccién de las dimensiones.
e Aparicién de médulos inteligentes (PID)

e Lenguajes graficos de programacién.

¢ Mayor capacidad de diagnosis de funcionamiento.

En la primera mitad de la década de los 90 aparecen diversas tarjetas inteligentes para: procesos
especificos y diversos entornos de software para gestionar el funcionamiento de los autématas y el
proceso de la planta, asi como una total integracion del automata en las redes informaticas.
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En cuanto a la capacidad de direccionamiento de entradas y salidas, los fabricantes han desarrollado
diversas familias que comprenden equipos que van desde 10 E/S, para pequefias aplicaciones y a unos
precios bajos, a grandes equipos capaces de controlar 10000E/S, para grandes procesos industriales,
aunque la tendencia es a distribuir el control del proceso mediante una red de autdmatas.

6.3.2 Funcionamiento del automata. /

Los autématas utilizan un procesador para gestionar una serie de instrucciones, mediante las cuales se
especifican las acciones de control necesarias en funcién del estado de las variables del sistema. El
hecho de poseer un dnico procesador hace que las instrucciones se ejecuten de manera sécuencial,
aunque a una gran velocidad. Estas instrucciones son almacenadas en una memoria que se denomina
memoria de programa. Por otro lado, los datos de entrada y salida son almacenados en otra zona de
memoria reservadas, a las cuales se les suele denominar imdgenes del proceso.

6.3.2.1 Estructura interna de un autémata.

Los autématas programables poseen una gran diversidad de estructuras internas en funcién del
fabricante, pero de forma general se pueden distinguir los siguientes bloques:

Fig. 6.21 Estructura interna de un automata programable
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e  Memoria de programa: El programa de mando se ubica en la zona de memoria RAM, la cual
posee la caracteristica de que su contenido se puede/ modificar rapidamente, pero si falla la
alimentacién y no hay bateria tampon, se pierde dicho ¢ontenido. Para conservar un programa del
autémata a prueba de fallos de alimentacién, existe la posibilidad de transferirlo a un cartucho de
memoria EPROM o EEPROM.

e Sistema Operativo ( Memoria ROM): El sistema operativo incluye los programas de sistema que
fijan la ejecucién del programa de usuario, la gestién de entradas y salidas, el reparto de la !
memoria, la gestion de datos y similares. El sistema operativo es fijo y no se puede modificar.

e Imidgenes de proceso: Los estados de sefial de los médulos de entrada y salida se depositan en la
CPU dentro de las denominadas "Imédgenes de proceso”. Son zonas reservadas de memoria RAM.
Para moédulos de entrada y salida existen imagenes separadas, imagen de proceso de las entradas
(IPE) e imagen de proceso de las salidas (IPS).

e Conector canal serie de comunicacién: En €] se conectan los aparatos de programacién, operacién
y observacion. En la mayoria de los autématas es posible formar una red local por medio de esta

z

via.

¢ Temporizadores, contadores y marca: Los temporizadores y contadores pueden cargarse, borrarse,
arrancarse y pararse desde el programa. Los valores de tiempo y cuenta se almacenan en zonas
reservadas de la memoria RAM. Otra zona de la memoria RAM permite almacenar informacién,

/ por ejemplo resultados intermedios, en calidad de marcas.

e Unidad aritmética y 16gica ( ALU): La unidad aritmética y légica se compone de uno o dos
acumuladores (AC 1 6 AC 2) que procesan las operaciones por bytes y por palabras.

Cargar las Procesar las Transferir las
informaciones informaciones informaciones

de la IPE en ACl y AC2 ala IPS

¢ Unidad de control: Siguiendo el programa, llama sucesivamente a las instrucciones contenidas en

la memoria y las ejecuta. La estructura tipica de una unidad de control queda reflejada en la figura
6.22. '

- * Bus periférico externo: El bus periférico externo constituye la via eléctrica por la que se
intercambian todas las sefiales entre la CPU y los médulos externos. Existe un abanico muy amplio
de mddulos externos, ya sean de entradas, salidas y funcionales, con diferentes caract‘eri‘sticés para
adaptarse lo mejor posible a nuestra aplicacién de control,
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BUS CONTROL

CPU 4 % T
BUS DIRECCIONES
Contador >
programa {}
Registro de gg
instruccionesg
Decodificador
BUS DATOS >

Fig. 6.22 Estructura de la unidad de control.

0.0
0.1

RAM

6.3.2.2 Ciclo de datos.

La principal funcién del procesador de un autémata programable es la lectura y ejecucién de las

/ instrucciones del programa de usuario, mediante la utilizacién de los estados de las entradas, salidas y
variables internas del sistema. La mayoria de los autématas actuales efectdan esta tarea de forma
ciclica y para ello antes de cada ejecucién del programa el bus periférico externo transporta a la IPE
los datos actuales de los médulos de entrada. Simultdneamente se pasan a los médulos de salida los
datos contenidos en la IPS.

Ciclo de datos :
E Desplazar Datos E Ejecucion del programa Desplazar Datos
>
Pasar a los médulos de salida los Eje de tiempos
datos del registro de desplazamiento
Cargar en el registro de desplazamiento

los datos de los médulos de entrada

Fig.6.23 Ciclo de datos.

Como medida de seguridad, existe una vigilancia del ciclo que desconecta el autémata en caso de error
del sistema (perro guardidn o watch dog). \
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6.3.3 Lenguajes de programacion.

T

En los autématas programables ( PL.C ), las tareas de automatizacién se formulan en programas de
mando. En ellos, el usuario fija mediante una serie de instrucciones cémo el autémata debe mandar o
regular la instalacién. Existen diversos lenguajes de programacién en funcién del fabricante del
autémata programable, pero se puede distinguir en todos ellos tres formas bésicas de representacién
que son : esquema de contactos, lista de instrucciones y diagrama de funciones.

6.3.3.1 Lista de instrucciones.

Esta forma de representacién del programa consiste en un conjunto de cédigos simbdlicos que
corresponden a instrucciones de lenguaje mdquina. Es un lenguaje indicado para usuarios
familiarizados con la informdtica. Adem4s este lenguaje es el tnico utilizable por las unidades de
programacién sencillas, que solo visualizan una o varias lineas de programa simultineamente. La
estructura que suelen tener estas instrucciones es :

Operacion

Operando
I I.______.

002: U E

32.0
—[—; Parametrc

Direccién relativa

de la direccién en el Identificador del operar

mddulo respectivo

Fig. 6.24 Estructura de una instruccidn para un automata Siemens-Simatic S5.

6.3.3.2 Diagrama de funciones.

Consiste en un lenguaje simbélico, en el que las diferentes combinaciones entre variables se
representan por medio simbolos l6gicos. Este lenguaje de programacién esta especialmente indicado
para usuarios familiarizados con la electrénica digital.

Fig. 6.25 Diagrama de funciones
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6.3.3.3 Esquema de contactos.

En este tipo de lenguaje, las funciones de mando se representan mediante un esquema con simbologia
ciﬁcuital, y estd especialmente indicado para técnicos que estén habituados a disefiar sistemas de
control a base de relés. La simbologfa utilizada por la mayoria de lenguajes es la correspondiente a la
convencidén americana, seglin normas NEMA para la representacion de esquemas eléctricos.

SRR

1L
JL

Fig.6.26 Esquema de contactos.

6.3.4 Tipos de instrucciones

El conjunto de instrucciones de los autdmatas programables se va ampliando continuamente con
nuevas y mis complejas instrucciones especificas de las nuevas aplicaciones que se van incorporando,
como lazos de regulacién PID o lazos de control de 16gica difusa. De forma general, en el conjunto de
instrucciones del autémata se pueden considerar los siguientes grupos:

¢ Instrucciones binarias: Son las instrucciones que definen, en el lenguaje utilizado, los operadores
légicos de Boole AND, OR, asf como los equivalentes negados.

» Instrucciones de memorias: Instrucciones que permiten memorizar el resultado de la combinacién
obtenido por el procesador. Habitualmente se utilizan basculas S-R o R-S.

o Instrucciones de temporizacién y contaje: Son instrucciones que generan una variable donde la
activacion o desactivacién de la misma esté en funcidén del tiempo o del ndimero de pulsos.

¢ Ihstrucciones aritméticas y de comparacién: Generalmente forman parte de estas instrucciones las
operaciones bdsicas suma, resta, mayor, menor e igual. Procesadores mds potentes incluyen
operaciones como multiplicacidn, division, utilizacion de la notacion en coma flotante, etc.

e Instrucciones de transferencia y manipulacién de datos: Es necesario disponer de instrucciones que
permitan trasladar o copiar uno o varios datos contenidos en los registros de la memoria de datos a
otros registros de la misma memoria, o bien, en un conjunto de variables numéricas.

¢ Instrucciones de control del ciclo de ejecucidn: Estas instrucciones permiten alterar la ejecucion
secuencial de las instrucciones del programa de control por medio de saltos condicionales o
incondicionales a determinadas secciones del programa principal para realizar secuencias de
instrucciones denominadas subrutinas.
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e Instrucciones de comunicacién: Estas instrucciones permiten la transferencia de informacién entre
dos autématas, o bien, hacia una impresora u ordenador personal (PC). La comunicacién se realiza
habitualmente por medio de un canal de comunicacidn serie.

6.4 Sistemas de instrumentacién y control basados en ordenador

Los ordenadores han pasado a ser de gran utilidad, en algunos casos imprescindibles, dentro de las
areas tecnoldgicas y cientificas. El campo de la instrumentacién y el control no es ninguna salvedad al
respecto y, de este modo, las computadoras (ordenadores personales, estaciones de trabajo, etc.)
aparecen en cualquier puesto de trabajo relacionado con este campo en continua evolucién. Dentro del
4rea de la instrumentacién y el control el ordenador aparece como el centro del sistema de
instrumentacién encargado de extraer la informacién de utilidad del mundo fisico que se desea
estudiar: es el encargado de realizar la gestién de las tareas especificas para el control de la
adquisicién de las sefiales (realizacidn de consignas y érdenes, multiplexacién temporal, etc.), de la
interficie con el usuario (comunicacién, visualiacién y presentacién de resultados), asi como el
elemento extractor de la informacién de las sefiales obtenidas mediante el procesado apropiado. El
procesado, de este modo, es el método mediante el cual el ordenador consigue la informacién a partir
de las medidas realizadas en el mundo fisico y mediante un sistema de instrumentacion.

El sistema de instrumentacién se compondra de las siguientes partes:
a) Ordenador
b) Transductores
c) Actuadorés
d) Acondicionadores de seﬁail
e) Circuiteria de adquisicion de datos
f) Circuiteria de anélisis de datos
N g) Control
h) Software de instrumentacion

En las partes anunciadas destacan las dos dltimas: contro} (g) y software de instrumentacién (h), que
merecen una descripcién mds detallada.

En la figura 6.27 se muestra un diagrama de bloques de un sistema de instrumentacién. Debe indicarse
que existen diversas posibilidades de variacién sobre el sistema trazado, la mas importante de todas
ellas viene dada por el hecho de la posible existencia de una implementacién mediante software del
control (algoritmo de control), en lugar de la implementacién externa al ordenador como se ha
propuesto en este caso concreto.
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PERTURBACIONES ORDENADOR
: SOFTWARE DE

—_— INSTRUMENTACION

SENAL
ACONDICIONAMIENTO ADQUISICION VISUALIZACION
SENSOR DE SENAL DE DATOS
CIRCUITERIA DE
4 ACTUADOR | ~al— | ACONDICIONAMIENTO | [ 0o 7] g ANALISIS OIEEEA%%R
DE SERAL DE DATOS A

Fig. 6.27 Diagrama de bloques de un sistema de instrumentacién y control.

6.4.1 Sistemas de control

Tradicionalmente se han utilizado los sistemas de instrumentacién para la obtencién de informacién de
las sefiales medidas del mundo fisico. La alta capacidad de tratamiento de informacién y la potencia de
célculo de los procesadores actuales permite que los sistemas de instrumentacién admitan ‘en
determinados casos la utilizacién de la informacién obtenida para poder actuar sobre el sistema fisico.
En este caso, fig. 6.27, se efectGa una accién de control al existir una realimentacidn de sefial sobre el
sistema fisico.

El método o proceso mediante el cual el sistema de instrumentacién obtiene la informacién determina

el tipo de procesado que se utiliza (por ejemplo, procesado en dominio temporal y procesado en
dominio frecuencial). Existird, normalmente, un preprocesado de la sefial medida con el objetivo de
eliminar o reducir las componentes indeseables de alta frecuencia o, simplemente, para realizar
determinadas operaciones algebraicas previas al procesado. La diferencia mds importante entre el
control y el procesado viene determinado por el uso que recibe la informacién de la sefial procesada;
asi el control basicamente consiste en un procesado simple de la sefial medida conjuntamente con una
sefial consigna o referencia que, normalmente, es generada por el propio algoritmo de control. En el
caso del realizar un control, la sefial obtenida tras este procesado es acondicionada y mediante un
actuador modifica la dindmica del sistema fisico. De este modo, si existe un buen disefio del
controlador, el sistema fisico ofrece una buena respuesta cumpliendo las especificaciones dindmicas y
estdticas requeridas.

<X
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# ; error Rectangular Driver
sefial ! ¢ Lab-PC+
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"

Driver
Lab-PC+
Entrada Analdgica

Fig..6.28 Panel frontal del controlador del sistema externo.
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La figura 6.28 muestra un algoritmo de control realizado mediante el software MATLAB, donde se
pueden observar la programacién grifica que caracteriza al software de instrumentacién, el
controlador y las drivers necesarios para realizar la comunicacion con la targeta de adquisicién.

Las caracteristicas mds importantes del sistema de control, implementado en las plataformas que
constituyen los sistemas de instrumentacién basados en ordenador, vienen determandas por la facilidad
de programacién y la versatibilidad del software realizado (facilidad de modificacién, actuacién
directa sin necesidad de realizar compilado del programa de control, visualizacién de resultados,
pardmetros y variables, comunicacién externa, etc.).

Sin embargo, debe seleccionarse cuidadosamente esta alternativa de implementacién en funcién del
periodo de muestreo requerido al sistema de control. El control del proceso se debe realizar en lo que
se denomina contrel en tiempo real, esto es, no deben existir retardos aprecibles en la reaccién del
procesador ante eventos externos. Tal y como se ha visto en capitulos anteriores, estos retardos deben
compararse con las constantes de tiempo caracteristicas del sistema fisico que se desea controlar. Asf,
debe seleccionarse adecuadamente la frecuencia de actuacién de la sefial de control y, ésta tiene un
valor médximo limitada por el periodo de ejecucién del algoritmo de control por parte del ordenador.
Este es un punto relevante porque, en conclusién y debido a que la carga gréfica del algoritmo
ralentiza substancialmente su ejecucién, a persar de poseer un software con gran flexibilidad
(comunicacién externa alta resolucion gréfica), en algunas aplicaciones se requieren algoritmos de
control muy sencillos necesarios para lograr una frecuencia de muestreo suficiente para los
requerimientos del sistema que se debe controlar.

Como ejemplo, puede indicarse que en el software de instrumentacién LabWindows/CVI puede
capturarse un array de muestras a 60 Kmuestras/seg. con una targeta LabPC+, modo de captura
multimuestra, de modo que pueden procesarse con mucha eficacia sefiales complejas debido a su
elevada capacidad de célculo y a la cantidad de algoritmos de procesado existentes. Sin embargo, si
debe realizarse una transferencia muestra a muestra, la velocidad de muestreo queda muy limitada,
dado que debe ejecutarse el algoritmo entre cada muestra de salida, lo cual implica utilidad en
sistemas lentos.

6.4.2 Software de instrumentacion

A partir de la descripccidn realizada previamente parece necesaria el uso de un entorno adecuado para
gestionar los diferentes pasos requeridos en el sistema de instrumentacid. Este elemento es el software
de instrumentacién. Dos caracteristicas son exigibles en un software de instrumentacion:

e Debe ser capaz de controlar todo el sistema (instrumentos, drivers, comunicacion serie, interficie
“con el usuario, control, etc.).

e Debe permitir el disefio personalizado de un instrumento. Dicho instrumento se denominard
instrumento virtual.

El software de instrumentacion, de este modo, gestiona los procedimientos requeridos para realizar la
medida (enviar érdenes a los instrumentos para que éstos ofrezcan las sefiales de test y capturen las
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sefiales resultantes del proceso), gestiona aquellos procedimientos necesarios para realizar una
actuacion sobre el sistema fisico (si se realiza un control del mismo) y procesa las sefiales obtenidas
* para obtener la informacién objeto de la instrumentacion.

Con el objetivo de facilitar y flexibilizar la generacién y desarrolio de la aplicacién resultado del
software de instrumentacion, aparecen plataformas de soporte con ritinas y herramientas encaminadas
al control de la instrumentacién. Este conjunto de herramientas determina lo que se conoce ¢omo
instrumentacién virtual. Entre estos software pueden destacarse el LABVIEW, el LabWindows/CVI y
el HP-VEE. Una de las principales diferencias entre la instrumentacién virtual y el software de
programacién generico viene determinada por la diferencia de programacion, siendo ésta altamente
grifica en el primer caso. La estructura tipica de un software de instrumentacién virtual consta de los
modulos:

e Interficie gréfica
e Programa de control
¢ Adquisicién de datos

e Analisis de datos
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Fig. 6.29 Panel frontal de un instrumento virtual
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/

Al finalizar el desarrollo de la programacién se obtiene la aplicacién resultante denominada
instrumento virtual. La figura 6.29 muestra el aspecto de un instrumento virtual generado mediante
LabWindows/CVI. Funcionalmente existen dos paneles diferentes: el panel frontal (que represenfa el
instrumento virtual) y el panel de programacién (donde se programa el instumento virtual mediante
técnicas grificas). Un instrumento virtual, de este modo, no es mas que un médulo de software que
intenta simular todos los aspectos funcionales de un instrumento real; cuando se ejecuta un programa
que representa un instrumento virtual, el usuario ve en la pantalla el panel que se corresponde con el
instrumento fisico y permite la visnalizacién y el control.

Para la construccién de un panel frontal, se dispone de un libreria de controles, indicadores, gréficos,
etc, existiendo la posibilidad de que el usuario genere sus propios elementos. Como ejemplo, puede
observarse, en la figura 6.30, el instrumento virtual denominado PID que ofrece el software de
instrumentacién LABVIEW.

reverse acting [T] s

manual out [+%] -~

setpoint [%] — -t gubpult [%)
process vanable [%] -, -

auto (T) -~

Tuning Params

Fig. 6.30 Instrument virtual PID de LabVIEW

6.4.3 Ejemplo de aplicacion

Para mostrar la utilidad de la instrumentacién virtual en el campo del control, se ha realizado una
experiencia consistente en el control de un motor de corriente continua mediante el software de
instrumentacién LABVIEW.

Para lograr este propdsito es necesario detectar la velocidad de giro del motor y, para ello, se utiliza un
sensor de efecto Hall, tal y como muestra la figura 6.31.
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Fig. 6.31 Disposicion del acoplamiento entre el motor y el sensor de efecto Hall.

Para realizar el control de la velocidad del motor se ha implementado el sistema de control que
presenta la figura 6.32.

T
Detector de error II |
e > Controlador . —1 Driver Motor
- Enlace corriente
exterior
* Sensor
Medida de
velocidad [ P T
Enlace =
exterior Acondicionador;
de seiial

Fig. 6.32 Diagrama de bloque del proceso de control.

Por dltimo, se ha implementado el controlador segiin las opciones de un control todo/nada o si/no y un
control PID. Debe indicarse que la sefial de consigna, el detector de error y la medida de velocidad se
realizan mediante el software de instrumentacién. La figura 6.33 muestra el instrumento virtual
correspondiente al controlador PID sobre el que el usuario podrd programar y modificar los
pardmetros del controlador.
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CONTROL DE VELOCIDAD MEDIANTE PID

R

Fig. 6.33 Panel frontal del controlador PID
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